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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1
Urcete vSechny hodnoty celo¢iselného parametru a, pro néz ma rovnice
(x 4 a)(x + 2a) = 3a
aspon jeden celociselny koten. (J. Zhouf)
B-1-2
V daném trojuhelniku ABC oznaéme D ten bod polopiimky C A, pro
ktery plati |CD| = |CB|. Dale oznac¢me po tadé E, F stfedy tseéek AD

a BC. Dokazte, ze | X BAC| = 2|xCEF|, pravé kdyz |AB| = |BC|.
(P. Leischner)

B-1-3
Rozhodnéte, zda nerovnost
alb+1)+blc+1)+ec(d+1)+d(a+1) 2 3(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

plati pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢, d, ktera vyhovuji podmince
a) ab=cd=1; b)ac=>bd=1. (J. Simsa)

B-1-4

Kazdou z hvézdicek v zapisech dvanactimistnych cisel
A = x88 888 888 888, B=%11111111111

nahradte n&jakou ¢islici tak, aby vyraz |14A — 13B| mél co nejmensi
hodnotu. (J. Simsa)
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B-1-5

Kruh o stiedu S a poloméru r je rozdélen na ¢tyti ¢asti dvéma tétivami,
z nichz jedna ma délku 7 a druhd ma od stfedu S vzdalenost %7'. Dokazte,
ze absolutni hodnota rozdilu obsaht téch dvou ¢asti, které maji spolecny
pravée jeden bod, a pfitom zadna z nich neobsahuje stied S, je rovna jedné
Sestiné obsahu kruhu. (P. Leischner)

Urcete nejmensi prirozené ¢islo n s nasledujici vlastnosti: Zvolime-li n
ruznych prirozenych ¢isel mensich nez 2006, jsou mezi nimi dvé takova,

ze podil souctu a rozdilu jejich druhych mocnin je vétsi nez tii.

(J. Zhouf)

B-S-1

Dokazte, Ze pro libovolna kladna ¢isla a, b a ¢ plati nerovnost

(Do e d) 2

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Simsa)

B-S§-2

Na pfeponé AB pravouhlého trojihelniku ABC uvazujme body P a @
takové, ze |[AP| = |AC| a |BQ| = |BC|. Ozna¢me M prusecik kolmice
z vrcholu A na piimku C'P a kolmice z vrcholu B na primku C'Q). Dokazte,
7e primky PM a QM jsou navzajem kolmé. (J. Svreek)

B-S-3

Najdéte vsechny dvojice celych ¢isel a a b, pro néz zadna z rovnic
22 +ar+b=0, y>+by+a=0

nema dva ruzné realné koteny. (E. Kovac)
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B-1l-1

Uréete vSechny dvojice prvocisel p a g, pro néz plati
p+q’=q+p’.
(J. Svréek)

B-1I1l-2

Obdélnik ABCD se stranami délek |AB| = 2008 a |BC| = 2006 je
rozdélen na 2 008 x 2 006 jednotkovych ¢tvercii a ty jsou stiidaveé obarveny
¢ernou, Sedou a bilou barvou podobné jako obdélnik na obrazku: ¢tverce
pii vrcholech A a B jsou ¢erné, étverce pri vrcholech C' a D jsou bilé.
Urcete obsah té ¢asti trojuhelniku ABC, kterd je Seda.

(Pavel Novotny)

B-11-3

V lichobézniku ABC D, jehoZ zékladna AB mé dvakrat vétsi délku nez
zdkladna C' D, ozna¢me E stfed ramene BC'. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku CDE prochézi sttedem thlopricky AC, pravé kdyz strany
AB a BC jsou navzajem kolmé. (P. Leischner)

B-1l-4

Dokazte, Ze pro libovolna redlné ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati
1<a+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1l—a)(l—>b)(1—c)=9.

(J. Simsa)
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Reseni tloh

B-1-1

Po roznédsobeni levé strany a prevedeni ¢lenu 3a z pravé strany na levou
dostaneme kvadratickou rovnici

2% + 3azx + 2a% — 3a = 0.

Jeji koreny (pokud existuji) maji podle zndmého vzorce tvar

—3a++Va? + 12a
5 .

T1,2 =

Hodnota takového vyrazu je celé éislo jen tehdy, je-li ¢islo a?+4-12a druhou
mocninou néjakého celého ¢isla b, o némz mizZeme predpokladat, Ze je
nezdporné. Rovnost b = v/a? + 12a upravime umocnénim a doplnénim
na ctverec do tvaru

(a+6)% =b>+36, neboli (a+6+b)(a+6—0b)=36.

Dostali jsme rozklad ¢isla 36 na soucin dvou celociselnych ¢initel, které
proto museji mit stejné znaménko. Protoze jejich rozdil

(a+6+b)— (a+6—b)=2b

je sudé nezaporné ¢&islo (pripomindme, Ze b = 0), maji oba ¢initelé stejnou

paritu (jsou zaroven suda nebo lichd) a druhy ¢initel neni vétsi nez prvni

¢initel. To vSe dohromady znamenad, Ze jsou jen ¢tyfi moznosti:

(1) a4+6+b=18aa+6 —b=2. Tato soustava rovnic ma jediné reseni
a =4 a b = 8. Zkouska: rovnice (z + 4)(z + 8) = 12 ma kofeny —10
a —2.

(2) a+64+b=6aa+6—b=6.V tomto pfipadé a = 0 a b = 0. Zkouska:
rovnice (z 4 0)(x + 0) = 0 ma dvojnasobny kofen 0.

(3) a+6+4+b=-2aa+6—b= —18.V tomto piipadé a = —16 a b = 8.
Zkouska: rovnice (x — 16)(z — 32) = —48 ma kofeny 20 a 28.

(4) a+6+b=—-6aa+06—b=—6.V tomto pfipadé a = —12 a b = 0.
Zkouska: rovnice (z — 12)(z — 24) = —36 ma dvojnasobny kofen 18.
Odpovéd': Hledané hodnoty parametru a jsou ¢tyfi, a to cisla 4, 0,

—16 a —12.
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Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim feSeni upravime rovnici do tvaru
2 ; 2 _
z° + 3ax + 2a” — 3a =0

a pokusime se mnohoélen na levé strané zapsat ve tvaru soucinu dvou
linearnich ¢initela tvaru az + fa + 7. I kdyz takovy rozklad neexistuje,
experimentovanim zjistime, ze ,témér vyhovuje“ soucin

(z+2a+3)(z+a-—23),

ktery se lisi od daného mnohoclenu z? + 3ax + 2a® — 3a pouze v kon-
stantnim ¢lenu; presvédcete se o tom roznasobenim. Zkoumanou rovnici
tak lze zapsat ve tvaru

(x+2a+3)(z+a—3)=-9.

I kdyZ na pravé strané neni nula, pro feSeni v oboru celych ¢isel je kazdy
podobny rozklad cenny, nebot existuje pouze koneény pocet rozkladu
prislusného ¢isla (v nasem pfipadé —9) na soucin dvou celociselnych ¢i-
nitela. Vypisme je:
(1) z+2a+3=9ax+a—-3=—1,neholia=4az=-2,
(2) r+2a+3=3ax+a—3=-3,nebolia=0axz=0,
(3) x+2a+3=1laxz+a—3=-9 nebolia=4az=-10,
(4) +2a+3=—-lax+a—3=9,nebolia=—-16 a z = 28,
(5) r+2a+3=-3ax+a—3=3,nebolia=-12ax=18,
(6) x+2a+3=-9ax+a—3=1,nebolia=—-16az = 20.
Dochazime tak ke stejné odpovédi jako v prvnim feSeni: vyhovujici
hodnoty parametru a jsou ¢isla 4, 0, —12 a —16.

B-1-2

Ozna¢me G ten bod polopfimky opacné k polopfimce AC, pro ktery plati
|AG| = |BC| = |CD] (obr.13 pro situaci, kdy |AC| > |BC|, a obr. 14
pro situaci, kdy |AC| < |BC| — sami nakreslete a rozmyslete situaci,
kdy |AC| = |BC|). V trojuhelniku ABG oznaéme jesté ¢ = |XABG|
a § = |xBGA|. Protoze |[EA| = |ED| a |AG| = |CD|, je bod E stred
usecky CG, tudiz usecka EF je stiedni pricka trojuhelniku BC'G. Plati
proto E'F || GB a z rovnosti souhlasnych thlt BGA a FEC dostavame
| FEC| = 6. Protoze thel BAC je vngjsim uhlem trojihelniku ABG,
pro jeho velikost o = |xBAC| plati @ = € + 6. To znamend, Ze rovnost
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Obr. 13 Obr. 14

a = 20 ze zadani ulohy nastane, pravé kdyz ¢ + 6 = 26, neboli € = §.
Z trojihelniku ABG ovSem plyne, ze rovnost € = § je splnéna, praveé kdyz
|AB| = |AG], neboli |[AB| = |BC|. Tim je ekvivalence rovnosti o = 2§
a |AB| = |BC| dokazéna.

A

Jiné feseni. Misto ,,chytfe* zvoleného pomocného bodu G z prvniho
feSeni sestrojime osu o vnitintho thlu BAC daného trojihelniku ABC
a jeji prusecik se stranou BC oznac¢ime H (obr.15 a obr. 16 pro situace
|AC| > |BC]|, resp. |AC| < |BC|). Vyznam osy o pro feSeni nasi tlohy
je ziejmy: podle souhlasnych uhlt CEF a CAH usoudime, Ze rovnost
|x BAC| = 2|xCEF| ze zadani tlohy nastane, pravé kdyz budou tsecky
AH a EF rovnobé&zné, neboli trojihelniky CAH a CEF podobné. Podle
véty sus jsou trojuhelniky CAH a CEF podobné, pravé kdyz je splnéna
ameéra

|AC|: |HC| = |EC|: |FC]|. (1)
Rovnost |xBAC| = 2|xCEF| je tedy ekvivalentni s podminkou (1),
kterou nyni prozkoumame.

Délky tisecek zastoupenych v (1) nejprve vyjadiime pomoci délek

a=|BC|, b=]|AC|, c=|AB]

stran vychoziho trojuhelniku ABC. Protoze bod F' je stfed tusecky BC
a bod F stied tsecky AD, plati |[FC| = 3|BC| = 1a a

|AC| +|DC| _|AC|+|BC| b+a

IECT = 2 2 2
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D
E
A

B A B
/d
D
Obr. 15 Obr. 16
Zbyva vyjadrit délku tsecky HC. Z rovnosti

|HC|+ |HB| =a, |HC|:|HB|=b:c

(prvni z nich je trividlni, druhd vyjadiuje znamy fakt o poméru, ve kte-
rém osa vnit¥niho tthlu déli protéjsi stranu trojthelniku) dostaneme po
snadném vypoctu vyjadieni

ab
b+c

|HC| =

Dosadme nyni vSechny urcené délky do rovnosti (1) a pak ji dale ekviva-
lentné upravujme:

ab a—}—b.E

"b4c 2 ’
b+c a+b
a  a
b+c=a+b,
c=a.

Dokéazali jsme potfebné: podminka (1) plati, pravé kdyz ¢ = a, neboli
|AB| = |BC.

Jiné TYeSeni. Oznacme Z stied tsecky BD a « velikost thlu BAC.
Usecka EZ je stiedni pficka trojuhelniku ADB a tsecka ZF je stiedni
pricka trojuhelniku CDB (obr.17). Z vlastnosti stfednich pficek plyne
EZ | AB,ZF || AC,|EZ| = }|AB|,|FZ| = %1CD| = 1|BC|,|xCEZ| =
=aa|xEZF|=180°—q.
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E
yd Z
A B
Obr. 17

Protoze velikost vnéjsiho tthlu p¥i vrcholu Z trojthelniku EZF je a,
bude mit thel FEZ velikost %a, pravé kdyz bude trojuhelnik F'EZ rov-
noramenny (se zakladnou F'E), tj. pravé kdyz |EZ| = |ZF|, neboli pravé
kdyz |AB| = |BC/|. Tim je tvrzeni tilohy dokazano.

B-1-3

a) Danou nerovnost budeme ekvivalentné upravovat postupnym roz-
nasobovanim; jakmile se pritom nékde objevi soudin ab nebo cd, nahra-
dime ho ¢islem 1:

20ab+a+bc+b+cd+c+da+td) 2
Z(ab+a+b+1)(ed+c+d+1),
20@d+bc+a+b+c+d+2)2
2 (a+b+2)(c+d+2),
2(ad+bc)+2(a+b+c+d)+4 2
2actad+be+bd+2(a+b+c+d)+4,
ad +be Z ac + bd,
(a—0b)(c—d) £0.

Posledni nerovnost obecné neplati, jak ukazuje priklad a = c=2a b =
=d= % (hodnoty jsou zvoleny tak, aby byly splnén pfedpoklad ab =
=cd =1).

b) Danou nerovnost budeme upravovat s podobnou strategii jako
v Casti a). Protoze vSak tentokrat miiZeme ¢islem 1 nahrazovat souciny ac
a bd, vynasobime na pravé strané nerovnosti nejprve prvni ¢initel s tfetim

50



a druhy ¢initel se ¢tvrtym:

2(ab+a+bc+b+cd+c+da+d) 2
2 (ac+a+c+1)(bd+b+d+1),
2(ab+bc+cd+ad+a+b+c+d) 2
2 (a+c+2)(b+d+2),
2(ab+bc+cd+ad) +2(a+b+c+d) 2
2ab+ad+bc+cd+2(a+b+c+d)+4,
ab +bc+ cd + da 2 4,
(a+c)(b+d) 2 4.
Posledni nerovnost plati pro vSechny cétverice kladnych disel a, b, ¢, d
spliujici predpoklad ac = bd = 1, protoze kazdy z obou d¢initeli a + ¢

a b+ d, jsa souc¢tem kladného ¢isla a ¢isla k nému prevraceného, je vétsi
nebo roven ¢islu 2. Tento znamy vysledek

u>0 = u4+-2=2 (%)

plyne pfimo z identické rovnosti
1 2
ut—= <\/" = ———) +2

a poznatku, Ze druhd mocnina libovolného reilného ¢isla je nezaporna.
Odhad (*) lze rovnéz ziskat ze zndmé nerovnosti mezi aritmetickym a geo-
metrickym primérem

A:

a1 +ag + ..
n

« FQpn
- 2 G = /a1Q9 . . . 0

libovolnych nezapornych éisel a;, kdyz zvolime n = 2, a; = v aas = 1/u.
Odpovéd: Zkoumana nerovnost za podminky a) obecné neplati, za
podminky b) plati.

Jiné FeSeni. a) Pouzijeme ,dosazovaci strategii“: z dané podminky
ab = cd = 1 vypoéteme b = 1/a, d = 1/c a takto vyjadiend ¢isla b a d
dosadime do zkoumané nerovnosti. Dostaneme nerovnost s dvéma (jiz

51



nezavislymi) proménnymi a a ¢; nasi ulohou bude zjistit, zda plati pro
libovolné hodnoty a > 0 a ¢ > 0:

(c+1)+c(%+1>+%(a+l)§
%(a+1)(é+1)c+1< +1),
% +e

11 1
IR (2+a+ )(2
a &

+2),

€
2+a+c+a+
c a 1 1 1 1 1 1
2+at+ct-+-+-+=-22+atct-+-+ (ac+ +— )
a ¢ a c a ¢ 2 ac

5 1
£+9-Zac+—,
a ¢ ac
a2 a%? +1,
02 (a* —1)(c* —1).

Vidime, Ze posledni nerovnost pro kladné ¢isla a, ¢ obecné neplati, staci
zvolit napt. hodnoty a = ¢ = 2, kterym odpovidaji hodnoty b = d = %
b) Podobné jako v ¢asti a) z dané podminky ac = bd = 1 vypocteme
tentokrat ¢ = 1/a, d = 1/b a po dosazeni za ¢, d do zkoumané nerovnosti
dostaneme nerovnost s nezavislymi proménnymi a > 0 a b > 0:

a(b+1)+b(%+1>+%(1—1)+1)+%(a+1)g

g%(a+1)(b+l)< )( ),
ab+a+b+%+%+b+é+ib25<2+ + )(
ab+a+b+1+z+z+9+lbz

2 4b4 - )

[SERS
+
+

| =
~—

1 2 2
(4+2a+2b+ab+ +E+

ab+b+b+ib 4.

Posledni nerovnost ovSem zfejmé plati pro libovolna kladna ¢isla a a b,

nebot je sou¢tem dvou nerovnosti

+

o 2
Q| o
1\
)

1
ab+—= 22 a
ab
typu (*) z prvniho FeSeni, a to pro hodnoty u = ab, resp. u = a/b.
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B-1-4

Hvézdicku v ¢isle A nahradime ¢islici a, hvézdicku v ¢isle B &islici b a vy-
jadiime vyraz 14A — 13B algebraicky jako linearni funkei (nezndmych)
Cislic a a b. Protoze plati

99999999999999  10'! —1

11111111111 111 = = ,
9 9

maji ¢isla A a B vyjadieni
n, 8 11 1, 1 11
A=a-10"+5-(10" 1) a B=b-10"+5- (10" - 1),

odkud dostavame

(14 -8 —13)
9
= (l4a — 13b+11) - 10** — 11.

14A — 13B = (14a — 13b) - 10" + S(1ot —1) =

(%)

Jisté si uvédomime, ze absolutni hodnota takového vyrazu je miniméalni,
praveé kdyz je minimalni absolutni hodnota vyrazu 14a—13b+11. Precizné
to zduvodnime nerovnostmi aZ poté, co zjistime, zda pro nékteré ¢islice
a, b dokonce neplati rovnost 14a — 13b + 11 = 0. Vyjadiime-li z takové
rovnice neznamou b,
14a + 11 a—2

b= TR a+1+ 13
a vSimneme si, Ze pro libovolnou é&islici a plati —2 < a — 2 < 7, vidime,
ze hodnota b danad poslednim vzorcem je celociselnd jediné v pripadé
a—2 =0,kdy a = 2 a b = 3. Jediné pro takové dcislice a, b plati
14a — 13b + 11 = 0, takze podle (%) pak mame 144 — 13B| = 11. Pro
libovolnou jinou dvojici ¢islic a, b ovSem plati 14a — 13b + 11 # 0, takze
tentokrat podle (x) usoudime, ze

bud 14a —13b+112>1, atedy 144 —13B =10 — 11 > 11,
nebo 14a —13b+ 11 £ —1, a tedy 144 —13B < —10'! — 11 < —11,

v obou pripadech tedy [14A — 13B| > 11.
Odpovéd: Vyraz |14A — 13B| ma nejmensi moznou hodnotu jediné
tehdy, kdyZz hvézdicky v ¢islech A, B nahradime po radé ¢islicemi 2 a 3.
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B-1-5

Oznac¢me dané tétivy AB a CD jako na obr. 18, kde je rovnéZ vyznacen
stted P tétivy AB, takie podle zadani plati |[SP| = 1r a |CD| = r.

A
¢ D

Obr. 18

Zkoumany rozdil obsahtt dvou svétle vybarvenych ¢asti kruhu se nezmé-
ni, kdyz ke kazdé z nich pfipojime tutéz (tfeti) ¢ast kruhu, jez ma s jeho
hrani¢ni kruznici spole¢ny oblouk AC' a je na obr.18 vybarvena tma-
vé. Tak vzniknou dvé kruhové usece, jedna nad tétivou AB, druha nad
tétivou C'D. Jejich obsahy jsou uréeny velikostmi thla ASB a C'SD.
Z rovnostranného trojihelniku C'SD ihned mame |xCSD| = 60°, takze
obsah S;.usece nad tétivou C'D je roven

? 123

Sl e R

6 4
V pravouhlém trojuhelniku APS plati |AS| : |SP| = 2 : 1, tudiz
|xASP| = 60°, |<xASB| = 2|xASP| = 120°, |AB| = rv/3 a obsah S

usece nad tétivou AB je roven

w2 r2V3
Sy =" _ TV
3 4

Nyni jiz snadno urc¢ime rozdil Sy — Si:

S _ S <n7'2 7“2\/§> <TET‘2 7‘2\/§> nr2
2 —=51=|—% — — = - = —
3 4 6 4

coz je pravé Sestina obsahu celého kruhu.
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Zjistime nejdfive, pro kterd prirozena cisla a, b plati zminénéa nerovnost

a? + b?

P 3. (1)

Aby byl zlomek na levé strané kladny, musi platit a® > b, neboli a > b.
Je-li tato nutnd podminka splnéna, vynasobime obé strany zkoumané
nerovnosti kladnym ¢islem a? — b? a dals$imi ipravami dostaneme

a? +b% > 3(a® - b?),
4b% > 242,
bv2 > a.

Zjistili jsme, ze dvé pfirozena ¢isla a, b vyhovuji podmince (1), pravé
kdy? plati nerovnosti 1 < a/b < /2.

Ptirozenad ¢isla od 1 do 2 005 nyni rozdélime do skupin tak, aby v nich
bylo co nejvice ¢isel a aby podil nejvétsiho a nejmensiho ¢isla kazdé sku-
piny byl mensi nez /2. Provedeme to tak, Ze do skupin budeme postupné

zafazovat ¢isla 1,2,... a k nové skupiné vzdy piejdeme, az to bude ne-
zbytné.! Dostaneme tak téchto dvacet skupin:

Ay = {1}, Ay = {2},

A = {3,4}, Ay ={5,6,7},

As = {8,...,11}, Ag = {12,...,16},

A ={17,...,24}, Ag = {25,...,35},

Ag = {36,...,50}, Ay = {51,...,72},

Ay = {73,...,103}, Ays = {104, ...,147},

Az = {148, ...,209}, Ay = {210,...,296},
Ays = {297,...,420}, Aje = {421,...,595},
Ayr = {596, ...,842}, Az = {843,...,1192},
Ajg ={1193,...,1687}, Ay = {1688,...,2005}.

Vysvétlime napiiklad, jak vznikla skupina A;;. Cislo 73 jsme jiz nemohli
zafadit do skupiny Ajg, nebot pro jeho podil s nejmensim ¢islem 53 této

skupiny plati
73
i 1431...>1414... =72,

1 K porovnavani podilti a/b s &slem /2 vyhodné vyuzijeme tieba kalkulacku.
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Cislo 103 jsme jesté mohli do skupiny A;; zafadit, nebot

103
Tz = LA10.. <1414 = V2,

Jaké ma sestrojené rozdéleni vyznam pro feSeni zadané tlohy? Pro
libovolna dvé ¢isla a, b z téze skupiny A; nerovnost (1) plati. Skupin A;
je dohromady 20; vybereme-li proto libovolné 21 &isel z mnoziny A; U
U Ay U ... U Ay, budou néktera dvé z nich pat¥it do téze skupiny A;,>
tudiz budou spliovat (1). Proto ¢islo n = 21 méa vlastnost ze zadéni
tilohy. Cislo n = 20 ji oviem nema: vybereme-li z kazdé ze skupin A; jeji
nejmensi prvek, dostaneme dvacet disel

1,2, 3, 5, 8, 12, 17, 25, 36, 51,
73, 104, 148, 210, 297, 421, 596, 843, 1193, 1688, (2)

mezi nimiz nejsou zadna dvé ¢isla a, b spliujici (1), nebot podle nasi
konstrukce je podil nésledujiciho ¢isla k ¢islu pfedchozimu vidy veétsi
nez \/5

Poznamenejme, ze pouhé uvedeni dvaceti ¢isel (2) z posledniho od-
stavce nelze povazovat za plné feSeni tlohy, i kdyZ prohlasime, Ze jsme
tuto dvacetici vybrali ,co nejlépe®, tj. aby méla co nejvice prvka a aby
7adné dva z nich nespliiovaly (1).® NemoZnost vybéru podobné skupiny
21 cisel je treba nezpochybnitelné zduvodnit; k tomu nam poslouzil pri-
hradkovy princip uplatnény k sestrojenym skupinam A;.

Odpovéd: Nejmensi piirozené ¢islo s pozadovanou vlastnosti je n =
= 21.

B-S-1

Levou stranu L dokazované nerovnosti nejprve upravime roznasobenim
a vzniklé ¢leny sdruzime do dvojic navzajem prevracenych vyrazu:

L=(CH—%)(b-i—%)(c—%—é):<ab+l+%+i)(c+—2>:

= (abc—!—-a—iz)—l-(a—ké)+(b+—2—)+(0+%>.

2 Tomuto zfejmému poznatku se fika prihrddkovy nebo téz Dirichletiv princip. Obec-
né&ji zni takto: Je-li mk + 1 pfedméti umisténo do m skupin, lezi v nékteré z nich
asponl k + 1 z téchto pfedméti. V nasem pripadé je m =20 a k = 1.

3 K ovéfeni poznatku, Ze ¢islo n = 20 zkoumanou vlastnost nema, mohou poslouzit
i mnohé jiné dvacetice ¢isel. Naptiklad ¢islo 1688 v (2) mizeme zaménit kterym-
koliv jinym ¢islem ze skupiny Agp apod.

56



V kazdé z poslednich zavorek je tedy soucet tvaru u + 1/u, kde u > 0,
ktery ma4, jak vime, hodnotu aspon 2, pfi¢emz rovnost ¢islu 2 nastane
jediné pro u = 1. Podle tohoto znamého tvrzeni, které 1ze dokazat napii-

klad apravou
(red) 2= (- ) 2o

pro vyraz L plati L 2 2 +2 + 2+ 2 = 8, coZ jsme méli dokazat. Rovnost
L = 8 ovSem nastane, pravé kdyz plati

1 1
abc+——a+-:b—|— =c+- =2,

Q
>~
o
S| =
o

tedy jak jsme uz vzpomenuli, pravé kdyz abc = a = b = ¢ = 1, tj. pravé
kdyza=b=c=1.

Poznamka. Dodejme, Ze upravena nerovnost

11 1 1
abcta+btet -4+ - +—b—>8
C

plyne okamzité z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primé-
rem osmi Cisel

abe, a, b, ¢, —,

1 1
c

1
b’ ¢’ abe’

Q|

nebot jejich souéin (a tedy i geometricky pramer) je roven ¢islu 1, takze
jejich aritmeticky priamér ma hodnotu aspon 1.

Jiné FeSeni. V dokazované nerovnosti se nejprve zbavime zlomk, a to
tak, Ze obé jeji strany vynasobime kladnym ¢islem abe. Dostaneme tak
ekvivalentni nerovnost

(ab+ 1)(bc+ 1)(ac+ 1) = 8abe,
kterd ma po roznasobeni levé strany tvar
a?b?c? + a’be + ab®c + abc® + ab + ac + be + 1 2 Sabe.
Posledni nerovnost lze upravit do tvaru
(abe — 1) + ab(c — 1)® + ac(b — 1)* 4 be(a — 1)* 2 0.
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Tato nerovnost jiz ziejmé plati, nebot na levé strané stoji soudet &ty¥
nezapornych vyrazi, pfitom rovnost nastane, pravé kdyz ma kazdy ze
CtyT téchto vyrazi nulovou hodnotu, tedy pravé kdyz

abc—1=c—-1=b—-1=a—-1=0

nebolia=b=c=1.

Dalsi feSeni. Danou nerovnost lze dokézat i bez roznasobovani jeji levé
strany. Staci zapsat tfi nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
primérem:

RN (CHENEH O B

Jejich vynédsobenim dostaneme

1(a+1) 1(b+1) 1<+1)> a \/3 c_q
- — o i =l - = =5 — . - =1,
2 b/ 2 c/ 2 a/ —\b c a '
odkud po néasobeni osmi obdrzime dokazovanou nerovnost. Rovnost
v ni nastane, pravé kdyz nastane rovnost v kazdé ze tii pouzitych

AG-nerovnosti, tedy pravé kdyz se disla v kazdé primérované dvojici
rovnaji:

Z prvnich dvou rovnosti plyne a = ¢, po dosazeni do treti rovnosti pak
vychdzia =c=1, tudiz i b = 1.

B-S-2

Podle zadéani je trojuhelnik APC' rovnoramenny, piimka AM prochazi
jeho hlavnim vrcholem A kolmo k zakladné C'P, je tudiz osou vniti-
niho thlu CAP (obr.19). Body C' a P jsou proto soumérné sdruzené
podle primky AM, takze tthly APM a ACM jsou shodné. (Jinymi slovy
trojuhelniky APM a ACM jsou shodné podle véty sus: odpovidajici si
strany AC a AP sviraji se spolecnou stranou AM tyz thel diky tomu, ze
AM je osou thlu CAP.) Podobné z rovnoramenného trojiuhelniku BQC
odvodime, ze BM je osou thlu CBQ), takze i ihly BQM a BCM jsou
shodné.
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Obr. 19

Rovnosti [ APM| = |xACM| a |xBQM| = |xBCM]| znamenaji, ze
pro vnitini tuhly trojihelniku PQM pii vrcholech P, Q plati

|XxQPM|+|xPQM| = |xAPM| + |xBQM| =
= |XxACM| + |xBCM]| = |<xACB| = 90°,

tudiz vnitini thel u tretiho vrcholu M je pravy.

Jiny postup. Ze soumérnosti bodtt P a C podle piimky AM plyne
|PM| = |CM|, ze soumérnosti bodit @ a C' podle BM plyne |[QM| =
= |CM| (obr.20). Je tudiz |PM| = |QM| = |CM]| a bod M je tak
stredem kruznice opsané trojuhelniku PQC. Pfitom oznacime-li o a 3

B
DO\ P
\
\
\
\
M @
=<2\
o A
Obr. 20

thly pii vrcholech A a B, je a+ = 90° a
(90° — o) + (90° — 33) — |x PCQ| = 90°,
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takze |xPCQ| = 45°. To je velikost obvodového thlu nad tétivou PQ
zminéné kruznice. Velikost odpovidajiciho stiedového tthlu PMQ je tu-
diz 90°.

Jiny postup. Bod M jako priisec¢ik os tthlit CAB a CBA je stied
kruznice vepsané trojuhelniku ABC| vidime tedy (obr.21), Ze pravothlé
trojuhelniky PMTs = CMT, a QMT3; = CMT; jsou vesmés shodné.
Odtud plyne, Ze trojuhelnik PQM je rovnoramenny pravouhly s pravym
uhlem p¥i vrcholu M.

Obr. 21

Jiny postup. Bod M jako prusecik os tthlt CAB a CBA leZi i na ose
pravého thlu ACB. Proto thly ACM a BCM maji oba velikost 45°,
takze |XAPM| = |KACM| = 45°, |[xBQM| = |xBCM| = 45° a
trojuhelnik PQM je rovnoramenny pravouhly s pravym thlem pii vr-
cholu M.

B-S-3
Jak vime, kvadratickd rovnice md dva rizné realné koreny, pravé kdyz
je jeji diskriminant kladny. Proto rovnice ze zadani tilohy tuto vlastnost
nemaygi, pravé kdyz jsou jejich diskriminanty
D1:a2—4b, D2:b2—4a
nekladné, tedy pravé kdyz plati

a? <4b a b? < 4a. (1)
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Odtud ptedné plyne, ze obé ¢isla b i a jsou nezédporna (protoZe jsou
nezéporna obé ¢&isla a? a b%). Nyni na (1) pohlédneme jako na soustavu
nerovnic s neznamou b a nezdpornym parametrem a a snadno ji v oboru
nezapornych ¢isel vyresime:

[V

a
4

I

b

A

2V/a. (2)

Nalezeny interval je neprazdny, pravé kdyz pro nezaporny parametr a
plati nerovnost

2
% <2ya, neboli a<4.

Protoze ¢isla a, b jsou podle zadani celd, z odvozenych nerovnosti 0 <
< a £ 4 plyne, Ze ¢islo a lezi v mnoziné {0,1,2,3,4}. Kazdé takové a
jednotlivé do krajnich vyrazi v (2) dosadime a vypiSeme, ktera cela b
v prislusném intervalu lezi:

a=0: 0SbH<0 <= be {0},
=1 1<bp<2 <« be{1,2},
a=2 12b<2V2 < be {12},
a=3 2<b<2V3 < be {3},
a=4 45b<4 < be {4}.

Odpovéd': Vyhovuje pravé sedm dvojic (a,b):

(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3) a (4,4).

Pozndmka. Z nerovnosti (1) Ize odvodit nejen 0 < a < 4, ale z divodu
symetrie rovnéz 0 < b < 4. Proto misto nami popsaného feSeni tipravou
na soustavu (2) sta¢i jednotlivé otestovat 25 dvojic (a,b), kde a,b €
€ {0,1,2,3,4}, zda vyhovuji soustavé nerovnosti (1). Takovou tlohu lze
rovndZ interpretovat geometricky: v prvnim kvadrantu soutradnicového
systému Oab hleddme ty body s celo¢iselnymi soufadnicemi, které lezi
uvnitf nebo na hranici oblasti omezené parabolami o rovnicich 4a = b2
a 4b = a? (obr.22).

B-Il-1
Danou rovnici upravime na tvar
q(q—1) =p(p—1)(p+1);
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o1 2 3 4

Obr. 22

odtud plyne nerovnost p < ¢ (kdyby totiz bylo p 2 ¢, potomip—1 2>
2 q—1>0,aprotoze p+1 > 1, bylo by p(p — 1)(p+ 1) > q(q — 1))
a také to, ze ¢ déli soucin p(p — 1)(p + 1). Protoze ¢ je prvodcislo, musi
platit aspon jeden ze vztahti ¢ | p, ¢ | (p — 1), ¢ | (p + 1). Vzhledem
k podminkdm p < ¢ a p > 1 nemuze ¢ délit ani p, ani p — 1, a proto
q | (p+1). Musi tedy platit ¢ < p+1, a to spolus p < g dava ¢ = p+ 1.

Jedina dvé prvocisla lisici se o 1 jsou 2 a 3. Proto p = 2 a ¢ = 3.
Zkouskou ovétime, Ze skutecné plati 2 + 32 = 3 + 22,

Pozndmka. Nerovnost p < ¢ se da dokazat i nasledujici tvahou:
Ziejmé p # q. Prvocisla p a ¢ jsou tedy nesoudélnd, a protoze p | g(q—1),
musi platit p | (¢ — 1) a odtud p < ¢ — 1.

B-1l-2

Seda ¢ast obdélniku ABC D se stranami délek 3n +1 a 3n — 1, ktery ma
jednotkové ¢tverce pri dvou vrcholech obarveny ¢ernou barvou a jednot-
kové ¢tverce pri dalsich dvou vrcholech bilou barvou, je soumérna podle
stfedu obdélniku (staci si uvédomit soumérnou sdruzenost sedych ¢tverct
nejblizsich soumérné sdruzenym vrcholim A a C, resp. B a D, symetrie
na celém obdélniku pak plyne z toho, ze Sedé ctverce se v kazdém radku
i sloupci opakuji s periodou 3). Proto je Seda cast trojuhelniku ABC
shodnd se Sedou ¢asti trojuhelniku CDA, a tedy obsah Sedé ¢asti troj-
thelniku ABC' je roven poloviné obsahu Sedé ¢asti obdélniku ABCD.
Obdélnik ABC D rozdélme na obdélnik se stranami délek 3n a 3n—1
a pas 3n— 1 jednotkovych ¢tverct, v némz jeden koncovy ¢tverec je cerny
a druhy bily. V obdélniku 3n x (3n — 1) je pocet ¢ernych, bilych i Sedych
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jednotkovych ¢tverct stejny, takze Sedych je n(3n—1). Kdybychom k pasu
délky 3n — 1 pridali jeden Sedy ¢tverec, byl by tam rovnéz stejny pocet n
¢ernych, bilych a Sedych ¢tverca; v pase délky 3n—1 je tedy n—1 Sedych
étvercit. Sedych étvercit v obdélniku ABCD je n(3n—1)+(n—1) = 3n*~1
a Seda ¢ast trojuhelniku ABC ma obsah S = %(3712 — 1); pro obdélnik
2008 x 2006 je n = 669, takze

1 1 /1 1 /4028049
S:—-(3~6692—1):~-(—-20072—1):—-(—————~1>:
2 2 \3 2 3

4028046
= ——— =671341.

Pozndmka. Obsah Sedé ¢asti trojuhelniku ABC mtzeme urdit i tak, ze
po diagonélach postupné spocitame Sedé Ctverce, jez jsou celé obsazeny
v trojuhelniku ABC, a pripo¢teme polovinu poctu ¢tverctt v prostiedni
Sedé diagondle obdélniku ABC D, ktera je soumérné podle stfedu obdél-
niku, takze jeji ¢ast lezici v trojuhelniku ABC je shodna s casti lezici
v trojuhelniku CDA:

1
S:3+6+...+2004+§-2006:334-2007+1003=671341.

B-11-3

Oznaéme S stied thlopiicky AC. Usecka SE je stfedni piicka trojihel-
niku ABC, takie |SE| = 1|AB| = |DC|. Navic je SE || AB || DC.
Usetky SE a DC jsou rovnobéiné a shodné, proto je SECD rovnobé-
nik.

KruZnice opsana trojuhelniku CDE prochazi bodem S pravé tehdy,
je-li rovnobéznik SECD tétivovy. Ctyithelnik je tétivovy, pravé kdyz
je soucet velikosti jeho protilehlych tthlt 180°. V rovnobézniku jsou ale
protilehlé tihly shodné, takze je tétivovy, pravé kdyz to je pravouhelnik,
neboli kdyz tthel ECD, a tedy i tthel ABC je pravy.

B-1l-4
Nadéle predpokladejme, ze a,b, c € (0,1). Oznacme
V=a+b+c+2(ab+ac+bc)+3(1 —a)(l—0b)(1—c)
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a nejprve misto nerovnosti V' 2 1 dokazme silnéjsi nerovnost
a+b+c+(1—a)(l-=0)(1—c)2=1.
Roznasobenim a tipravou levé strany dostaneme

(a+b+e)+(1—-a)(l—-0b)(1-c) =
=1+4+ab+ac+bc—abc=1+ab(l —c)+ac+bc=1,

protoze v poslednim souctu za jedni¢kou nésleduji vesmés nezaporné sci-
tance.

K dikazu nerovnosti V' < 9 sta¢i vzhledem k tomu, Ze
2(ab + ac+ be) < 6,
oVérit nerovnost
a+b+c+3(1—a)(l-=0b)(1—-c)<3.
Udélame to tak, Ze zfejmé nerovnosti
l-a)1-b<1, (1-a)l-¢=1, (1-b1-o) =1

vynasobime po fadé (nezapornymi) ¢isly 1 — ¢, 1 — b, 1 — a; po secteni
vSech tTi ziskanych nerovnosti obdrzime

3(1—a)1-b)1—c¢)<(1—a)+(1—b)+(1—c),

odkud jiz snadnou tpravou plyne kyzena nerovnost.

Jiné feSeni. Zaménme pismena a, b, ¢ obvyklejsimi pismeny z, y, z
k oznaceni proménnych (v nasem piipadé z intervalu (0,1)). Dany vyraz
V = V(x,y,2) je pfi pevnych hodnotach y, z linedrni funkci Az + B
proménné x s koeficienty

A=1+2@+2)-3(1-y)1-2),
B=y+z+2yz+3(1—-y)(1-2).

Protoze grafem kazdé linearni funkce na uzavieném intervalu je tsecka,
budou nerovnosti 1 < V(z,vy,2) < 9 platit pro kazdé = € (0,1), prave
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kdyz budou platit pro obé krajni hodnoty x = 0 a = 1, neboli 1 <
SV(0,y,z) £9al<V(1,y,2) £9. Protoze pro libovolna y, z € (0,1)
mame

V(0,y,2) =y+2z+2yz+31—-y)(1—2)S14+1+2+3,
V(Ly,2) =14+y+z+2(y+z+yz) S1+1+1+2-3,
jsou nerovnosti V(0,y,2) £ 9al < V(1,y,z) £ 9 ziejmé. K ditkazu
zbylé nerovnosti V(0,y,z) 2 1 si opét povSimneme, Ze p¥i pevném z je
vyraz V(0,y, z) linearni funkei Cy + D proménné y. Staci proto pouze
ovéfit, ze V(0,0,z) 2 1 a zaroven V(0,1,2) = 1. To je ale zfejmé, nebot
pro z € (0, 1) plati

V(0,0,z) =3—-2z21 a V(0,1,2)=1+322=1.

Tim je tloha vyresena. Dodejme jeSté, Ze ze zminéné linearity vyrazu V
v kazdé z proménnych z, y, z vyplyva, Ze jak nejvétsi, tak i nejmensi
hodnota V' na mnoziné vsech trojic (z,v, z) ¢isel z intervalu (0, 1) musi
byt rovna jednomu z osmi ¢isel

V(0,0,0), V(0,0,1), V(0,1,0), V(0,1,1),
(1,0,0), V(1,0,1), V(1,1,0), V(1,1,1);
s ohledem na symetrii vyrazu V staci vy¢islit pouze hodnoty V(0,0,0) =

=3,V(0,0,1) =1, V(0,1,1) =4 a V(1,1,1) = 9.

Jiné FeSeni. Predstavme si krychli 1 x 1 x 1 a tfi navzdjem kolmé
roviny (rovnobézné se sténami krychle), které rozdéluji hrany vychazejici
z kazdého vrcholu krychle na dvojice tsecek délek a a1 —a, b a 1 — b,
resp. ¢ a 1 — ¢. Vidime, Ze celou krychli lze pokryt soustavou ¢tyt kvadri
o rozmeérech

ax1x1l, 1xbx1l, 1Ixlxe (1—a)x(l—0)x(1l-c),
coz vyjadreno jejich objemy dava geometricky diikaz nerovnosti
a-1-141-b-141-1-c+(1—-a)(l=0b)(1-c) 21,

ze které jsme odvodili zavér V' = 1 v prvnim feSeni. K druhému zavéru
V' <9 néas tam privedla nerovnost

a-1-141-b-141-1-c+31—a)(1—->b)(1—c) <3,
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ktera ma rovnéz jasné ,objemové“ zduvodnéni: v souctu na levé strané
je kazda ¢ast objemu celé krychle zapocitana nejvyse trikrat. Tim je celé
geometrické feSeni tlohy hotovo.

K ptredchozimu dodejme, Ze pokud pridame k uvedenym ¢tyfem kva-
drim jesté dva exemplare ¢tvrtého z nich a po dvou exemplafich kazdého
ze tii kvadru

axbx1l,ax1lxe 1xbxe,
bude hodnota V' sou¢tem objemu téchto 12 kvadru, kterymi lze ,néko-
likanasobné“ zaplnit celou krychli. Pritom kazda z osmi casti krychle
(rozdélené zminénymi tfemi rovinami) je soucasti deviti, tfi, ¢tyt nebo
jednoho z 12 ulozenych kvadri. Piesnéji to zapiSeme rovnosti

V =9abc+3(1 —a)(1-b)(1—-c)+
+4ab(1 — ¢) + 4ac(1 — b) + 4be(1 — a) +
+a(l-=01T=c)+bl—-a)(l—c)+c(l=a)l-=0).

Vzhledem k poétu pouZitych ¢asti tak pro objem V nutné plati 1 £V <
<9.
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