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Kategorie A

Texty uloh

A-1-1
V oboru realnych ¢isel feste rovnici
V2(sint + cost) = tg®t + cotg® t.
(J. Svréek)

A-1-2

Necht ABCD je tétivovy étyfthelnik s navzajem kolmymi thlopiickami.
Oznac¢me po fadé p, ¢ kolmice z bodu D, C na piimku AB a déile X
prisecik pfimek AC a p a Y prusecik ptimek BD a q. Dokazte, ze XY CD

je kosoctverec nebo étverec. (E. Kovdc)
A-1-3

Posloupnost (a,)5%, nenulovych celych ¢isel ma tu vlastnost, Ze pro

kazdé n = 0 plati an+1 = a, — b,, kde b, je &islo, které ma stejné

znaménko jako ¢islo a,, ale opac¢né poradi ¢islic (zapis ¢isla b, muze
narozdil od zépisu ¢isla a,, za¢inat jednou nebo vice nulami). Napiiklad
pro ap = 1210 je a; = 1089, ay = —8712, a3 = —6534, ...

a) Dokazte, ze posloupnost (a,,) je periodicka.

b) Zjistéte, jaké nejmensi prirozené ¢islo mize byt ao. (T. Jurik)

A-1-4

Najdéte vsechny kubické rovnice P(z) = 0, které maji aspon dva ruzné
realné koreny, z nichz jeden je ¢islo 7, a které pro kazdé realné ¢islo t
spliuji podminku: Jestlize P(t) = 0, pak P(t + 1) = 1.

(Pavel Novotny)
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A-1-5

Jsou dany tusecky délek a, b, ¢, d. Dokazte, Ze konvexni étyithelniky
ABCD se stranami délek a, b, ¢, d (pfi obvyklém znaceni) existuji a pti-
tom thlopricky kazdého z nich sviraji jeden a tyz thel, pravé kdyz plati
rovnost a? + ¢? = b2 + d?. (J. Simsa)

A-1-6
Najdéte vsechny usporadané dvojice (x,y) prirozenych &isel, pro néz plati
z? +y? =2005(z — y).
(J. Moravcik)
A-S-1

Najdéte vSechny dvojice celych éisel x a y, pro néz plati

\/x\/S— \/y\/gz \/6\/5—10.

(J. Moravcik)

A-S-2

Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o obsahu S a jeho vnitini bod M.
Oznacme po tadé Ay, By, Ci ty body stran BC, CA a AB, pro néz plati
MA, || AB, MB, || BC a MC, || CA. Pruseciky os usecek M Ay, M B,
a M C tvori vrcholy trojuhelniku o obsahu T'. Dokazte, Ze plati S = 3T.

(J. Svrcek)

V oboru realnych ¢isel feSte rovnici

r—T

. T+,
1+ sin - sin

=0.
5 11
(J. Simsa)
A-1l1-1
Najdéte vsechny dvojice celych ¢isel a, b takovych, ze soucet a + b je
kofenem rovnice 22 + az + b = 0. (E. Kovdc)
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A-1l1-2

o0

Posloupnost realnych &isel (a,)5° ; spliiuje pro kazdé n = 1 rovnost

An4+3 — Qp42 . an+3 + an+2

Qp — Qn41 Ap + Qg1

a navic plati a;; = 4, ags = 2, azz = 1. Dokazte, ze pro kazdé prirozené
¢islo k je soucet
k k k
ay +ay + ...+ ajy

druhou mocninou prirozeného ¢isla. (J. Zhouf)

A-11-3
Je dan trojuhelnik ABC a uvniti ného bod P. Ozna¢me X prusecik
piimky AP se stranou BC a Y prusecik ptimky BP se stranou AC.
Dokazte, ze ¢tyftuhelnik ABXY je tétivovy, pravé kdyz druhy prusecik
(rizny od bodu C) kruznic opsanych trojihelnikim ACX a BCY lezi
na piimce C'P. (E. Kovac)

A-1l1-4
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

sin? 2 + cos? Yy = y2,

sin? Y+ cos? ¢ = 22
(J. Svréek)

A-11-1

Posloupnost (a,, )22, pfirozenych ¢isel ma tu vlastnost, ze pro kazdé n = 1
plati a1 = a, + by, kde b, je ¢islo, které ma opacné poradi ¢islic nez
¢islo a,, (zapis ¢isla b, mize na rozdil od zapisu ¢isla a,, zacinat jednou
nebo vice nulami). Naptiklad pro a; = 170 plati ap = 241, ag = 383,
ay = 766, ... Rozhodnéte, zda ay miize byt prvocislo. (Peter Novotny)

A-11-2
Necht m a n jsou prirozend ¢isla takova, ze rovnice
(z+m)(z+n)=x+m+n
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ma aspon jedno celociselné teseni. DokaZte, Ze plati

1 m 9
§<7”L—< s

(J. Simsa)
A-1I1-3

V trojtuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, oznaéme K prusecik osy
vnitiniho ithlu BAC se stranou BC' a L prusecik osy vnitiniho ithlu ABC
se stranou AC. Déle oznac¢me S stied kruznice vepsané, O stred kruZnice
opsané a V prusecik vysek trojuhelniku ABC. DokaZte, ze nasledujici
dveé tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Piimka KL se dotykd kruznic opsanych trojuhelnikim ALS, BV'S

a BKS.
b) Body A, B, K, L a O lezi na jedné kruznici. (T. Jurik)

A-1lll-4

Vv

V roviné je dana tisecka AB. Sestrojte mnoZinu t&zist vsech ostrouhlych
trojuhelnikt ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek V' a
stfed S kruZnice vepsané trojuhelniku ABC' lezi na jedné kruZnici.

(J. Svréek)

A-1ll-5

Najdéte vsechny trojice navzajem riznych prvocisel p, g,  spliujici na-
sledujici podminky:

pla+r, q|r+2p, r|p+3q
(M. Pandk)

A-1lI1-6
V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

tg? x + 2 cotg? 2y = 1,
tg?y + 2cotg?2z =1,
tg? z + 2 cotg? 2z = 1.

(J. Svréek, P. Caldbek)
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Reseni dloh

A-1-1

7 vlastnosti funkci tangens a cotangens vyplyva, ze t # k - %n, kde k je
libovolné celé ¢islo. Oznac¢me dale

L = V2(sint + cost) a P =tg*t 4 cotg®t.

S ohledem na periodi¢nost funkei sin, cos, tg, cotg staci rozlisit nasledujici
pripady.
> t e (0 %n): Pro kazdé takové t plati nerovnosti

1
sint + cost < /2 a tg3t+cotg3t:tg3t+m22.
g

Rovnost v kazdé z nich nastava, prave kdyz t = %n. Dostavame tak
odhad
L<V2-V2=25P

Rovnice L = P je tedy splnéna pouze v pripadé L = P = 2 a jediné
realné ¢islo ¢ z uvazovaného intervalu (0; 37, které dané rovnici vy-
hovuje, je t = %n.

>te (%T[; n): Pro kazdé takové t plati nerovnosti
sint + cost > cost > —1

a

1
tg®t + cotg®t = ~((~ tgt)® + W) <

Pro libovolné t z uvazovaného intervalu pak plati odhady
L>-V2>-22P

coZ znamena, Ze na tomto intervalu dana rovnice nema zadné reseni.

> t € (m; 7): Pro libovolné ¢ z uvazovaného intervalu jsou obé hodnoty
sint, cost zaporné (a hodnoty tgt, cotgt kladné), takze plati nerov-
nosti
sint + cost <0 a tg3t+cotg3t>0.
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Odtud L < 0 < P, a tudiZ ani na tomto intervalu dané rovnice nemé
zadné teSeni.

>te (%n; 27): Podobné jako v druhém pripadé odvodime, Ze pro libo-
volné ¢ z uvazovaného intervalu plati nerovnosti

sint + cost > —1 a tg®t 4+ cotg®t < —2.

Proto
L>-V2>-22P

coz znamena, ze ani v tomto pfipadé nema dana rovnice zadné reseni.

Zdaver. Vzhledem k periodi¢nosti uvazovanych goniometrickych funkei
jsou feSenim dané rovnice vSechna redlna ¢isla ¢ tvaru ¢t = %T( + 2km, kde
k je libovolné celé ¢islo.

A-1-2

Oznac¢me R prusecik uhlopricek daného ¢tyfihelniku a pro jednoduchost
také ¢, 1 velikosti uhlt CDR a DCR (obr. 23). ProtoZe thlopticky jsou
na sebe kolmé, je ¢ + 1 = 90°. Vzhledem k tomu, Ze oba vrcholy B, C

D
)
P
AR C
XxS<_ 4
\\
N\~
Y
: B
Obr. 23

lezi ve stejné poloroviné uréené tétivou AD, plyne z rovnosti pfislusnych
obvodovych thlt, ze [ ABD| = 1. A protoze DX je kolma na AB, je
rovnéz ¥ X DB| = ¢. To znamena, ze trojuhelnik X C'D je rovnoramenny
se zékladnou X C. Uplné stejné oviem zjistime, Ze i trojthelnik YCD je
rovnoramenny se zékladnou Y D. Plati tedy | X D| = |CD| = |CY|, takze
DX a CY jsou shodné a rovnobé&zné tsecky. To znamend, ze XY CD je
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rovnobéznik, ktery jak vime, ma tii strany shodné, tudiz je to kosoctverec
nebo ¢tverec.

Jiné FeSeni. Vyuzijeme ne zcela bé&Zzné znamy poznatek, Ze bod sou-
mérné sdruzeny s prusecikem vysek daného trojihelniku podle jeho libo-
volné strany lezi na kruznici trojuhelniku opsané.

Oznaéme R pruseéik thlopti¢ek daného c¢tyiuhelniku. Podle podmi-
nek ulohy je X prusecik vysek trojuhelniku ABD a Y prisecik vysek
trojuhelniku ABC'. Podle predchoziho tvrzeni je bod C obrazem bodu X
v osové soumeérnosti podle primky BD, takze R je stied tsecky XC.
Analogicky je R stied usecky Y D. Protoze tsecky XC a Y D jsou na
sebe kolmé, je XY C'D kosoctverec nebo ¢tverec.

A-1-3

a) Abychom dokazali, Ze uvazovand posloupnost (a,) je periodicka,
staci ukazat, ze existuji pfirozend cisla ng a p takova, 7e a,y4p = Gng.
Protoze kazdy dalsi ¢len posloupnosti je jednoznacné urcen predchazeji-
cim ¢lenem, bude uz pro kazdé n = ng platit a,4, = a, (posloupnost
bude [poéinaje ¢lenem a,,] periodickd s délkou periody p).

Cislo an41 = a, — b, ma ovSem nejvyse tolik éislic jako ¢islo a,,. To je
napiiklad vidét z nerovnosti |a — b| < max(|a|, |b]). Ma-li tedy pocatecni
¢len posloupnosti k ¢islic, budou vSechny ostatni ¢leny posloupnosti patrit
do koneéné mnoziny nejvyse 2(10% — 1) nenulovych celjch éisel. Protoze
posloupnost je nekoneéné, musi obsahovat aspon dva stejné ¢leny. Odtud
plyne, Ze uvazovana posloupnost je periodicka.

b) Protoze uvazovana posloupnost neobsahuje zadny ¢len rovny nule,
nemize byt jejim c¢lenem zadné palindromické ¢islo (Cislo, které ,pre-
Gteme” stejné odpredu i odzadu), specialné tedy ani éislo jednomistné.

Predpokladejme nejprve, Ze ¢lenem uvazované posloupnosti je kladné
dvojmistné ¢islo ag = ab = 10a + b, pro které a; = 9(a — b). Vidime,
ze vSechny dalsi ¢leny (zejména tudiz ty, které se budou periodicky opa-
kovat) musi byt délitelné deviti. Staci proto probrat vSechny dvojmistné

nasobky deviti 18,...,99. Jak snadno zjistime podle nasledujiciho sché-
matu,
81 g
18— =
36— 245
__— ~—
72 I
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pro kazdé takové ¢islo se mezi ¢leny posléze objevi jednomistna devitka.
To znamena, zZe uvazovand posloupnost nemiize obsahovat ani dvojmistna
gisla. (Cisla ve schématu jsou v absolutni hodnoté, protoze piislusna
zména znaménka nemé na pravé ziskany vysledek vliv. Podobné nemu-
sime zvlast vySetfovat ani pfipad zaporného dvojmistného é&isla ag.)

Predpokladejme déle, Ze ¢lenem uvazZované posloupnosti je trojmistné
¢islo ag = abc = 100a + 10b + ¢, pro které a; = 99(a — ¢). Opét stadi
prozkoumat jen trojmistna cisla 99, 198,...,990 (nasobky ¢isla 99). Po-
dobné jako v predchozim piipadé podle nasledujiciho schématu

891
198

zjistime, ze pro takova cisla se mezi ¢leny posloupnosti nakonec objevi
dvojmistné ¢islo 99. Posloupnost tedy nemtize obsahovat ani trojmistnd
cisla.

Protoze pro étyfmistné &islo ag = abed = 1000a+100b+10¢+d dosté-
vame a; = 999(a—d)+90(b—c), zjistime opét, Ze prvnich deset nejmensich
Ctyfmistnych ¢isel (pro néz je v prislusném desitkovém zapise b = ¢ = 0,
takze jako ¢leny posloupnosti vychazeji jen nasobky ¢&isla 999) c¢lenem
uvazované posloupnosti byt nemize: pro ¢isla 1000 a 1002 dostaneme
rovnou |a;| = 999, ¢islo 1001 je palindromické a pro ¢isla 1003, ...,1009
dostaneme |a;| = 1998,2997,...,8991 a podle obdobného schématu

2997
67 24995
> 999

po nékolika krocich trojmistné ¢islo 999. Pro nésledujici ¢tyfmistné ¢islo
1010 dostaneme trojmistné ¢islo 909 a pro 1011 dokonce dvojmistné
¢islo —90. Teprve pro ¢islo 1012 dostaneme posloupnost ¢tyfmistnych
cisel

~1089, 8712, 6534, 2178, —6534,

ktera se zfejmé po dalsim ¢lenu zacykli.
Zdvér. Nejmensi mozné ¢islo ag je 1012.
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A-1-4

Podle zadani ma mit kubicka rovnice P(z) = 0 dva rtzné redlné koteny,
oznafme je r1 = 7 a w3 # x1 (konkrétni hodnotu z; = 7 vyuzijeme, jen
kdyz to bude vhodné, jinak budeme radéji psat obecné x1). Pro kubicky
mnohoclen P(z), jeho# koeficient u mocniny z* oznac¢ime a, a # 0, pak
existuje jesté realné cislo zg takové, ze plati rozklad

P(z) = a(z - 21)(x — 2)(x — 72) 1)

(nejsou vylouceny rovnosti x3 = x; nebo x3 = x9).

Pripomernime, jak existenci tretiho redlného kotene x3 zduvodnit: ku-
bicky mnohoélen P(z) je nutné délitelny mnohoélenem (x — z1)(x — x2),
prislusny podil je linearni dvojclen s vedoucim koeficientem a, tedy dvoj-
¢len ax + b, ktery lze zapsat jako a(x — x3), zvolime-li 3 = —b/a.

Nasi tulohou je najit vSechny vyhovujici trojice ¢isel a # 0, o # a1
a xg, pro které mnohoélen (1) s danou hodnotou z; = 7 spliuje pro
kazdé realné ¢ implikaci P(t) = 0 = P(t 4+ 1) = 1. Pro rozbor takové
podminky je nezbytné védét, pro kolik rizniyjch hodnot ¢ rovnost P(t) = 0
(a tedy i rovnost P(t + 1) = 1) skuteéné plati, tedy kolik je v trojici 21,
To, x3 ruznych ¢isel. A priori mohou nastat pouze nasledujici moznosti
A BaC.

A. 1, x9, T3 jsou tFi navzajem riznd cisla.
Tehdy ma kubicka rovnice P(x) = 1 t¥i navzajem rizné kofeny x1+1,
g9 + 1, x3 + 1, takze plati rozklad
Plx)—1l=a(lz—21—1)(z —a2 —1)(z — 23 —1).
Dosadime-li sem rozklad (1), dostaneme rovnost mnohoclentt
alz—x1)(x—20) (T —23) -1 =a(v—21 —1)(r—22 —1)(x—23—1). (2)

Porovnanim koeficientt u mocniny 22 na levé a pravé strané obdrzime
rovnici
—a(zy + x9 + x3) = —a(x; + x2 + 23 + 3),

ktera je splnéna pouze v pripadé a = 0, coz odporuje predpokladu a # 0.
(Navic rovnost (2) neplati ani pro a = 0, kdy mé tvar —1 = 0.)

B.zy =23 ="T7%# xs.

Tehdy P(z) = a(x — 7)%(x — x2) a rovnost P(z) = 1 musi platit pro
r=7+1=28aprox=xy+ 1. Dostavame tak soustavu dvou rovnic

P(8)=a(8—x2)=1 a P(za+1)=a(zs—6)>=1.
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Prevracena hodnota ¢isla a je tedy rovna jak é&islu 8 — x5, tak ¢islu
(2 — 6)2. Z rovnice
8 — 29 = (x5 — 6)2

dostaneme tpravou rovnici 3 — 11xy + 28 = 0, ktera ma dva kofeny
Ty =4 a 29 = 7. Druhy kofen nevyhovuje nasi podmince xy # z1, takie
nutné plati 2o = 4, odkud a =471 =  a P(z) = $(z — 7)%(z — 4).
C.ay=7%# 29 = 3.
Tehdy P(x) = a(z — 7)(x — 22)? a rovnost P(z) = 1 musi platit pro
r=741=8aprox =z + 1. Dostavame tak soustavu dvou rovnic

P(8)=a(8—z9) =1 a P(zy+1)=a(zy —6)=1.

Prevracena hodnota éisla a je tedy rovna jak &islu (8 — 2)?, tak éislu
9 — 6. 7 rovnice
(8—1‘2)2 :IQ—G

dostaneme tipravou rovnici 2% — 1729 4+ 70 = 0, kterd ma dva kofeny

xy = 10 a 29 = 7. Druhy kofen nevyhovuje nasi podmince o # x1, takze

nutné plati 23 = 10, odkud a =471 = 1 a P(z) = 1(x = T7)(z - 10)2.
Zdvér. Podminkam tlohy vyhovuji pouze dvé kubické rovnice

%(”c ~7?(z—-4)=0 a %(m —T)(z —10)2 = 0.

Pozndmka. MoZznost A v uvedeném fesSeni miZzeme vyloucit diky na-
sledujici tvaze: Kdyby mél mnohoélen P tfi rizné koteny k, [, m, mél
by mnohoclen P — 1 dle predpokladu koteny k + 1, [+ 1, m + 1. To vsak
neni mozné, protoze soucet korenii mnohoclenu P je stejny jako soucet
kotent mnohoc¢lenu P — 1.

A-1-5

V libovolném konvexnim ¢tyfuhelniku ABC D ozna¢me S prusecik uhlo-
piicek a kromé délek stran uvazujme jesté veliciny e = |AC|, f = |BD|,
e; = |AS], e = |CS|, f1 = |BS|, fo = |DS| a ¢ = |<ASB|. Podle

kosinové véty plati rovnosti

a’> = el + ff — 2e1ficosp,
b = e + f2 4 2esf1 cos g,
= e% +f22 — 269 f3 cos @,
d? = c% +f22 + 2e1 fo cos p.
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Secteme-li prvni rovnost s tieti a od vysledku odeéteme soudet druhé
a ctvrté, dostaneme

(a® +¢) = (b* +d?) = —2(erfr + eafa + e2f1 + e1f2) cos p,

neboli
(a® +c?) — (b? 4 d*) = —2ef cos . (1)

Odtud plyne takovy zavér: plati-li rovnost a?+¢? = b%+d?, pak v kazdém
uvazovaném ctyftuhelniku je cosp = 0, tedy tihel ¢ je vzdy pravy a délky
stran maji vyjadreni

A=+ fl =2+ f2 P=e2+f2, d*=e+ fL (2)

Abychom uzavieli prvni ¢ast feSeni, zdtivodnime jesté, Zze takové Ctyi-
thelniky (pro jakékoliv délky a, b, ¢, d spliiujici vztah a? + ¢? = b% + d?)
existuji. Jisté mizeme predpokladat, Ze plati d = min{a, b, ¢, d}; délku e;
pak zvolime v intervalu (0, d) libovolné a podle (2) urcime

fi=yJa? —¢€i, fr=\/d*—é},

ey =/c? —d? +é? <: b2—a2+e%)

(vzhledem k u¢inénému predpokladu je ¢? —d? = 0). Tim je existence vy-
hovujicich ¢tyfihelniki (s navzajem kolmymi thlopiickami) prokézana.
V druhé ¢asti feSeni budeme naopak predpokladat, ze aspon jeden
konvexni ¢tyftuhelnik AgBoCy Dy se stranami danych délek a, b, ¢, d exis-
tuje; z ivahy o draténém modelu ¢tyiahelniku je jasné, ze vyhovujicich
konvexnich étyfuhelniki ABC'D (tvarové blizkych AgBoCoDy) je pak
nekoneéné mnoho; jejich vnitini thly «, v u vrcholi A, C jsou vazany

podminkou
a’? + d® — 2ad cosa = b% + ¢* — 2bccosy (3)

(porovnani délky spole¢né strany BD trojihelnikit ABD a BCD). Pii-
pustme, Ze uhlopficky vsech téchto ¢tythelniku sviraji tyz thel ¢ a Ze
levd strana rovnosti (1) je nenulovd (podle jejiho znaménka je thel ¢
bud ostry, nebo tupy, takze se nemlze stat, ze pro ¢ast vyhovujicich
¢tyithelniki méa velikost g, a pro ostatni m — ¢g). Pak z rovnosti (1)
muzZeme vypocitat soucdin ef, ktery je tudiz pro vSechny vyhovujici étyi-
thelniky stejny; ze vzorce pro jejich obsah S = %ef sin ¢ nakonec plyne,
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ze 1 hodnota S je jedna a taz. ProtoZze obsah S miZeme vyjadiit i vzorcem
S = %ad sin o + %bc sin vy, dochazime k zavéru: existuji takové konstanty
Ry a Ry, Ze vSechny vyhovujici ¢tyithelniky spliuji vztahy

adcosa — becosy = Ry, adsina + besiny = Ry
(prvni vztah je dusledkem (3), ve druhém Ry = 2S5 > 0). Z nich dale
vyplyva
(be)? = (becos)? + (besiny)? = (adcosa — Ry)? + (Ry — adsin o)? =
= (ad)® + R} + R3 — 2ad(R; cosa + Ry sin ).
Protoze ad # 0, 1ze z posledni rovnosti vypocitat hodnotu vyrazu
V = Ry cosa + Ry sina,

ktera je tudiz pro vSechny vyhovujici ¢tyiuhelniky ABC D stejna. To je
mozné jediné tehdy, kdyz Ry = Ry = 0, a to je spor s tim, ze Ry > 0.
Dikaz druhé ¢asti tvrzeni je hotov.

Dodejme, ze zavér o hodnotach vyrazu V' plyne ze zndmého vyjadreni

1
V = ———sin(a + w),
R} + R3
kde thel w je urcen vztahy

. Ry os Ry
SIMW = —F/———————— a COSW = —F——————.
VR?+ R2 VvV R? + R3

Vyraz sin(a + w) neni konstantni, kdyz se ihel o méni v okoli tthlu ag
(jenz odpovida vychozimu ¢tyfuhelniku AgBoCoDg z tvodu druhé casti
Feseni).

A-1-6

Odvodime nejprve, jak vypada kazda dvojice (x,y) prirozenych ¢isel,
ktera vyhovuje rovnici

2 +y* = k(z —y) (1)

s danym piirozenym d&islem k (a teprve pak vSechna tato feSeni pro hod-
notu k = 2005 sestrojime).

78



Predpokladejme, Ze (x,y) je libovolné feseni rovnice (1), kterou ob-
vyklym zplisobem upravime do ,soucinového tvaru

y(y + k) = z(k — ). (2)

Provedeme uvahu o soudélnosti zastoupenych ¢initelti: ozna¢me d nejvétsi
spoleény ddélitel piirozenych ¢isel x a y, takze plati @ = dm a y = dn, kde
m a n jsou nesoudélna prirozena ¢éisla. Po vydéleni obou stran rovnosti (2)
¢islem d dostaneme ,,vyhodnégjsi“ rovnost n(y+ k) = m(k — ). Z ni totiz
vzhledem k nesoudélnosti ¢isel m, n plyne, ze piirozené ¢islo y + k je
nasobkem ¢isla m a ¢islo k — = stejnym nésobkem ¢isla n. Pro vhodné
prirozené ¢ tedy plati rovnosti

y+k=qm a k—x=qn.
Vyjadfeme odtud dvojim zptsobem ¢islo k£ a obé vyjadieni porovnejme:

k=qm—y=qgm—dn, P d (g—d) (g
= gm—dn = qgn+dm = m(q¢—d) =n .
k=qn-+x=qgn+dm an 1 E E

Odtud opét z nesoudélnosti ¢isel m, n plyne, ze piirozené ¢islo ¢ + d je
nasobkem ¢&isla m a ¢islo ¢ — d stejnym nasobkem ¢isla n. Pro vhodné
prirozené r tedy plati rovnosti

qg+d=rm a q—d=rn.

Jejich sec¢tenim a odectenim dostaneme nésledujici vyjadreni ¢isel ¢ a d
pomoci 7, m a n:
r(m+n)
¢=——F—" a d=—F—7,
2 2
odkud jiz pro neznamé z, y dostavame konecné vzorce

¥ —n)m rm —n)n
£ == DB g, BB TG

5 5 (3)

Zjistéme nyni, jak souviseji parametry r, m, n s danym koeficientem
k z ptivodni rovnice (1). Mizeme postupovat napiiklad tak, Ze odvozené
vzorce dosadime do rovnosti k = gn + a:
r(m+n)n  r(m—n)m  r(m?*+n?)

k: = ] 5
G 5 T 2 2

79



odkud po néasobeni dvéma dostaneme hledanou podminku ve tvaru
2k = r(m? + n?). (4)

Jiny zptsob odvozeni rovnosti (4), ktery je soucasné piimou ,zkous-
kou“ vzorci (3), spociva v tom, Ze z nich snadno plynou vyjadieni
2 2 (2 2
9 o r¥(m—=n)*(m*+n?)
Tt + Yyt = s
4
r(m —n)?
2 ¥

T—y=

ze kterych vidime, Ze rovnice (1) je pro takova x, y splnéna, pravé kdyz
je splnéna podminka (4). Nez zformulujeme dokézany vysledek, dodejme
jesté, ze podle vzorct (3) museji Cisla m, n splitovat nerovnost m > n.
Proto plati nasledujici véta.

Je-li k dané prirozené &islo, pak resenimi rovnice 2 + y* = k(x — y)
jsou pravé ty dvojice prirozenych cisel x a y, které jsou tvaru

r(m —n)m r(m —n)n
ST g =
2 2 ’

kde r, m, n jsou prirozend cisla, pro néz plati rovnost 2k = r(m?* + n?),
pricemz ¢isla m a n jsou nesoudélnd a m > n.

7 dokazané véty plyne recept, jak vSechna feeni rovnice z2 + y? =
= k(z — y) pro dany koeficient k sestrojit: uvazime vsechny mozné roz-
klady c¢isla 2k na dva ¢initele, 2k = rs, a pro kazdy z nich pak najdeme
vyhovujici ¢sla m, n z rovnosti m? 4+ n? = s. Pak uz nezbyva nic jiného,
nez ze pro kone¢né mnoho ¢isel m, jez jsou s ¢islem s nesoudélné a spliuji
nerovnosti m? < s < 2m?, testujeme, zda rozdil s — m? je druhou moc-
ninou pfirozeného ¢isla. Pro dané k = 2005 = 5 - 401 (401 je prvocislo)
existuji tyto rozklady (protoze m?+n? 2 22+1% = 5, vynechdme rovnou
rozklady, v nichZ je ¢initel s = m? + n? mensi nez 5):

(i) » = 802, m? + n? = 5. Ziejmé m = 2 a n = 1, odkud = = 802

ay = 401.
(ii) r = 401, m? 4+ n? = 10. Ziejmé m = 3 an = 1, odkud =z = 1203
ay = 401.

(iii) 7 = 10, m? 4+ n? = 401. Plat{ 15 £ m < 20, vyhovuje pouze m = 20,
kdy n =1, 2 =1900 a y = 95.

(iv) 7 =5, m? 4+ n? = 802. Plati 21 < m < 27, probereme pouze lichd m,
vyhovuje jen m = 21, kdy n = 19, z = 105 a y = 95.
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(v) r = 2, m? + n? = 2005. Plati 31 < m < 44, probereme pouze m
nesoudélnd s ¢islem 5, vyhovuje jednak m = 39, kdy n = 22, = = 663
ay = 374, jednak m = 41, kdy n = 18, z = 943 a y = 414.

(vi) 7 = 1, m? + n? = 4010. Plati 45 < m < 63, probereme pouze m
nesoudélna s ¢islem 10, vyhovuje jednak m = 59, kdy n = 23, =z =
= 1062 a y = 414, jednak m = 61, kdy n = 17, x = 1342 a y = 374.

Zdvér. Uloha ma pravé osm feseni (x,y). ZapiSeme je v rostoucim
poradi podle prvni slozky a: (105,95), (663,374), (802,401), (943,414),
(1062, 414), (1203,401), (1342, 374), (1900, 95).

Pozndmky. Vsimnéme si, ze téchto osm dvojic (x,y) ma pouze Ctyfi
ruzné slozky vy (kazdé y je zastoupeno ve dvou dvojicich). To lze vysvétlit
takovym pozorovanim: ma-li pro nékteré prirozené y kvadraticka rovnice

2% — 20052 + (y* +2005y) = 0

aspon jedno feseni x v oboru prirozenych ¢isel, ma v tomto oboru dvé
ruznd feSeni. Snadné vysvétleni plyne z Vietovych vzoreu: je-li x; celoci-
selny kofen této rovnice, je i druhy kofen xo = 2005 — x; celé ¢islo (ruizné
od z1); z rovnosti x122 = y* + 2005y plyne, Ze oba kofeny 1, zo maji
stejné znaménko, nebot y? + 2005y > 0.

Necht dvojice (z,y) ptirozenych éisel je feSenim dané rovnice, takze

x > y. Po upravé

2(z? 4+ y?) = 2-2005(z — y),
(z+y)* 4 (2005 — z + y)? = 2005> (1)
zjistujeme, Ze je navic 0 < z +y < 2005 a 0 < 2005 —x +y < 2005.
Vsechna FeSeni pythagorejské rovnice X2 4+ Y? = Z2 dovedeme popsat:
trojice (X,Y, Z) nesoudélnych prirozenych ¢isel je feSenim uvedené rov-
nice, pravé kdyz existuji nesoudélnd prirozena cisla u, v takova, ze u > v,
uv je sudé a az na pripadnou vymeénu ¢isel X a Y plati rovnosti

X =2u, Y =u? -2, Z =u?+2

Odtud plyne dalsi mozny postup reseni dané rovnice.
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A-S-1

Z tvaru dané rovnice ihned plyne, 7e 2 > y = 0 (nebot 6v/5 — 10 > 0).
Pro takova z, y mizeme umocnit obé (kladné) strany rovnice na druhou
a provést dalsi ekvivalentni tpravy:

V5 — 2/5zy + yv/5 = 6v5 — 10,
x—2/Ty+y=6—2V5,
z+y—6=2(y/zy — V5). (1)

Umocnénim a dalsi upravou dostaneme, 7ze pro hledand cela éisla x, y
musi platit

(z+y—6)* =4(zy — 2y/5zy +5),
8v/5zy = 4(zy +5) — (z +y — 6)% (2)

Z posledni rovnice plyne, Ze hodnota /5y je racionélni, a tedy celé &islo,?
takze 5xy je druhd mocnina nezaporného celého disla, jez je ziejmé déli-
telné péti.®> Plati tedy 5xy = (5k)? neboli zy = 5k2, kde k je nezaporné
celé ¢islo. Uz ted je vyhodné dosadit ne do rovnice (2), ale rovnou do
rovnice (1). Dostaneme totiz rovnici

z+y—6:2(v5k2—\/5) neboli x4y —6=2(k —1)V/5,

odkud diky iracionalité ¢isla /5 vyplyva, ze ke splnéni rovnice (1) je
nutné a staci, aby platily obé rovnosti k =1 a x +vy — 6 = 0. Ze soustavy
rovnic

xy=5k=5 x+y==6

snadno zjistime, ze {z,y} = {5,1}, tedy @ = 5 a y = 1, nebot = > y
podle Givodni tivahy.
Hledana dvojice (x,y) je jedind, a to (x,y) = (5,1).

A-S-2

Oznaéme P, @, R vrcholy vzniklého trojuihelniku. Protoze kazda z os
usecek M Ay, M By a MC} je kolma na odpovidajici stranu trojuhelniku

4 Druha odmocnina nezaporného celého éisla je bud ¢islo celé, nebo ¢islo iracionalni.
5 Je-li n celé a n? je délitelné péti, je i n délitelné péti.
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ABC, sviraji kazdé dvé ze stran trojuhelniku PQR thel 60°, takze se
jedné o rovnostranny trojuhelnik (obr.24).

C

Obr. 24

Ukazeme nyni, ze soucet délek tusecek MA;, MBy a MCy je (ne-
zavisle na poloze bodu M) roven délce a strany vychoziho trojihelniku
ABC. Ozna¢me proto po fadé Bg, Cy a Ay priuseciky piimek M A, M B,
a M C sestranami CA, AB a BC. Protoze trojuhelniky M Ay Ay, M B1Bs
a M C,Cy jsou rovnostranné, je

|MAy|+ [MBy| + [MCy| = |A1As| 4 |A2C| + |A1B| = |BC| = a.

Pro libovolny (vnitini) bod rovnostranného trojuhelniku plati, Ze
soucet jeho vzdalenosti od vsech stran trojtihelniku je roven prislusné
vysce. To je snadno vidét napi. z vyjadieni obsahu takového trojihel-
niku jako souctu obsaht t¥i trojuhelnikt tvorenych danym (vnitinim)
bodem a dvojici vrcholti. Protoze bod M ma od stran (rovnostranného)
trojihelniku PQR vzdalenosti |MA;|, 3|MBy| a 3|MCy|, ma vyska t
tohoto trojtthelniku velikost ¢t = 1 (|M Ay |+ |[M By| + |MCy|) = 3a. Pro-
toze pro vysku v rovnostranného trojuhelniku ABC plati v = %a\/§, je
S = %av = 142,/3. Podobné pro obsah T trojihelniku PQR s vyskou t

3
dostavame

T

3

\/—2 \/—0«2 \/_ v\ 2
= Te=2(5) - g(ﬁ):@’:%s’

neboli S = 3T, coZ jsme chtéli dokazat.
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A-S-3

Protoze vsechny hodnoty funkece sinus lezi v intervalu (—1,1), je soucin
dvou hodnot sinu roven ¢islu —1, jen kdyZ je jedna hodnota 1 a druha
hodnota je —1. Cislo € R je tedy fesenim dané rovnice, pravé kdyz
existuji ¢isla k,l € Z takova, Ze plati dvojice rovnosti

TH+w
= :E+21€K, I+K:—-E+2kn,
J 2 b 5
T — T T l nebo T —T Is l
= —— 2 = — T
11 g Hem T R

Vyftesime-li tyto linedrni rovnice, dostaneme vyjadieni

3 7
x:?n—klOkn, z:——n—*—lOkn,
9 nebo 13§
17‘—‘—3—*—2217{, $:~—2'—+22ZT(

Najdeme nyni vsechny dvojice celych ¢isel (k, (), pro néz plati

3 9 7 13
7“ + 10kn = ~—23 +22ln, resp. — ?“ + 10kn = TK + 221

Snadnou upravou téchto rovnic (véetné kraceni ¢islem 2r) dostaneme
5k +3 =111, resp. bk —5=11L

Upravime-li prvni rovnici na tvar 5(k — 6) = 11(l — 3), pak tvahou o dé-
litelnosti nesoudélnymi ¢isly 5 a 11 zjistime, ze vSechna celoc¢iselna reseni
takové rovnice jsou tvaru k = 6+11n al = 3+ 5n, kde n € Z. Dosazenim
do prislusného vzorce pro z tak dostavame prvni skupinu feseni

3 3
¢ = —; 4 10kn = ?’T +10(6 + 11n)x = 61,57 + 110n~.

Podobné z druhé rovnice 5k — 5 = 111 upravené do tvaru 5(k — 1) = 11/
zjistime, Zze k = 1+ 11n, [ = 5n pro libovolné n € 7, takze druha skupina
FeSeni méa vyjadreni

7 7
5= —Eﬂ + 10kn = *—25 +10(1 + 11n)x = 6,57 + 110nT.
Shrnuti: VSechna feSeni dané rovnice jsou dana vzorci

xr=0615n+110nt a x =651+ 110nt, kden e Z. (1)
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Protoze 61,5 — 6,5 = 55 = %, lze vSechna feSeni zapsat jednim vzorcem

x =651+ 55nx, kdene€ Z. (2)

Jiné feSeni. Diky goniometrickému vzorci

cos(A — B) — cos(A + B)
2

sinAsin B =
lze rovnici 1 + sin Asin B = 0 pfepsat do tvaru
cos(A+ B) —cos(A—B) =2.
S ohledem na obor hodnot funkce kosinus je posledni rovnice splnéna,

pravé kdyz plati cos(A + B) = 1 a cos(A — B) = —1. Pro zlomky A, B
z puvodni rovnice tak dostavame soustavu rovnosti

T+ r r—T

A+ B = =2k
+ 5 + I T,
T+ r—T
A-B= - =1+ 2lx,
5 T

ktera musi platit pro vhodné ¢isla k,[ € 7. Sectenim a odec¢tenim dosta-
neme

Tr+r
5

T T—7 T
—§+(/€—|—l)n a 17 ——§+(k—l)n,

odkud dvojim zpusobem vyjadfime neznamou x:
3 9
= §+5(k+z)n: ——273+11(k_z)n.

Snadno zjistime, Ze ¢isla k, [ jsou zde svazéana podminkou 3(k — 1) = 81,
coz znamena, ze [ = 3n a k = 8n + 1 pro vhodné n € 7. Dosazenim do
vzorce pro x tak dojdeme ke stejnému vyjadieni

13
x = —21 4 550w = 6,57 + 550w

jako v prvnim feseni.
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A-I1l1-1

Hledéme celd &isla a, b, pro ktera (a + b)? + a(a + b) + b = 0, co% je pro
neznamou b kvadratickd rovnice b + (3a + 1)b 4 2a® = 0 s celociselnymi
koeficienty. Ta ma celo¢iselny kofen, jediné kdyZ je jeji diskriminant

D=Ba+1)*-4-2a>=(a+3)2-8

uplny ¢tverec. Ten je pfitom o osm mensi nez jiny Gplny ¢tverec (a + 3)2.
Jak snadno zjistime (rozdily druhych mocnin dvou sousednich piiroze-
nych ¢isel postupné rostou), rozdil 8 maji pouze tiplné ¢tverce 9 a 1, takze
(a+3)? =9, odkud plyne a = —6 nebo a = 0. Pro a = —6 vychazi b = 8
ab=29, proa =0 vychdzi b =0 a b = —1. Dostavame tak étyii feseni:
(a,b) je jedna z dvojic (—6,8), (—6,9), (0,0), (0, —1).

Poznamky. Zvolime-li za nezndmou a misto b, vyjde rovnice
2a* +3ba + (b* +b) =0

s diskriminantem D’ = 9b? — 8 - (b*> + b) = (b — 4)? — 16; Gplné Etverce
lisici se o 16 jsou pouze 0, 16 a 9, 25.

Ulohu nalézt dva tplné &tverce 22 a y? s danym rozdilem d lze pro
malé hodnoty d (jako d = 8 ¢i d = 16 v nasi tloze) vyfesit otestovanim
nékolika prvnich ¢tvercua 0, 1, 4, 9, ... Pro jakékoli pfirozené d lze po-
2 — y? = d upravime na (z — y)(z +y) = d
a vypiSeme vSechny rozklady daného ¢isla d na soucin d;d, dvou celoci-
selnych ¢initeli; z rovnic dy = z—vy, dy = x+y pak vypocteme pfislusna x

stupovat tak, Ze rovnici x

avy.

A-11-2

Nejdrive dokazeme, Ze pro ¢leny zkoumané posloupnosti (a, )0, plati:
rovnost a,, = 0 je splnéna pro nékteré prirozené n, pravé kdyz pro totéz n
plati a,, 43 = 0. Skute¢né, je-li a,, = 0, pak jmenovatelé zlomkt v zadané
rovnosti jsou navzdjem opacnd (nenulova) ¢isla, takze takovi musi byt
i jejich ¢itatelé. Z rovnosti

Up43 — Ap42 = *(an-}-?’ 1 an+2)

uz plyne a, ;3 = 0. Obréacené, plati-li a,,+3 = 0, jsou ¢itatelé zminénych
zlomkii navzajem opac¢nd ¢isla, takze takovi musi byt i jejich jmenovatelé,
odkud a, = 0.
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Dokazana vlastnost ma tento dusledek: z podminky assz # 0 plyne
asi # 0 (pro kazdé k 2 1), z ase # 0 plyne aszry1 # 0 a z a;; # 0 plyne
askyo # 0 (vzdy pro kazdé k = 0). Dohromady vychézi, ze Zddny ¢len a,,
zkoumané posloupnosti neni roven nule.

Z rovnosti ze zadani plyne rovnost

(an+3 - an+2)(an + an-}—l) - (an+3 + an+2)(an - an+1),

z niz po roznasobeni a nasledném zjednoduseni dostaneme (pro libovolné
prirozené n)
An4+10n4+3 = ApQp42.

Zvétsime-li n o 1, dostaneme analogicky vztah, ktery plati pro libovolné
nezaporné celé n:

An4-20n4+4 = Qp410n43.

Vynésobime-li obé rovnosti a vysledek zkratime (nenulovym!) ¢islem
G100 +20n+3, Vyjde aprq = an, tj. dand posloupnost ma periodu 4.
Proto a; = ass =1, as = age = 2, a3 = ay; =4, ag = ayas/ay = 2, tudiz

¥ +af + .. +akyy = 25(1% + 28 + 45 4 2%) = (5(1 + 2%))°.
Tim je dukaz hotov.
A-11-3
Dané ¢tyii body A, B, X, Y lezi na kruznici (obr.25), pravé kdyz
|PA|-|PX|=|PB|-|PY].

Kruznice opsana trojuhelniku AC'X protne poloptimku opa¢nou k polo-

Obr. 25
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primce PC v bodé, ktery oznacime D. Pro tento bod plati
|PA|-|PX| = |PC|-|PD|.

Rovnost z prvni véty feSeni tedy nastane, pravé kdyz plati
|PB|-|PY|=|PC|-|PD|.

Tato rovnost je splnéna, pravé kdyz bod D lezi na kruZnici opsané troj-
thelniku BCY', tedy pravé kdyz je bod D # C druhym priisecikem kruz-
nic opsanych trojuhelnikim ACX a BCY'. Dukaz je hotov.

Pozndmky. Ulohu je mozné ihned vyfesit na zakladé poznatku o tom,
jak vypada mnozina vSech bodu, které maji stejnou mocnost ke dvéma
danym kruznicim. Je to vzdy piimka (zvana chordala), jez je kolma ke
stfedné obou kruznic a prochézi jejich spolec¢nymi body (pokud existuji).
Rovnost z prvni véty feSeni proto vyjadiuje pravé to, ze bod P lezi na
chordale kruznic opsanych trojihelnikim ACX a BCY'.

A-1l1-4

Predné si uvédomme, Ze s kazdym redlnym fesenim (z,y) dané soustavy
rovnic jsou jejimi feSenimi také dvojice (z, —y), (—z,y) a (—x, —y), Stadi
se proto omezit na feSeni v oboru nezapornych realnych ¢isel. Navic s kaz-
dym Tesenim (x,y) je feSenim dané soustavy i dvojice (y,x). MuZeme
proto dale piedpokladat, ze 0 < z < y.

Prepisme nejprve obé rovnice soustavy pomoci téhoz znamého vzorce
cos? v = 1 —sin’ a:

sin2x+1~sin2y= 2,

sin® y+1-— sin®z = 22,
Seétenim obou rovnic pak dostaneme
24+ 9? =2. (1)

Odec¢teme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme

2sin2z~2sin2y=y2—1‘2,

neboli
2(sinz + siny)(sinz — siny) = y* — 2”. (2)
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Za uvedeného predpokladu 0 < z < y ze vztahu (1) navic plyne, Ze
0Zz<y<V2< %Tt, a protoze funkce sinus je v intervalu (0, %n) neza-
porné a rostouci, vidime, ze pro takova realna ¢isla  a y je leva strana
rovnice (2) nekladnd, zatimco pravé strana je nezaporna. To znamenad, Ze
musi byt y? — 22 = 0, coz za uvedenych pfedpokladii dava = = 1y a spolu
s (1) tak mame x =y = 1.

V oboru nezédpornych redlnych ¢éisel ma dand soustava rovnic jediné
feseni, a to (z,y) = (1,1).

Zaver. Dana soustava rovnic ma pravé ¢tyfi feSeni v oboru realnych
¢isel. Jsou jimi nasledujici dvojice: (1,1), (1,-1), (=1,1) a (=1, —1).

A-llI-1

Dokazeme, ze ¢len a7 je vidy slozené ¢islo délitelné jedenacti. Klicem
k feseni tilohy je kritérium délitelnosti jedendacti. Je-li ¢rcr 1 ..~ ¢1co zapis
¢isla m v desitkové soustavé, dava ¢islo m pri déleni jedendcti stejny
zbytek jako stiidavy soucet jeho ¢islic:

zb(m) =cog —c1 4¢3 — ...+ (=1)Fey.

Pro zbytek cisla b,,, které ma opacné potadi ¢islic nez ¢islo a,, tedy
plati, ze je zb(b,) = £zb(a,) podle toho, je-li pocet &islic ¢isla a,, li-
chy ¢i sudy. Proto je-li néktery c¢len uvazované posloupnosti délitelny
jedendcti, jsou jedendcti délitelné i vSechny nasledujici ¢leny. Navic
jakmile ma néjaky ¢len a,, uvazované posloupnosti sudy pocet cislic, je
zb(an,) = —zb(b,), takze a, 11 = a,+b, je uz délitelné jedendcti (a stejné
tak i dalsi ¢leny).

Posloupnost (a,,) je zfejmé rostouci. Ma-li ¢len a; sudy pocet ¢islic,
bude jiz ¢len ay slozené ¢islo délitelné jedenacti s vyjimkou pfipadu a; =
= 10, kdy ovSem a3 = 22. Staci tedy ukazat, Ze i pro ¢isla a; s lichym
poc¢tem ¢islic bude mezi prvnimi Sesti ¢leny posloupnosti vzdy aspon
jeden ¢len se sudym poctem c¢islic. Dokazeme to sporem v nasledujicim
odstaveci.

Predpokladejme naopak, ze vSechna ¢isla ay, as, . .., ag maji lichy po-
et ¢islic. Oznaéme ¢ prvni a d posledni éislici ¢isla ap, takze 1 < ¢ <9
a0 <d <9 (v piipadé jednomistného a; klademe ¢ = d). Cislo b; pak
bude formalné zacinat ¢islici d a konéit ¢islici ¢, a protoze predpokladame,
ze Cislo ag = a; + by ma rovnéz lichy, tedy stejny pocet ¢islic, musi byt
¢+ d < 10. To bude tedy ¢islice na jeho poslednim misté, zatimco na
prvnim misté bude stat ¢ + d nebo ¢+ d + 1 (podle toho, zda pfi scitani
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doslo na predposlednim misté k pfechodu pfes desitku), v kazdém pripadé
bude na prvnim misté ¢islice aspori ¢ +d. Podobné postupné zjistime, Ze
prvni Cislice ¢isla ag = as + by bude aspon 2(c + d), prvni dislice éisla
a4 = agz + bz bude aspon 4(c + d), prvni ¢islice ¢isla as = a4 + by bude
aspon 8(c 4 d) a prvni dislice ¢isla ag = as + bs bude aspont 16(c + d).
Protoze 1 £ ¢+ d < 10, nemiZe uz ziejmé byt 16(c + d) < 10. Aspori
v jednom z &isel ag, as, ..., as se tudiz podet ¢islic zvysil z lichého poctu
na sudy.
Tim je uloha vyteSena. Dokéazali jsme, Ze a7 neni nikdy prvocislo.

Pozndmka. Pro a; = 10220 vyjde ag = 185767, coz je prvocislo.

A-1l1-2
Ukazeme, ze z predpokladu tlohy plynou silngjsi odhady
1 1 m 2
-4+ -<—<2- -~ 1
2 N no-on n (1)

Danou rovnici nejprve upravime do tvaru
(z+m—1)(z+n)=m.

Je-li v této rovnosti x celé ¢islo, dostavame rozklad prirozeného ¢isla m
na soucin dvou celych &isel, kterd tudiz lezi obé bud v intervalu (1, m),
nebo v intervalu (—m, —1). V kazdém pfipadé rozdil téchto dvou éisel
neprevysuje (spoleénou) délku obou intervalt:

(z4+n)—(z+m—1)<m—1, neboli n < 2m -2,
odkud plyne dolni odhad (1). Vzhledem k symetrické roli ¢isel m a n
plati rovnéz nerovnost m < 2n — 2, kterd vede na horni odhad (1).

Jiné FeSeni. S ohledem na symetrii stad¢i uvazovat pripad m = n
a dok4zat horni odhad (1) z prvniho feseni, tedy nerovnost m < 2n — 2.

Dana rovnice je tvaru 22 + (m +n — 1)z +mn —m —n = 0 a ma
diskriminant

D:(m+n—1)2~4(mn—m—n):
=m?4+n?—2mn+2m+2n+1=(m-n+1)>+4n.

Ten musi byt druhou mocninou celého ¢isla, ma-li mit dand rovnice celo-
&iselné feSeni. ProtoZe 4n je kladné sudé ¢islo, je ¢islo D vétsi nez mocnina
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(m —n +1)? a m4 stejnou paritu jako jeji zéklad (m —n 4 1), ktery je
kladny, nebot uvazujeme pouze piipad m = n. Proto musi platit D = k2,
kde k je celé ¢islo splnujici podminky s >m—-n+1>0ak=m—-n+1
(mod 2). Znamena to, ze k =2 m — n + 3, takze plati

D=(m-n+1?%+4n=k*2
2m-n+32l=m-n+14+2)?2=

=m-n+1>2+4m—-n+1)+4.
Odtud plyne nerovnost 4n = 4(m —n + 1) + 4, neboli m < 2n — 2, coz
jsme meli dokazat.

Poznamky. Protoze dvojice tvaru (m,n) = (2n — 2,n) a (m,n) =
= (m, 2m — 2) vyhovuji podmince tlohy, jsou odhady (1) nejlepsi mozné.

Je mozné popsat vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které vy-
hovuji podmince tlohy, a to zptisobem uvedenym v nasledujicim tvrzeni.
Véta. Necht m a n jsou celd ¢isla. Rovnice (xz +m)(z +n) =z +m+n
ma asporn jedno celociselné reseni, pravé kdyz jsou cisla m, n tvaru

m=(a—-10b a n=alb-1), kde a,beZ.

A-11-3

Ozna¢me uhly v trojuhelniku ABC obvyklym zpusobem. Z vlastnosti
bodi K a L je zfejmé (obr.26), ze body A, B, K, L lezi na kruznici,
pravé kdyz | K AL| = |« K BL|, tj. pravé kdyz o = (.

C c

Obr. 27
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Primka KL se dotyka kruznice opsané trojihelniku BKS (nutné
v bodé K), pravé kdyz se rovnaji usekovy a obvodovy thel prislusné
tétive KS (obr.27): |xLKA| = |<LBK| = %ﬁ = |XLBA|. Posledni
rovnost je ovSem ekvivalentni tomu, ze body A, B, K, L lezi na kruZnici,
coz jak uz vime, je pravé kdyz a = (. (Jak je zfejmé ze symetrie, je
to zaroven ckvivalentni tomu, Ze se primka K L dotykd kruznice opsané
trojihelniku ALS.)

Z uvedenych vysledkt plyne, Ze sva dalsi zkoumani mizeme omezit na
rovnoramenné trojuhelniky ABC' se zakladnou AB. Podivejme se nejpr-
ve, kdy kruznice opsana ¢tyithelniku ABK L obsahuje bod O. Stiedovy
uhel AOB v kruznici opsané trojuhelniku ABC ma velikost 2+, zatimco
velikost thlu AK B je 180° — %a —fB=~v+ %a (obr.28). Bod O pritom

C

Obr. 28

nemuze lezet na strané AB (kdyz je thel v pravy) ani v poloroviné opacné
k ABC (kdyz je uhel v tupy), protoze v tom pripadé vyjde

|¥<AOB| + |xAKB| = (360° — 27) + (v + 3a) =
= 180° + Jar + 3 > 180°.

Body A, B, K, O tedy lezi na jedné kruznici, pravé kdyz
2y =vy+ %a neboli «a = =2y ="72°

Zbyvé zodpovedét otazku, kdy se kruznice opsana trojuhelniku BV'.S
dotykéa primky K L. V poloroviné K LB existuji dvé kruznice, které ob-
sahuji body B a S a dotykaji se piimky I L (Apolloniova tiloha, pro bod
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dotyku T z mocnosti bodu L k takové kruznici plati |LT|?> = |LS|-|LB]).
Jednu takovou kruznici uz zname, je to kruznice opsana trojihelniku
BK S, jezse primky K L dotyka v bodé K. Druhd kruznice se tedy dotyka
piimky KL v bodé K’ soumérné sdruzeném s K podle stiedu L. Ma-li
kruznice [ opsana trojuhelniku BV S lezet v poloroviné K LB, musi v ni
lezet 1 jeji bod V, ktery je pak nutné vnitinim bodem tsecky CyC1q, jez
je casti osy tsecky AB (obr.29). Uhel SBV je tedy ostry (jeho velikost

C

je nejvyse %,8), proto stred kruznice [ lezi v poloroviné CyCy B a lezi tam
i jeho kolmy primét (pripadny bod dotyku) na pfimku K L. Kruznice [
se tudiz dotyka primky KL jediné v pripadé, kdyz je to kruznice opsana
trojuhelniku BK S, tedy kdyz body B, K, S, V lezi na jedné kruznici.
To nastane, pravé kdyz |xCVB| = |xSKB| (to plati bez ohledu na
to, zda bod V lezi mezi body Ci, S, nebo mezi body Cy, S; obr.29).
7 pravothlych trojuhelnikt ABB; a BV Cy plyne |xC1V B| = a, takze
rovnost |£C1V B| = |xSK B| plati, prave kdyz

a:7+%a neboli a = =2y ="172°

Dokéazali jsme, Ze obé podminky a) a b) jsou ekvivalentni tomu, Ze
trojuhelnik ABC' je rovnoramenny s thly o = 3 = 72° a v = 36°.
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A-1ll-4

Protoze trojuhelnik ABC' je ostrouhly, lezi body V' a S uvniti ného.

Oznacime-li velikosti thlt v daném trojthelniku obvyklym zptsobem,
plati (obr. 30)

|xAVB|=180° -~ a ;<ASB|:goo+’;7_

Body A, B, V a S tedy lezi na jedné kruznici, pravé kdyz |x AV B| =
= |XASB|, coz je podle uvedenych vzorct ckvivalentni s rovnosti
v = 60°. Vrchol C tak nutné lezi na nékterém ze dvou kruZnicovych
obloukl, z nichz je vidét tisecku AB pod tihlem 60°. ProtoZe je trojthel-
nik ABC ostrouhly, musi navic vrchol C' lezet uvnitt pasu vymezeného
kolmicemi k primce AB v bodech A a B. Vrchol C je tedy vnitinim
bodem takto vymezenych kruznicovych obloukit KL a M N (obr.31).

L K

M N

Obr. 30 Obr. 31

v

7ovanych trojuhelniki ABC' je obrazem bodu C' ve stejnolehlosti se stie-
dem Cj a koeficientem %, je bod T vnitinim bodem jednoho z oblouki
K’L" nebo M'N’, jez jsou obrazy oblouki KL a M N v uvazované stej-
nolehlosti.

ProtoZe zminéna stejnolehlost je vzdjemné jednoznacné zobrazeni, je
zfejmé, ze kazdy vnitini bod obloukt K’L’ nebo M’N’ ma pozadovanou
vrcholu C, jehoZ odpovidajici body V' a S lezi na jedné kruznici s vrcholy
Aa B.
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A-1lII-5

Hledejme trojice p, g, r podle toho, které z téchto tii ¢isel je nejveétsi:
> Nejuétsi je p.

Pak z podminky p | ¢ + r a z nerovnosti ¢ +r < 2p plyne ¢ + 7 = p.
Z druhé podminky pak dostaneme ¢ | r + 2p = 3r + 2q, tedy ¢ | 3r,
coz vzhledem k riznosti prvodéisel znamend, ze ¢ = 3. Tedy p = r + 3
a posledni podminka #ikd, Ze 7 | »+12, neboli 7 | 12, tedy r = 2 (prvodisla
maji byt rizna). Je tedy p = 5. Tato trojice vskutku spliiuje podminky
ze zadani.

> Nejuétsi je q.

Pak podminka ¢ | » + 2p a nerovnost r + 2p < 3¢ davaji r +2p = ¢
nebo r + 2p = 2q.

Je-li 2¢ = r+2p, musi byt r sudé. Je tedy r = 2 a z rovnosti 2¢ = 2+2p
plyne ¢ = p + 1, coz pro prvocisla p, ¢ vétsi nez » = 2 neni mozné.

Je-li ¢ = r + 2p, prvoi podminka ¥iké, ze p | 2r + 2p, tedy p | 2r,
tudiz p = 2. Posledni podminka pak déva r | p+ 3¢ = 3r + 7p = 3r + 14,
tedy r | 14, takze r = 7. Potom je ¢ = r + 2p = 11. Tato trojice rovnéz
vyhovuje zadani.

> Nejuétsi je r.

Pak srovname podminku r | p + 3¢ a nerovnost p 4 3¢ < 4r.

Kdyby bylo p + 3¢ = 3r, bylo by p = 3(r — q), tedy p =3, r — ¢ =1,
takze r = 3 a ¢ = 2, coZ nejsou tii rizna prvocisla.

Pokud p+ 3¢ = 27, dostavame z prvni podminky p | 2(¢+7) = p+ 5¢q,
takze p | 5¢ a p = 5. Druhéd podminka pak dava ¢ | 2(r +2p) = 2r+20 =
= 3q + 25, tedy ¢ = 5, a vyslednou trojici netvori rizna prvocisla.

Koneéné bud p + 3¢ = r. Prvni podminka pak dava p | p + 4q, takze
p | 4¢ a p = 2. Druha podminka pak fika, ze ¢ | r + 2p = 3¢ + 6, tedy
q |6 aq=3,nebot ¢ #p=2. Potom r = p+ 3¢ = 11. Tato trojice také
vyhovuje zadani.

Resenim tlohy jsou tii trojice prvoéisel (p,q,7), ato (5,3,2), (2,11,7)
a (2,3,11).
A-1ll-6

Pro kazdé pripustné ¢ plati

2, — sin? 2 1
2 cotg? 2¢ = 2 M—i—i :—(tg2<p+cotg2<p»2).
2sinpcos ¢ 2
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Polozme tg?x = a, tg?y = b a tg? z = ¢, kde a, b, ¢ jsou kladna realna
¢isla. Danou soustavu tak prevedeme na tvar

a+%(b+%) =2,

b+—;—(c+%):2, (1)
c+%(a+(—1l> = 2.

Bez 0jmy na obecnosti predpokladejme, Zze a = b 2 c¢. Pii takovém
usporadani plyne z predchozi soustavy rovnic

1 1 1
b+-<c+-<a+ ~-.
b c a

Protoze pro kazdé kladné z plati = + 1/x = 2, plyne ze soustavy (1)
navic 0 < a,b, ¢ £ 1. Funkce f(z) = 2 + 1/ je ovem na intervalu (0;1)
klesajici, proto plati také nerovnost

To spolu s pfedchozimi nerovnostmi dava a = b = c.
Zbyva tak uréit vSechna u € (0; 1), ktera vyhovuji rovnici

1 1
u+—(u+—) = 2.
2 U

Po snadné upravé obdrzime kvadratickou rovnici
3u? —4u+1=0, tj. (u—1)(3u—1)=0.

Tato kvadratickd rovnice ma pravé dva kladné realné koteny u; = 1
auy = —é— S ohledem na pouzité substituce a periodi¢nost funkce tangens
jsou fesenim dané soustavy rovnic pravé nasledujici trojice (x,y, z) reél-
nych cisel

i T

<E+k1g,—+k

IS 1Y T IS IS
L -) (:t— kim, £5 4 ko, £5 + k )
4 g tRgtheg) @ FRIm =G F kel e A s

6

kde ki, ko, k3 jsou libovolnd celd éisla a tfi znaménka v trojici druhého
typu jsou vybrana libovolné, tj. navzajem nezavisle.
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