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Mezinarodni stfetnuti ¢esko-polsko-slovenské

ZILINA, 26.—28. CERVNA 2006
V ramci zavéreéné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz Sesté mezina-
rodni stfetnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovaly Sestice ti¢astniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 47. MMO v Lublani.

Organizace a prubéh soutéze zustal zachovan z predeslych ro¢nikia —
je prizpusoben stylu III. kola nasi MO a podminkdm na MMO. Soutézi-
cim byly ve dvou dnech piedloZeny dvé trojice soutéznich tloh, pritom
za kazdou z loh mohli ziskat nejvyse 7 bodd, tj. celkové (stejné jako na
MMO) 42 body. Na kazdou trojici tloh méli soutézici vyhrazeno 4,5 ho-

e

diny.

Poradi| Jméno Zemé| Body |Soudet]

“1. | Michat Pilipczuk POL [772776| 36

2. [Frantisek Simanéik  |SVK |761277 | 30

3. | Michal Burger SVK |771 2/7*5/ 29

4.-5. | Pavel Kocourek CZE |7 0/7'7“ 25 28

Tomasz Kulczynski POL | 772075 28

6.| Tomasz Warszawski |POL7| 761247 | 27

7.-8. | Frantisek Konoﬁ'ec[_cy QZE 707073 24

Marek Pechal | CZE |701574 24

9.| Ondrej Budac SVK | 702077 | 23

10. | Jaromir Kube'g}""" CZE. [607207 | 22

11.-12. | Jozef Bodnar SVK 231275 20

Wo jcieg){‘émietanka POL [661700 | 20

13.-14. | Nadb6r Drozd POL [701074 | 19

Jakub Zavodny SVK [702271N_19

15.| Jakub Oprsal CZE [701270

_16. | Peter Cerno SVK |702200| 11

) /" 17.| Piotr Achinger POL [101260 10

P 18. | Jaroslav Hancl CZE [100030 4

AN

Hodnoceni vyfesenych tloh koordinovala mezinarodni komise ve slo-
zeni Jaroslav Svréek a Jaroslav Zhouf za Ceskou republiku, Vojtech Bd-
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lint, Peter Novotny a Jan Mazdk za doméci Slovensko a Jozef Kalinowski
a Tomasz Szymezyk za Polsko.

Texty soutéznich uloh

1. Na kruznici o poloméru r lezi pét riznych bodua A, B, C, D, E v tomto
poradi, pficemz plati |AC| = |BD| = |CE| = r. Dokazte, 7e trojuhelnik,
jehoz vrcholy tvori priseciky vysek trojuhelniki ACD, BCD a BCE, je
pravouhly. (Tomas Jurik)
2. Kolem okrouhlého stolu sedi n déti. Erika je z nich nejstarsi a ma
n bonbont. Ostatni déti zadné bonbony nemaji. Erika se rozhodla, ze
bonbony rozdéli, a stanovila nasledujici pravidla. V kazdém kole zdvihnou
ruce vSechny déti, jez maji u sebe aspon dva bonbony. Erika jednoho
z prihlasenych vybere a ten da kazdému svému sousedovi jeden bonbon.
(V prvnim kole se tedy pfihlasi jen Erika a d& svym dvéma sousediim po
bonbonu.) Zjistéte, pro které n = 3 mize déleni po koneéném poctu kol
skoncit tak, ze kazdé dité bude mit pravé jeden bonbon.

(Peter Novotny)

3. Soucet ¢tyf realnych cisel se rovna 9, soucet jejich druhych mocnin se
rovna 21. DokaZte, ze dand ¢isla je moZno oznadit a, b, ¢ a d tak, aby
platila nerovnost ab — c¢d = 2. (Jaromir Simsa)
4. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené éislo k = 1 existuje prirozené Cislo n
takové, ze v zapise ¢isla 2™ v desitkové soustavé se nachazi blok prave k
po sobé jdoucich nul, tj.

2" = ...a00...0b...,
—
k nul
pricemz cislice a, b jsou nenulové. (Peter Novotny)

5. Zijistéte, kolik existuje posloupnosti celych ¢isel (a,)52, takovych, ze
pro kazdé prirozené cislo n plati
a,, + 2006
-1 a Qpig = —————.
Qn 7é +2 Ant1 +1

(Peter Novotny)
6. Zjistéte, zda existuje konvexni pétitthelnik A As A3 A4As takovy, ze
pro kazdé ¢ = 1,2,3,4,5 jsou piimky A;A;13, Ait1Ai42 riznobéiné
a protinaji se v bodé B;, pticemz body Bi, Ba, Bs, B4, Bs lezi v pfimce.
(Klademe Ag = Aj, A7 = A a Ag = A3.) (Waldemar Pompe)
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Redeni soutdZnich tloh

1. V libovolném tupothlém trojihelniku XY Z s tupym thlem pfi vr-
cholu Z a prusecikem vysek W maji thly XY Z a XW Z stejnou velikost,
oba jsou totiz doplnkem do 90° tthlu Y XW (obr. 47). Navic body Y a W
lezi v opaénych polorovinach uréenych piimkou X Z.

4

Al
S
|

I

|

|

|

|

|

|

|

Obr. 47

Oznacme pruseéiky vySek uvazovanych trojuhelnikt postupné P,
@, R. Ukazeme, ze thel PQR je pravy.

Ztejmé vsechny tfi uvedené trojuhelniky maji pfi vrcholu C tupy
uhel. Body P, Q, R tedy lezi ve vnéjsi oblasti dané kruznice (obr. 48).
Z rovnosti |AC| = |BD| plyne, Ze jsou ptimky BC a AD rovnobéziné.
Protoze poloptimka BD lezi v konvexnim tthlu CBE a pritom

CPLAD | BC, CQLBD, CRLBE,

je zfejmé nejen to, Ze poloptimka CQ lezi ,mezi“ polopfimkami CP
a C'R, tj. v konvexnim thlu PCR, ale také to, ze |xPCR| = |xCBE| =
= 30°, nebot tétivé C'E velikosti poloméru piislusi stfedovy tihel 60°.

Podle tvrzeni z ivodniho odstavce lezi body @ a R v téze poloroviné
urcené primkou BC a plati

|xBEC| = |xBRC| a |xBDC|=|xBQC|.

Pritom thly BEC a BDC maji stejnou velikost, ponévadz se jedné o ob-
vodové tihly nad spole¢nou tétivou BC'. Je tedy také |« BRC| = |<BQC|,
takze ctyriuhelnik BCRQ je tétivovy. Pro velikost ihlu CRQ proto plati
|xCRQ| = 180°—|xQBC| = 120° (z |BD| = |CE] totiz plyne CD || BE,
coz spolus @B L CD dava |xQBE| = 90°, neboli |xQBC| = 60°).
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Obr. 48

Analogicky zjistime, ze 1 ¢tyithelnik DCPQ je tétivovy a plati
[<CPQ| = 180° — |[xQDC| = 120° (PD je vyska na stranu AD, pii¢emz
velikost thlu ADC' nad tétivou AC je 30°). Dopo¢itanim thlu PQR ve
ctyfuhelniku PCRQ) dostavame |X PQR| = 360° — 30° — 2 - 120° = 90°.
Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

2. Nejprve ukdzeme, ze pro sudé n déleni nikdy nemiize skoncit poza-
dovanym zpiisobem. V kazdém kole se zméni poloha jen dvou bonbonii,
pricemz se posunou ,opacénymi sméry“. To nas vede ke zkoumani, jak
se méni celkovy soucet vzdalenosti bonbonii od daného ditéte, feknéme
od Eriky. Ozna¢me jednotlivd mista po sméru hodinovych rudicek ¢isly
od 0 do n — 1 podle vzdalenosti (v tomto sméru) od Eriky. Po kazdém
kole sec¢téme vzdalenosti vsech bonbont od Eriky a oznac¢me soucdet S
(tj. s kazdym bonbonem zahrneme do S ¢islo mista, kde sedi jeho ak-
tualni drzitel). Pokud v daném kole vybere Erika dité na misté s ¢islem &
(1 £k £n—2), hodnota S se nezméni — namisto 2k bude v souctu
(k—1)+(k+1) = 2k. Pokud vybere dité na misté s ¢islem n—1, v S misto
2(n—1) = 2n — 2 bude (n — 2) + 0, hodnota souctu se tedy zmensi o n.
A koneéné pokud vybere sebe, misto 20 bude v soudtu (n —1) +1 = n,
takze se hodnota S o n zvétsi. Protoze na zadatku je S = 0 a mlze se
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ménit jen o hodnotu +n, zistane S po kazdém kole délitelné ¢islem n, tj.
S/n bude stale celé ¢islo. OvSem pokud by kazdé dité mélo pravé jeden
bonbon, vysledny soucet by byl

e ] S —
S:O+1+2+...+(n—1):ﬁ(—n—2———), neboli = = - !
n

coz pro suda n neni celé ¢islo. Takova situace tedy nastat nemize.

Vénujme se ted lichym hodnotdm n. UkéZeme, Ze existuje déleni,
které skonéi tak, ze kazdé dité bude mit pravé jeden bonbon. Necht
n = 2k + 1. Vhodné déleni sestrojime indukci; presnéji, dokdzeme, ze
pro kazdé ¢ = 0,1,...,k umime dostat pozici, v niz Erika ma n — 2i
bonbont a prvnich ¢ déti sedicich nalevo a zaroven i prvnich ¢ déti na-
pravo mé po jednom bonbonu. Hodnota i = 0 pfedstavuje pocatek déleni,
hodnota i = 1 stav po prvnim kole (a tedy prvni indukéni krok) a hod-
nota ¢ = k stav, kdy ma kazdy jeden bonbon. Predpokladejme, Ze se
nam podarilo dostat se do popsané pozice pro néjakou hodnotu i = m,
pticemz 1 £ m < k (a prosli jsme pfitom vSemi pozicemi pro i < m).
V této situaci postupujme nésledovné: Nejprve da Erika po bonbonu
dvéma svym sousedtim (protoze m < k, ma aspoi t¥i bonbony a muze
to udélat). Dalsi kola jsou znazornéna v nasledujicim schématu. (Cisla
znamenaji po¢ty bonbonti u Eriky a déti napravo od ni, situace nalevo
je symetricka.)

n—2m,1,...,1,0,... - n—-2m-2,2,1,...,1,0,... —
—— N e’
m m—1
- n—-2m,0,2,1,...,1,0,... —- n—-2m,1,0,2,1,...,1,0,... —
—— N——r
m—2 m—3
- n-—2m,1,1,0,2,1,...,1,0,... —» ... —
——
m—4
— n—-—2m,1,...,1,0,2,0,... —- n—2m,1,...,1,0,1,0,...
—— ——
m—2 m—1

Dostali jsme se tak do pozice, kdy Erika ma n — 2m bonboni, prvnich
m — 1 déti napravo i nalevo ma po jednom bonbonu, m-té dité po obou
strandch nema zadny bonbon a déti vzdéalené o m+1 mist maji po jednom
bonbonu. Abychom dosahli pozice pro i = m + 1, stac¢i doplnit bonbony
pravé détem na mistech vzdalenych od Eriky o m. Na to vSak mtzeme
vyuzit indukéni predpoklad. Pokud si totiz odmyslime bonbony u déti
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vzdalenych o m + 1 mist, dostaneme pozici pro ¢ = m — 1 (jen Erika ma
o dva bonbony méné, avsak stdle ma aspon tii, miuzeme tedy ucinit tytéz
kroky). Odtud se uz umime dostat do situace pro i = m. Vratime-li zpét
odmyslené bonbony, dostaneme pozici pro i = m + 1.

Nakonec se nam proto podari dosdhnout i pozice pro ¢ = k, tj. pro
licha n déleni muze skoncit tak, ze kazdé dité mé pravé jeden bonbon.

Poznamky. Pro sudé n, jez neni délitelné ¢tyfmi, se da tvrzeni doka-
zat jednoduseji. V takovém pripadé staci totiz prislusna mista obsazena
détmi stridavé obarvit bilou a ¢ernou. Je zfejmé, ze parita poctu bon-
bonti u vSech déti na bilych mistech (kterych je pro takové n lichy podet)
se neméni. Na zacatku je tato hodnota suda, zatimco v situaci, kdy by
kazdé dité mélo pravé jeden bonbon, by byla licha. Proto neni mozné se
do takové situace dostat.

D4 se ukazat, ze v pripadé lichého n déleni dokonce musi vzdy (bez
ohledu na to, jako déti vybirame) po koneéném poétu kroku skoncit tak,
ze kazdé dité ma prave jeden bonbon. Je-li n = 2k + 1, pocet kol, po
nichZ to nastane, je vidy 12 + 22 4+ ... + k2.

3. Oznaéme dand ¢isla p, q, v, s tak, aby p =2 ¢ =1 2 s.
UvaZzujme nejprve piipad p + ¢ = 5. Potom

PP+ 42225 =4+ "+ ¢ +17 +5°) 244" +¢* +2rs,

odkud mame pg —rs = 2. V tomto pripadé tedy tvrzeni plati.
Predpokladejme tedy, Ze p + ¢ < 5; potom

4<9—(p+q)=r+s<p+q<5b. (1)
Vsimnéme si, ze
(pq +7s) + (pr +qs) + (ps +qr) =
(Pta+r+s)?— (P2 +¢+1"+5%) _

= = 30.
2

Navic
pq+rs 2 pr+qs 2 ps+qr,

protoze (p — s)(g —r) 2 0 a (p —q)(r —s) 2 0. Odtud dostavame, ze
pq+1s=10.Z (1) vyplyva 0 < (p+ q) — (r + s) < 1, takze

(P+a)? -2+ q)(r+s)+(r+s)* <1
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Kdyz tuto nerovnost pficteme ke zfejmé rovnosti

P+ +20p+q)(r+s)+ (r+s)* =9

dostaneme
(p+q)°+(r+s)* <4l

Proto
41=2142-10S (P + ¢+ +5%) + 2(pg + rs) =
=(p+q?+(r+s)?<4l,

coz je spor. Takovy pripad tedy nastat nemuze.
Jiné FeSeni. Z rovnosti a + b+ c+d = 9 pti usporadania 2 b =2 ¢ 2 d
nejprve vyplyva, ze aritmetické priméry dvojic ¢éisel a, b, resp. ¢, d maji

pro vhodné 1 2 0 vyjadieni

a+b_9+6 c+d 9 A
2 4 T2 T h
Odtud zase vyplyva vyjadreni ¢isel a, b, ¢, d ve tvaru
9+ + b 9+e € - e1+e d -
a=-+4e1+e¢ = - - c=-— =—-—g1—¢
4 1 2, 4 1 2, 4 1 3 4 1 3

pro vhodna e5,e3 = 0. Nerovnost b 2 ¢ znamena, 7e

€1 — €9 2 —€1 + €3, neboli &9 +e3 < 2eq.

7 rovnosti
2, 32 2 2 9 4 2 9 = 2
21 = (a” +b%) + (c +d):2~(2+51> +252+2-(Z—51> +2e5 =

92 1
=4-( ) +4e] +2e] + 263 =20+ +2- (2} + 5+ €3)

zjistime, Ze nezdporna Cisla ¢; spliuji vztah

25%—}—6%—{—5325. (2)
Vzhledem k nerovnostem ey + €3 < 25 a €3 + €2 < (g3 + e3)? vyplyva
z (2) odhad
<26 4 (62 4+ €3)% £ 263 4 47 = 6¢3,

| w
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odkud €2 > % . -:85 = 1—16, neboli e 2 % Pro zkoumany vyraz ab — cd plati

9 S 9 S 2, 2
ab —cd = (Z+El) _62_<Z_€1> + €3 =9e1 — €5 +€5.

Dosadime-li za €} vyjadieni z (2), dostaneme

3 3
ab—cd:951—<§~25%—6§)+£§:951+25%—§+28§§

1 1 3
29.242. ——==2
SR I TR

Tim je tvrzeni dokazéano.

4. Nejprve ukazeme, Ze v zapisech mocnin éisla 2 se nalézaji libovolné
dlouhé bloky nul. Aby v zapise ¢isla 2" byl blok aspo7i k nul, musi to byt
¢islo tvaru y- 10m** 4 2 kde y, z jsou pfirozena a z ma nejvyse m &islic,
tj. z < 10™. Stadi tedy najit takova n a m, aby bylo 2 > 10™+* a zbytek
éisla 2" po déleni &islem 10™** byl mensi nez 10" . Podle Eulerovy véty
pro kazdé prirozené t plati

296" =1 (mod 5').

(Vyuzili jsme, Ze ¢isla 2 a 5° jsou nesoudélnd.) Vyndsobenim této kon-
gruence ¢islem 2¢ dostaneme

20490 = 2' (mod 10%), neboli 2¢+¢(") =y .10 + 2!

pro néjaké prirozené y. Podle predchozich tivah volme n = t + ¢(5) a
m = t—k. P¥itom ¢ musi mit takovou hodnotu, aby bylo jednak 2¢+#(") >
> 10" neboli 2¢6") > 5! (coz ziejmé plati pro kazdé ¢ = 1, nebot (5) =
= 4-5'"1), jednak 2* < 10*~*. Takové t urcité existuje, staci napiiklad
vzit t = 2k (nebot 2%* = 4% < 10%). Z uvedeného vyplyva, 7Ze v ¢isle

22k+¢(52‘~') —y. 102k 4 92k

se nachazi blok aspon k nul.
Vezméme tedy pro dané k takovou mocninu dvojky (oznacme ji 2™),
jez obsahuje blok pravé r nul, pficemz r 2 k. Zkoumejme, co se s blokem
dgje, kdyz bereme dal$i mocniny, tj. kdyz ¢islo s blokem postupné naso-
bime dvéma. Vzhledem k tomu, Ze méame (a, b oznacuji néjaké nenulové
Cislice)
2" =...a00...0b...
o=~

Yy 7 nul z

=y 1075 4 2,
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dostaneme 2"+! = 2y. 107 4 22. Ptitom ¢islo 2z ma ziejmé bud s éislic
(stejné jako ¢islo z), anebo s+ 1 ¢islic. Z ,pravé strany“ se tedy blok nul
bud nezmensi, anebo se zmensi o jednu. Z ,levé strany“ se blok miize jen
prodlouzit (pokud je y délitelné péti). Celkové se tak délka bloku bud
zmens$i o jednu, nebo se nezméni, nebo se zvétsi. Budeme-li dal nasobit
dvéma, délka bloku se v kazdém kroku zmensi nejvyse o jednu. Tedy
jedind moznost, kdy blok nikdy nedosahne délky k, je, Ze blok bude mit
stale délku vétsi nez k. To vsak neni mozné. Cislo y ma totiz ve svém
prvociselném rozkladu pétku s néjakym exponentem, feknéme . Kdyz 2™
vynasobime a-krat dvéma, pii dalsim nasobeni se uz blok zfejmé zleva®
prodluzovat nebude. A ,zprava“ se blok minimalné po kazdém ¢tvrtém
nasobeni zkrati (nebot 2% > 10). A tak po dostate¢ném poctu krokit
dostaneme mocninu ¢isla 2, kterd obsahuje blok pravé k nul.

5. Kazda posloupnost spliiujici podminky zadani je urcena prvnimi dvé-
ma ¢leny — vSechny dalsi vypocitame z rekurentniho vztahu. Hledame
tedy takové dvojice (a1, as), pro néz jsou vsechny ¢leny posloupnosti celd
¢isla. NapiSme dany vztah pro nékolik malych hodnot n. Po odstranéni

zlomkt dostaneme
ag(az + 1) =a] + 2006,

a4(a3 + ].) = ay + 2006,
a5(a4 + ].) = a3 + 2006,

Odectéme sousedni rovnosti, abychom se zbavili ¢isla 2 006. Po preuspo-
rfadani ¢lenu ziskdme rovnosti

a3 —ay; = (ag —+ 1)(&4 — CLQ),
ag — az = (ag + 1)(as — ag),

as — az = (a5 + 1)(as — ayq), (1)

Protoze podle zadani jsou vsechny zavorky (a, + 1) nenulové, mohou
nastat dvé moznosti. Pokud a3 — a; = 0, postupnym dosazovanim do
predeslych rovnosti dostaneme také ay —as =0, a5 —asz =0, ..., tj.

a1 =az3=as=... a ay =a4 =0 = ... (2)

Na druhé strané, pokud az —a; # 0, stejnym dosazovanim odvodime,
7e ag —ag # 0, a5 — a3z # 0, ... Vénujme se nejprve druhé moznosti.
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Z rovnosti (1) mame pro kazdé n =2 1 vztah

1
0 <lants — ant1| = |ant2 — an - m S lanye —anl. (3)

Dostavame tak nerostouci posloupnost kladnych celych ¢isel
laz —a1]| 2 |ag —az| 2 |as —a3| 2 ...

Tato posloupnost je zfejmé od urcitého ¢lenu pocinaje konstantni (jinak
bychom z ni mohli vybrat nekonecnou klesajici posloupnost kladnych
celych ¢isel, coz neni mozné). Existuje tedy takovy index N a hodnota d,
ze pro kazdé n = N je |ap42 — an| = d. Podle (3) potom |a, 2 + 1] =1,
tj. pro kazdé n = N + 2 mame a,, € {0, —2}. AvSak podle zadani

an+2 + 2006
ant3 +1

aN+4

neboli ay 44 nabyva jedné z hodnot

0+ 2006 042006
——— = 2006, —F—— = —2006,
0+1 -2+1
-2+ 2006 — 2004, —2 42006 — 2004,
0+1 —2+1

coz odporuje tomu, Ze ayi4 € {0,—2}. V tomto piipadé zadna posloup-
nost podminkam zadani nevyhovuje.

Kazd4 vyhovujici posloupnost proto spliiuje (2). Dosazenim n = 1
a a3 = a; do dané rovnosti dostaneme

a; + 2006

a] =
a2+1

. neboli ajas =2006=2-17-59.

Berouce do uvahy ay,as # —1, dostavame

2006
a1 € {1,£2,%17,£34, %59, £118,31003,2006} a ap= .
1

Snadno ovéiime, Ze kazda takovato posloupnost aj,aq, a1, a9, a1,. ..
podminky zadani spliiuje. Hledanych posloupnosti je tudiz 14.
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6. Zkusme pétithelnik s popsanymi vlastnostmi najit. Prekazkou je, Ze
pétinhelniky soumérné podle néjaké osy (pro néz by snad mohlo byt jed-
nodussi ukazat, ze popsané body lezi v pfimce) maji vzdy aspon jednu
dvojici primek A;A;4+3, Aiy1Aito rovnobéznou. Zaénéme tedy s jedno-
dussi tlohou — hledejme pétithelnik A A A3 Ay As takovy, ze jen Ctyri
z bodu B; budou lezet v primce. Takovy si uz muzeme dovolit hledat
mezi osové soumérnymi pétithelniky. Abychom situaci jesté zjednodusi-
li, pfedpokladejme, ze body As, Az, A4 jsou vrcholy ¢tverce QAs Az Ay
o strané délky 1 a body Ay, As lezi postupné na stranach QAs a QA, ve
vzdalenosti p od vrcholu @ (obr. 49). Ze soumérnosti (pétitthelnik je sou-

Ay 1 A

Ay

By

Obr. 49

mérny podle osy QAs) je ziejmé, ze ptimky By Ba, B3 Bs jsou rovnobézné.
Snadno vypozorujeme, Ze v pfipadé, kdy p nabyva malé hodnoty, tj. kdyz
body Aj, As jsou blizko bodu @, nachazi se primka B3 Bs; mnohem bliz
bodu @ nez piimka BjBs. Naopak pro hodnoty p blizké 1 jsou body
A1, As blizko bodit As, A4 a bliz bodu @ je primka By By (dokonce pro
p= % bod @ obsahuje a pro p > % budou obé piimky lezet na opacnych
stranédch od bodu Q) nez primka B3Bs. Da se proto ocekavat, ze pro
néjakou hodnotu p € (0,1) jsou obé primky totozné a body Bi, By, B,
Bs tak lezi na jedné primce. Naleznéme takové p.

155



Ozna¢me |B5Q| = |B3Q| = g a|By As| = r. Z podobnosti trojihelniki
BsQAs a Bs Ay A3 méme ¢ : p = (¢+1) : 1 neboliq = 1_p___ 7 podobnosti
-p

trojuhelnikt By A2A; a BiAsAs méme r : (1 —p) = (r + 1) : 1 neboli
1—

r= =% Konen& k tomu, aby bod Bj lezel na primce Bs B, staci, aby
p

byly podobné trojiuhelniky BsQ B3 a Bs Ay By, tj. aby trojuhelnik Bs Ay B,

byl také rovnoramenny, neboli ¢ +1 = r. Po dosazeni pfedchozich vztahti

a jednoduché upravé ziskdme kvadratickou rovnici

pP—3p+1=0.

Ta mé v intervalu (0,1) jediné feseni p = 1(3 — /5). Pro nalezené p
tedy body Bj, Bs, Bs, By lezi na jedné pfimce. Navic primky A;As
a AsAyg (které by se, kdyby nebyly rovnobé&zné, protinaly v bodé Bj)
jsou s ni rovnobézné. V jistém smyslu se tedy tyto tfi pfimky protinaji
,V nekonecnu® v ,bodeé“ By a vSechny body B; tak ,lezi“ na jedné pfimce.

Abychom vyhovéli podminkdam zadéni, staci najit vhodné zobrazeni,
které ,bod z nekone¢na“ zobrazi na konkrétni bod (a zachova vsechny
ostatni potfebné vlastnosti, tj. zobrazi pfimky na pfimky). Takovym zob-
razenim je stfedové promitani (obr.50). Uvazujme kartézskou soustavu

Y
A
A3:Aé
\\\\i‘ ,//// B
e A
v’ il L
U A_l5__::::—::,‘:‘2-:£¢¢— p
PR S :
Ay = Ay~ ] i
Ay
z

Obr. 50

soutadnic v prostoru. Pétitthelnik A; AsA3A4A; = U vloZme do roviny
Oyz s bodem Ay = O v podatku a s body A;, Az postupné na kladnych
poloosach z, y. Zvolme jako stied promitani naptiklad bod P[2,0,—1].
Kazda piimka P A; protne rovinu Ozy v bodé, ktery oznacime A.. Dosta-
neme tak pétithelnik A} A4 AL A} AL = U’. Pfimo z vlastnosti pouzitého
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zobrazeni vyplyva, Zze U’ spliiuje podminky zadani. Kazda pfimka rov-
nobéznda s hloprickou As A4 se totiz promitne do primky jdouci bodem
B[2,1,0], ktery je proto i prisecikem ptimek A} AL a A A/,

O tom se muzeme presvédcit i vypoctem. Snadno totiz zjistime, ze
v roviné Oxy maji jednotlivé body soutradnice

Ay =[3-V5,0], Ay=[0,0,, A,=[1,0]
p=[14], AL =185

a nasledné ovérit, ze prislusné body Bi, Bj, B, Bj, Bf lezi v piimce
(obr.51).

B Obr. 51

Pozndmka. Uloha se d4 fesit i bez konstruovani pétithelniku, v némsz
odpovidajici ¢tyti z bodu B; lezi v pfimce. Za promitany utvar U staci
vzit pravidelny pétithelnik. Ten ma totiz vSechny dvojice primek A; A, 3,
Ait14Ai42 rovnobézné; po vhodném promitnuti budou tedy priseciky B
lezet v mnozing, kterda v daném promitani nema vzor. Takovou mnozinou
je vSak primka.
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