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47. mezinarodni matematicka olympiada

47. mezinarodni matematicka olym- 4 h INTERNATIONAL
piada se uskutecnila 6.-18. dervence MATHEMATICAL
2006 ve slovinském hlavnim mésté gg\%Zi\AD 2006

Ljubljani. Slovinsko, které méa zhruba

2 miliony obyvatel, se tak stalo dosud nejmensi zemi, v niz se tato vy-
znamna celosvétova soutéz nejlepsich stfedoskolskych matematiki usku-
tecnila. Letos se soutéze ztucastnilo celkem 498 soutézicich z 90 zemi svéta.

Ceské reprezentaéni druzstvo pro 47. MMO bylo jiz tradiéné sesta-
veno na zakladé vysledka III. (astfedniho) kola 55. ro¢niku ceské MO
v kategorii A a dale na zakladé vysledku vybérového soustfedéni, které
se uskutecnilo v poloviné dubna v Kostelci nad Cernymi lesy. Dluzno
zminit, ze vybér ¢eského druzstva pro letosni MMO byl podstatnym zpii-
sobem ovlivnén skutecnosti, ze se terminy MMO a MFO prekryvaly. Tti
z vitézu ustfedniho kola MO v kategorii A dali prednost atraktivnimu
prostiedi jihoasijského Singapuru, kde se MFO konala, a navic absolutni
vitéz II1. kola prekrocil povolenou vékovou hranici pro u¢ast na MMO. Na
vybérové soustfedéni pied 47. MMO byli proto kromé zbyvajicich Sesti
vitézt 55. ro¢niku MO v kategorii A prizvani také dva nejlepsi tispésni
fesitelé I1I1. kola.

Préavo reprezentovat Ceskou republiku na 47. MMO ve Slovinsku
si nakonec vybojovala nasledujici Sestice nasich sttedoskolakt: Jaroslav
Hanél z Gymnézia M. Kopernika v Bilovci, Zbynék Konecny, Jakub Opr-
Sal, Vojtéch Riha a Jan Uhlik z Gymnazia v Brné na ti. Kpt. Jarose
a Pavel Salom z Gymnézia v RoZnové pod Radhostém. Vedoucim eské
delegace a zastupcem v jury MMO byl RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
z Piirodovédecké fakuly UP v Olomouci. Jeho zastupcem a pedagogickym
vedoucim deského druzstva byl RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D., z Pedago-
gické fakulty UK v Praze.

UK MO a vedeni éeského druzstva si na tomto misté dovoluji upfimné
podékovat pierovské akciové spolecnosti Precheza za nezistnou pomoc pri
vybaveni celého reprezenta¢niho tymu jednotnym oblecenim.
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Oficialni zahéajeni soutéze se uskutecnilo 11. ¢ervence v kongresovém
sale hotelu Union v Ljubljani (v pfedveder prvniho soutéZniho dne). N&-
sledujici dva dny byly soutézicim predlozeny dvé trojice tloh, které z do-
§lych navrhi vybrala mezinarodni jury na svém jednani ve slovinském
primotském letovisku Portoroz pred zahdjenim soutéze. Na feseni kazdé
trojice lloh méli zaci jako obvykle 4,5 hodiny ¢istého casu a za kazdou
tlohu méli moznost ziskat maximalné 7 bodt. Po koordinaci zakovskych
feSeni, kterd probéhla nasledujici dva dny ihned po soutézi, stanovila
mezinarodni jury bodové hranice pro zisk medaili: 15-18 bodu pro bron-
zové medaile, 19-27 bodu pro stiibrné medaile a 28-42 bodu pro zlaté
medaile. Maximalniho bodového zisku (42 body) dosahli pfitom pouze
t¥i soutézici: Zhiyu Liu (Cina), Jurij Borejko (Moldavsko) a Alexander
Magazinov (Rusko).

Vysledky nasich jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Body za lohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

161.-188. Zbynék Konecény 7107 10 16 I11.
161.-188. Pavel Salom 710710 16 I11.
189.-253. Jaroslav Hancl 7107 00 15 II1.
319.-334. Vojtéch Riha 710300 11 HM
335.-363. Jakub Oprsal 71 0 2 0 0 10 HM
364.-387. Jan Uhlik 701100 9 HM

Celkem 42 5 127 2 0 77

Pro srovnani uvedme i vysledky slovenskych reprezentanti, ktefi si vedli
nesrovnatelné lépe (zejména stoji za pozornost vynikajici vysledek On-
dreje Budace):

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

16.-20. Ondrej Budac T 7T 17 7 1 30 I
98.-108. Samuel Hapak 6 707 10 21 1I.
109.-116. Jaroslav Knebl 751700 20 1I.
150.-160. Jan Mikulas 6 107 3 0 17 II1.
189.-253. Istvan Estélyi 7107 00 15 III
189.-253. Michal Takécs 710 6 1 0 15 III.

Celkem 4422 24112 1 118

Nase druzstvo dosahlo v leto$nim roce jen prumeérného vysledku. T¥i
nasi soutézici vsak v silné konkurenci ziskali bronzové medaile — Zby-
nék Konecny a Pavel Salom (oba 16 bodt) a Jaroslav Hanél (15 bodt).
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Zbyvajici tTi nasi reprezentati privezli domu ¢estna uznani za bezchybné
vyteseni jedné (u vSech tii nasich soutézicich prvni) soutézni lohy. Umis-
téni ceského druzstva v neoficidlnim potradi zemi vSak nelze povazovat
za lichotivé. Celkovy zisk 77 bodii nés po loniském vynikajicim vysledku,
kdy ceské druzstvo skoncilo mezi nejlepsimi dvaceti zemémi, odsunul az

do stfedu tabulky:

I II III  body I II III body
CLR 6 0 0 214 Mongolsko 0 0 2 80
Rusko 3 30 174  Spanélsko 0 1 2 80
Korea 4 2 0 170  Portugalsko 0 0 3 78
Némecko 4 0 2 157  Azerbajdzan 01 1 77
USA 2 4 0 154  Ceskd republika 0 0 3 7
Rumunsko 3.1 2 152 Albanie 0 1 1 76
Japonsko 2 3 1 146  Kolumbie 0 0 2 76
Iran 3 30 145  Belgie 0 0 1 75
Moldavsko 2 1 3 140  Lotyssko 0 0 3 75
Tchaj-wan 1 5 0 136 Sri Lanka (5) 0 0 3 71
Polsko 1 2 3 133 Recko 0 0 2 69
[talie 2 20 132 Uzbekistan 0 0 2 68
Vietnam 2 2 2 131  Novy Zéland 0 0 2 66
Hongkong 1 3 2 129  Island 0 0 1 63
Kanada 0 5 1 123  Macao 0 0 2 63
Thajsko 1 3 2 123 Turkmenistén (5) 01 1 59
Madarsko 0 5 1 122 JAR 0 0 0 57
Slovensko 1 2 3 118  Makedonie 0 0 1 57
Turecko 0 4 1 117 Nizozemsko 0 0 0 57
Velka Britanie 0 4 1 117 Maroko 0 0 0 55
Bulharsko 0 4 1 116  Norsko 0 0 1 52
Ukrajina 1 2 2 114 Irsko 0 0 0 49
Bélorusko 0 3 2 111  Paraguay (4) 0 1 0 47
Mexiko 1 21 110  Dénsko 0 0 0 45
Argentina 0 2 2 109  Ekvador 0 0 1 40
Izrael 0 3 1 109  Malajsie 0 0 1 40
Australie 0 3 2 108  Tadzikistan 0 0 0 35
Singapur 0 2 3 100  Trinidad a Tobago 0 0 0 34
Francie 1 0 3 99  Venezuela (4) 0 0 0 34
Brazilie 0 0 6 96  Panama (4) 0 0 0 33
Kazachstan 0 1 4 95  Pakistan (5) 0 0 0 32
Svycarsko 1 1 0 95  Kirgizie 0 0 0 31
Gruzie 0 1 3 94  Salvador (3) 0 0 0 27
Litva 0 1 2 94  Bangladés (4) 0 0 0 22
Indie 0 0 5 92  Kypr 0 0 0 19
Arménie 01 1 90  Chorvatsko (2) 0 0 0 13
Slovinsko 01 3 90  Lucembursko (2) 0 0 0 12
Srbsko a Cerna Hora 0 0 5 88  Uruguay (2) 0 0 0 12
Finsko 0 0 4 86  Nigérie 0 0 O 11
Kostarika 01 2 86  Portoriko 0 0 0 11
Peru 01 1 85  Bolivie (2) 0 0 0 5
Bosna a Hercegovina 0 1 2 84  Kuvajt (4) 0 0 0 5
Rakousko 0 0 3 83  Saudska Arabie (4) 0 0 0 3
Svédsko 0 0 3 82  Lichtenstejnsko (1) 0 0 0 2
Estonsko 0 0 2 80 Mozambik (3) 0 0 0 0
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Pro tcastniky 47. MMO pripravili organizatotri hodnotny doprovodny
program. V ramci jednodenniho vyletu navstivili soutézici slovinska pri-
moftska letoviska Portoroz a Piran. Béhem zpatecni cesty do Ljubljané si
prohlédli svétoznamé aragonitové jeskyné Postojna, které jsou verejnosti
pristupné od roku 1818, a blizky Podjamsky hrad. Na zavér pobytu ve
Slovinsku absolvovali vsichni ucastnici 47. MMO spoleény jednodenni
vylet k Bledskému jezeru a do oblasti Julskych Alp. Dopoledni program
byl spojen s prohlidkou Bledského hradu, ktery se ty¢i piimo nad jezerem,
a kratkou prochazkou kolem tohoto jezera. Odpoledne pak stravili vsichni
ucastnici MMO ve znamém alpském stredisku Krangjska Gora a jeho okoli.
Béhem cesty bylo mj. mozno spatiit také vrcholky dvou nejvyssich hor
Julskych Alp, kterymi jsou Triglav a Skrlatica.

Slavnostni vyhlaseni vysledki 47. MMO se konalo 17. éervence v Pa-
laci kultury v Ljubljani (Cankarjev dom) za ucasti Dr. Janeze Potocnika,
evropského komisafe pro védu a vyzkum. Zavéreéného ceremonialu se z0-
castnili také predni predstavitelé spolecenského Zivota ve Slovinsku v ¢ele
s Dr. Milanem Zverem, ministrem $kolstvi a sportu Slovinska.

Hostitelskymi zemémi p¥istich olympiad budou Vietnam a Spanélsko.

Texty soutéznich aloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd ulohu navrhla)

1. Necht I je stied kruznice vepsané trojihelniku ABC a P jeho vnitini
bod, pro ktery plati

|xPBA| + |<PCA| = |xPBC| + |xPCB|.
Dokazte, ze |AP| = |Al|, pficemZ rovnost nastane, pravé kdyz P = I.
(Korea)
2. Necht P je pravidelny 2 006thelnik. Jeho thlop¥icka je lichd, jestlize jeji
koncové body déli hranici mnohotuhelniku P na dvé ¢asti, z nichz kazda
je tvorena lichym pocétem jeho stran. Kazda strana mnohothelniku P je
rovnéz licha.

Predpokladejme, Ze mmnohouhelnik P je rozdélen na trojihelniky
2003 thloptickami, z nichz zadné dvé se uvniti P neprotinaji. Urcete,
jaky je nejvétsi mozny poclet rovnoramennych trojihelniki, které maji
v uvazovaném rozdéleni mnohotihelniku P dvé liché strany. (Srbsko)

3. Urcete nejmensi realné ¢islo M takové, Ze nerovnost
lab(a? — b?) 4 be(b? — ¢2) + ca(c® — a®)| £ M(a® + b* + c*)?

plati pro vSechna redlna ¢isla a, b, c. (Irsko)
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4. Urcete vSechny dvojice (x,y) celych ¢isel, pro néz plati

(USA)

5. Nechf P je mnohoclen stupné n > 1 s celo¢iselnymi koficienty a k necht
je prirozené cislo. Uvazujme mnohoclen Q(z) = P(P(...P(P(z))...)),
kde P je v zapise pouzito k-krat. Dokazte, Ze existuje nejvyse n celych
¢isel t, pro néz plati Q(t) = t. (Rumunsko)

6. Kazdé stran¢ a konvexniho mnohothelniku P prifadime maximéalni
obsah trojihelniku, ktery cely lezi v P a jehoz jedna strana je a. Dokazte,
ze soucet obsaht prifazenych viem strandm mnohothelniku P neni mensi
nez dvojnasobek obsahu mnohothelniku P. (Srbsko)

Reseni soutéznich tloh

1. Oznacme velikosti vnitinich uhlu pti vrcholech A, B, C uvazovaného
trojuhelniku po radé «, 3, . Protoze soucet velikosti vSech ¢tyt thlu
v dané rovnosti je 8 + v, musi platit |[xPBC| + |xPCB| = (8 + 7),
takze |« BPC| = 180° — 1(8+7) = 90° + o Jak se snadno pfesvédéime,
stejnou velikost m4 i thel BIC' (obr. 52). Protoze P a I jsou vnitini body
trojuhelniku ABC' (lezi v poloroving BC'A), lezi body B, C, I a P na
téZe kruznici. Stfedem této kruznice je stfed M toho oblouku BC kruz-
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nice opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje vrchol A (to je znamé
tvrzeni, které snadno ovéfime dopocitanim thld v [rovnoramenném]| troj-
thelniku CTM). Pfitom bodem M prochazi i polopiimka AI, nebot je
to osa vnitfniho tthlu pii vrcholu A.

Tim je nerovnost |AP| 2 |Al| v podstaté dokdzana, protoze bod I ma
ze vSech bodu kruznice opsané trojuhelniku IBC od bodu A nejkratsi

vzdéalenost. Bezprostfedné to plyne z trojihelnikové nerovnosti v troj-
thelniku APM:

|AP| +|PM| 2 |AM| = |AI| + |IM| = |AI| + |PM]|.

Je tedy |AP| = |AI|, ptiCemZ rovnost nastane, pravé kdyz je P bodem
usecky AM, tj. praveé kdyz P = I.

2. (Podle Ondreje Budace, Slovensko.) Ozna¢me rovnoramenny trojihel-
nik jako lichy, pokud méa (pravé) dvé strany liché. (Je jasné, ze takovy
rovnoramenny trojihelnik ma licha ramena a ,sudou“ zdkladnu.)

Rozeberme nejprve specialni pripad. Misto vSech 2006 vrcholit mno-
hothelniku P budeme uvaZovat jen takovou ¢ast jeho hranice s n vr-
choly (n 2 2), ze krajni body pfislusného oblouku opsané kruznice svi-
raji se stfedem mnohothelniku P thel nejvyse 180° (tj. n < 1004).
Téchto n vrcholi tvori mnohothelnik X. Ozna¢me f(n) maximalni mozny
pocet lichych trojuhelniki, které mohou vzniknout popsanym rozdéle-
nim X neprotinajicimi se uhlopfickami na trojihelniky. Snadno ovérime,
ze f(2) =0, f(3) =1, f(4) =1, f(5) = 2, ... Dokdzeme matematickou
indukci, Ze

< |25

Prvni indukéni krok jsme uz uéinili. Predpokladejme, ze tvrzeni plati
pro kazdé n < k, a uvazujme oblouk obsahujici n = k+1 vrcholfi. Krajni
body tohoto oblouku ozna¢me A a B. Predpokladejme, ze mnohothel-
nik X je rozdélen thloprickami na trojuhelniky s maximalnim moznym
poétem lichych trojuhelnikii. Usecka AB je stranou néjakého trojihelniku
ABC v tomto rozdéleni.

Je-1i trojuhelnik ABC lichy, je AB vzhledem k podmince n < 1004
nutné jeho zakladna a BC', C'A jeho lichd ramena, takZze oblouk AB se
sklada ze dvou stejnych obloukt lichych délek (obr.53). Proto k = 2

163



(mod 4). Z indukéniho predpokladu tak dostavime

f(k+1)§1+2f(¥) §1+2F—M__22)_:_1.J _

:1+2[§J:1+2-%2:ﬁ: [(]H—;)*—l}

tvrzeni tedy platiipron =k + 1.

Obr. 53 Obr. 54

Pokud trojuhelnik ABC neni lichy, mame oblouky AC, CB s pocty
vrcholu p, ¢, pfi¢emz p +q =k + 2, p,q = 2 (obr.54). Je tudiz

fk+1) = fp)+ fla)=fp) + f(k+2-p) =
p—1 k+2—p—1
<[]+ E

2 2 =
< tp_l +k+2—p—1J _ {(kﬁ—l)—lJ
- 2 2 2
(vyuzili jsme zndmou nerovnost
lz] + ly] £ = +y], (1)

ktera plati pro libovolnd kladna ¢isla x, y). I v tomto ptipadé jsme tedy
tvrzeni pro n = k + 1 dokézali. Tim je dtikaz indukei ukoncen.

Vratme se ted k ptivodni tloze. V rozdéleni mnohothelniku P na
trojuhelniky uréité existuje trojihelnik ABC, ktery obsahuje (uvnitt ¢&i
na hranici) jeho stied S. Oblouky AB, BC, C'A obsahuji p, ¢, r vrchold,
pricemz p,q,7 <1004 a p+q+r =2006+3 = 2009. V piipadé, ze ABC
neni lichy, existuje v rozdéleni nejvyse

1)+ 1@+ 10 < |55+ |5+ |57 <

< {p—l+q~2~l+r~1J:1003

lichych trojthelnikd (opét vyuzivame nerovnost (1)).
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Je-li naopak ABC lichy, jsou prave dvé z cisel p, ¢, r sudd, bez jmy na
obecnosti predpokladejme, Ze jsou to p a ¢q. Potom je v rozdéleni nejvyse

e 7)+ s+ fe S B |+ | S =
< Pztre-2Erol g0
= 2

lichych trojuhelnik.

Ukazali jsme tedy, Ze maximdalni mozny pocet lichych trojuhelnik
je 1003. Tato hodnota sa d4 dosahnout, jak ukazuje obr.55 (po obvodé
pravidelného 2 006uhelniku ,,odfezeme” 1003 rovnoramennych trojuhel-
nickn s rameny tvorenymi sousednimi stranami mnohothelniku a zbytek
rozdélime libovolné).

Obr. 55

Jiné FeSeni. Podobné jako v predchozim feSeni rovnoramenny troj-
thelnik s dvéma lichymi stranami v rozdéleni mnohotuhelniku P jeho
thloprickami nazveme lichy.

Necht ABC je lichy trojuhelnik s lichymi stranami AB a BC. To
znamena, ze se jak mezi vrcholy A a B, tak i mezi vrcholy B a C na-
chazi lichy pocet stran mnohotihelniku P. Rekneme, Ze tyto strany patii
lichému trojuhelniku ABC.

Aspon jedna strana v kazdé z téchto dvou skupin nepatii zadnému ji-
nému lichému trojuhelniku, jehoz vrcholy lezi mezi vrcholy A a B, resp. B
a C. Kazdy takovy lichy trojihelnik ma totiz dvé shodné strany, takze do-
hromady existuje sudy pocet stran, které mu patii. Vylouc¢ime-li vSechny
strany patrici lichym trojuhelnikim v této ¢asti, musi zustat aspon jedna
strana, ktera nepatii zadnému z nich. Pfifadme tyto dvé strany (jednu
v kazdé z obou skupin) trojuhelniku ABC.

Kazdému lichému trojthelniku jsme takto priradili dvojici stran, pri-
¢emz zadné dva trojuhelniky nemaji pfifazenu stejnou stranu. Protoze
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takovych dvojic muzeme vytvorit nejvyse 1003, je to zaroven maximalni
mozny pocet lichych trojuhelniki. Tento pocet miuzeme dosahnout, jak
jsme uz ukazali v prvnim feSeni.

3. Uvazujme kubicky mnohoclen
P(t) = tb(t? — b%) + be(b* — ) + ct(c — t?).
Snadno nahlédneme, ze P(b) = P(c) = P(—b — ¢) = 0, proto plati
P(t) = (b— )t~ b)(t— Ot +b + <),

nebot koeficient pii ¢ je b — ¢. Levou stranu dokazované nerovnosti lze
tedy upravit na tvar

lab(a® — b?) + be(b? — c2) 4 ca(c® — a?)| = |P(a)| =
=|(a=b)(b——c)(c—a)a+b+c)|

Dana tloha je tak prevedena na problém nalézt nejmensi realné ¢islo M,
pro néz plati nerovnost

a=b)b—c)c—a)a+b+a)| £ M@+ +)2 (1)

Obé strany vztahu (1) jsou symetrické vyrazy v proménnych a, b, c.
Bez ijmy na obecnosti lze proto predpokladat, ze a < b < c. Na zéklade
tohoto predpokladu a uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometric-
kym primérem dostavame

—a c—b)\* c—a)?
(a=0)0 -0 = - ae-p s (L= =) _emeh g

kde rovnost nastane, pravé kdyz b — a = ¢ — b, tj. kdyz 2b = a + ¢. Déle
plati

(c—a)? _ ((b—a>+(c—b>>2< (b—a)* + (c—b)?
4 2 = 2 ’

Odtud snadnou Upravou dostaneme ekvivalentni nerovnost
3(c—a)? £ 2[(b—a)® + (c = b)* + (c — a)?], (3)
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v niZ také nastane rovnost, kdykoliv 2b = a + ¢. Ze vztaht (2) a (3) pak
plyne

(b= )a—b)a—c)(atb+o)l <
<

Vie—a)(a+b+c)? <

\/(2[(1) —a) (e b)?+ (e a)2]>3 (a+b+e)?=

(e~ a)*(a—c)(a+btc) =

RN

A
N

3
2

V3 V(@_@2+@—m2+@~@2

; Y.m+b+q2

Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priumérem konecné
dostaneme nerovnost pozadovaného tvaru:

(b~ c)a—b)a—)a+b+o) <
i?<@—aV+%c—bV+wc—aV+%a+b+cV>2

<
-2 4
%9@“w%m%2 (4)

Nerovnost (1) tedy plati pro M = %\/5, pri¢emz rovnost nastane, pravé
kdyz 2b = a + ¢ a soucasné

(b—a)?+ (c—0)%+ (c —a)?
3

=(a+b+c)
Dosazenim b = 3(a + ¢) do posledni rovnosti dostaneme
2(c —a)? = 9(a + ¢)°.
Rovnost ve (4) tudiz nastane, pravé kdyz soucasné plati
2b=a+c a (¢ —a)* = 18b°.

Volbou b = 1 dostaneme a = 1 — %\/5 ac= 1+%\/§. Je tedy M = % 2
skutecné nejmensi realné ¢islo, pro néz je dand nerovnost splnéna. Rov-
nost pak nastdva pro trojice (a,b,c) = (¢, t — %t\/ﬁ,t + %t\/i) a jejich

permutace, pri¢emz t je libovolné realné cislo.
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4. Pokud (z,v) je dvojice celych éisel, ktera vyhovuje dané rovnici, je
jejim feSenim také dvojice (z, —y). Staci se tedy omezit na y 2 0. Protoze
leva strana je vétsi nez 1, stac¢i uvaZzovat jen y = 2. Dale pro celodiselné
hodnoty z rozlisime tii pripady.

Je-li x zadporné celé ¢islo, plati

1< 14274 2%+! <1+%+}2-=2,
avSak pro zadné pfirozené &islo y neplati 1 < y? < 2. Neexistuje tedy
zadné teSeni dané rovnice, pro néz je z zaporné celé dislo.
Je-li x = 0, ma dand rovnice pravé dvé feSeni v oboru celych &isel.
Jsou jimi dvojice (0,2) a (0, —2).
Je-li @ prFirozené ¢islo, upravime danou rovnici na tvar

2°(1+ 2" = (y — 1) (y + 1). (1)

Odtud plyne, ze y je liché ¢islo. Ziejmé pravé jedno z dvou po sobé
jdoucich sudych ¢isel y — 1, y + 1 je délitelné ¢tyimi. Soucdin obou ¢&i-
sel na pravé strané (1) je tedy délitelny aspon osmi, a proto je x = 3.
Z rovnosti (1) plyne, 7Ze bud é&islo y — 1 je délitelné 277!, avsak neni
délitelné 27, nebo &islo y + 1 je délitelné 271, ale neni uz délitelné 2*.
Plati tedy y = 277 'm + ¢, kde m je nezadporné liché &islo a e € {—1,1}.
Dosazenim za y do (1) dostaneme

27(1 +2°t) = (2" Im 4+ £)? = 1 = 227 2m2 + 2%me.
Odtud plyne
1+ 27t =227 2,2 | e,

neboli
1 —me =2"2(m? - 8). (2)

Pro € = 1 musi byt m? — 8 < 0. Tuto nerovnost spliiuje jediné ne-
zaporné liché ¢slo m = 1, po dosazeni do (2) viak vyjde 0 = —7 - 2772
a tomu nevyhovuje zadné x.

Pro e = —1 mame 1 +m = 2°~2(m? — 8) = 2(m? — 8) (nebot z = 3).
Odtud po snadné tpravé dostaneme kvadratickou nerovnici

2m? —m — 17 £ 0.
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Této nerovnici vyhovuji pravé dvé nezaporna licha cisla, a to m = 1
a m = 3. Pro prvni z nich vSak v (2) dostaneme riizna znaménka. Pro
m = 3 vyjdou x = 4 a y = 23, ktera jsou fesenim dané rovnice.

Dana rovnice méa tedy celkem 4 feSeni. Jsou jimi nasledujici dvojice
celych ¢isel: (0,2), (0,—2), (4,23) a (4,—23).

Jiné FeSeni. Stejné jako v predchozim feSeni vyloucime moznost, Ze
by z bylo zaporné, a najdeme dvé feseni (0, 2), (0, —2) pro x < 2. Protoze
leva strana uvaZované rovnice je pro x 2 3 lich4, polozme y = 2k + 1,
kde k je prirozené. Po jednoduché upravé dostavame

27(1 + 27 = 4k(k + 1).

To znamend, Ze k/2%~2 nebo (k + 1)/2%~2 musi byt celé kladné éislo.

Jestlize je tedy k = 2% 2a pro vhodné piirozené a, dostaneme po
dosazeni do ptivodni rovnice a po tipravé rovnici a —1+2272(a% —8) = 0.
Ta zfejmé nema feSeni pro zadné prirozené a.

Podobné pro k = 2772a — 1 vyjde rovnice a + 1 = 2~ 2(a® — 8), kterd
miZe mit feseni jediné proa < 3 (proa =>4 jea? —824a—8>a+1).
Moznosti @ = 1 a a = 2 snadno vylou¢ime a pro a = 3 najdeme TeSeni
@ = 4. Dostavame tak dalsi dvé feSeni ptivodni rovnice: (4, 23) a (4, —23).

Jiné feSeni. Jak snadno zjistime, pro z < 2 ma dand rovnice jedina
dvé teseni (0,2), (0,—-2). Predpokladejme tedy, ze x = 3.
7 dané rovnice zfejmé plyne

22041 = (v2.27)" < y? < (14 V2 -27)°,

takze y = L\/i : 2”’J + 1. Protoze nejvétsi spoleény délitel éisel y — 1, y+1
je 2, vidime z jiz dfive odvozeného vztahu (1), ze pravé jedno z ¢isel y —1,
y+1 je délitelné mocninou 2!, To znamena, ze v dvojkové soustavé ma
¢islo y—1 zapis koncici x — 1 nulami nebo = —2 jednotkami a nulou (je y—
—1 = y+1—(10)3). Protoze v/2 ma v dvojkové soustavé rozvoj 1,01101 . . .
anasobeni mocninou 27 jen posouva ,,dvojkovou“ ¢arku o x mist doprava,
vidime, 7e cela ¢ast &sla v/2-2* mize mit pozadovany zépis jen pro = < 4.

5. Pro libovolna cela ¢isla a, b a libovolny mnohoclen P s celociselnymi
koeficienty plati a — b | P(a) — P(b). Jsou-li u, v celd ¢isla, pro néz plati
Q(u) = u a Q(v) = v (tzv. pevné body mnohoclenu Q), a pouzijeme-li
pro né vyse uvedeny vztah k-krat, dostaneme

w—v| P(u) ~ P(v) | P(P(u)) = P(P()) | ... | Q(u) — Qv) = u—v.
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Pro libovolné dva celociselné pevné body u, v mnohoclenu Q proto plati
lu—v| = |P(u) = P(v)]. (1)

Jsou-li ¢, u, v tfl navzdjem rtzné celodéiselné pevné body mnoho-
clenu @, pricemz t > u > v, plati pravé jedna z postupnych nerovnosti

P(t) > P(u) > P(v) nebo P(t) < P(u) < P(v). (2)

Kazdé jiné usporadani hodnot P(t), P(u) a P(v) vede totiz s ohledem
na (1) ke sporu.

Pripustme, Ze mnohoélen Q méa n + 1 celo¢iselnych pevnych bodu
to,t1,...,ty, pro néz plati tg > t; > ... > t,. Podle (2) je pak nutné bud

P(tyg) > P(t;) >...> P(t,), nebo P(ty) < P(t1) <...< P(t,).

Podle (1) plati pro ¢ = 1,2,...,n rovnost [tg — t;| = |P(to) — P(t;)|, coz
v prvnim ptfipadé vede k rovnosti tg — t; = P(to) — P(t;). UvaZme nyni
mnohoclen

R(z) = P(z) — P(to) + to — =,

ktery je stejné jako P stupné n, pritom vSak ma n + 1 redlnych kofenti
to,t1,...,tn. To je spor. Zcela analogickym zplusobem dojdeme ke sporu
i v druhém pripadeé.

Mnohoclen @ ma tedy nejvyse n celociselnych pevnych bodu. Tim je
dikaz hotov.

6. Nejdiiv dokazeme, Ze v libovolném konvexnim 2n-tthelniku s obsa-
hem S existuje strana AB a vrchol V tak, Ze obsah trojihelniku ABV
je aspon S/n.

Uhlopticky, jez rozdéluji 2n-uhelnik na dvé ¢asti se stejnym poctem
stran, budeme nazyvat hlavni. Pro libovolnou stranu a = AB uvazo-
vaného 2n-tthelniku oznac¢me A’, B’ piislusné ,protgjsi“ vrcholy obou
hlavnich thlopiicek AA’, BB’ a P jejich prusecik. Sjednoceni vsech 2n ta-
kovych trojihelniki ABP, A’B’P, jez dostaneme pro jednotlivé strany,
pokryva cely 2n-thelnik.

Je-li totiz X libovolny vnitini bod 2n-tihelniku, ktery nelezi na zadné
hlavni thlopti¢ce (body lezici na hranici a na hlavnich thloprickach po-
psanym sjednocenim ziejmé pokryté jsou), uvazujme posloupnost (orien-
tovanych) hlavnich thlopricek AA’, BB',CC", ..., pficemz B,C, ... jsou
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po sobé jdouci vrcholy lezici v opacné poloroviné uréené piimkou AA’
nez bod X. Bez ijmy na obecnosti necht bod X lezi ,nalevo” od AA’.
Pak se v této posloupnosti na misté s poradovym dcislem n + 1 na-
chézi thlopricka A’A, kterd ma bod X  napravo“. Proto v posloupnosti
A,B,C, ..., A existuji po sobé jdouci vrcholy K a L takové, 7e X lezi
ynalevo* od KK’, ale ,napravo“ od LL'. To vSak znamena, 7e X lezi
v trojuhelniku pfislusném strané K'L’ (obr.56). Trojthelniky piislusné
jednotlivym stranam tedy skutecné pokryvaji cely 2n-uhelnik. Soucet
jejich obsaht je proto aspon S.

!
p A
L
K
K’
C
A B
Obr. 56

7 predeslého vyplyva, ze existuji dvé protilehlé strany a = AB,
a' = A'B’ (pticemz AA’, BB’ jsou hlavni B
uhlopiicky protinajici se v bodé P) takové, A’
ze soufet obsahu jim prislusnych trojuhel-

niktt S(ABP) + S(A'B'P) je aspoti S/n. Bez P

Gjmy na obecnosti necht |PB| = |PB’|. Po- B’ A

tom (obr.57) Obr.57
S(ABA') = S(ABP) + S(PBA') 2

> S(ABP) + S(PB'A’) = S(ABP) + S(A'B'P) =z S/n.
Tim je tvodni tvrzeni dokazano.

Uvazujme nyni libovolny konvexni mnohothelnik P s obsahem S,
ktery ma m stran ai,...,a,, a pro kazdé i (1 < 7 £ m) oznacme S;
obsah nejvétsiho trojihelniku, ktery mé stranu a; a je cely obsazen v P.
Predpokladejme naopak, Ze tvrzeni ze zadani neplati, tj. Ze

mSi
— < 2.
2.5
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Potom existuji raciondlni éisla q1,. .., ¢, takova, ze

m S
Zqzt =2 a g> gl pro kazdé ;
i=1

stacl napriklad pro ¢ < m vzit za ¢; libovolné raciondlni ¢islo z intervalu

a polozit ¢, =2 — (@1 + ... + @m-1)-

Zapisme zlomky q1, ..., gy ve tvaru ¢; = k;/n, kde n je jejich spolecny
jmenovatel. Mame tedy > k; = 2n. Rozdélme kazdou stranu a; mnoho-
uhelniku P na k; shodnych usekt, vytvorime tak konvexni 2n-thelnik
s obsahem S (nékteré jeho vnitini thly mohou mit velikost 180°). Podle
tvrzeni, které jsme dokéazali na zacatku, existuje v tomto novém mnoho-
thelniku strana AB a vrchol V, pro néz S(ABV) =2 S/n. Je-li AB &asti
strany a; mnohouhelniku P (obr. 58), pak pro obsah trojihelniku T se
stranou a; a vrcholem V' dostavame

S(T)=ki - S(ABV) 2 k;-S/n=q;-S > Si,

coz odporuje volbé hodnot S;. Tim je tloha vyfeSena.

%

Obr. 58

Jiné feseni. Ke kazdému vrcholu A daného mnohothelniku existuje
na jeho hranici bod A’ tak, ze ise¢ka AA’ rozdéluje mnohothelnik na dva
mnohothelniky stejného obsahu. Pridame-li vSechny tyto body k vrcho-
Itim mnohotihelniku P, dostaneme mnohotihelnik P’ se stejnym obsahem,
jehoz nékteré vnitini ihly mohou byt 180°. Na tvrzeni ilohy to nema vliv
(staci si uvédomit, ze pokud je ABV néjaky trojuhelnik s maximalnim
obsahem prislusny strané AB ptvodniho mnohothelniku P, pak i kazdy
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trojihelnik s danymi dvéma vrcholy na strané AB bude mit maximalni
obsah, kdyz jeho tfetim vrcholem bude pravé vrchol V).

Jsou-li nyni A, B dva sousedni vrcholy mnohothelniku P’ a A’, B’
prislusné |, protéjsi vrcholy, pro néz usecky AA’” a BB’ rozdéluji mnoho-
thelnik P na dva mnohothelniky stejného obsahu, a P jejich prusecik,

maji trojuhelniky ABP a A’B’P stejny obsah. Plati tedy
|PA|-|PB| = |PA'|-|PB'|.

To ovSem znamend, ze je |PA| £ |PA'| nebo |PB| < |PB'|. V prv-
nim pripadé S(ABA') = S(APB) + S(PA'B) =2 25(ABP), v druhém
S(ABB') = S(APB) + S(APB') =2 2S(ABP). V kazdém piipadé je
tedy maximalni obsah trojuhelniku ptislusného strané A B roven nejméné
dvojnasobku obsahu trojuhelniku ABP. Stejné jako v prvnim feSeni neni
tézké ukazat, ze vSechny takové trojuhelniky ABP pokryvaji cely mno-
hotihelnik P” = P. Tim je tvrzeni dokazano.

Pozndmka. Soucet pritazenych obsaht muze byt pravé dvojnasobkem
obsahu mnohothelniku P. Plati to pro vSechny stfedové soumérné mno-
hotihelniky. (V takovém pfipadé ma stfed S mnohothelniku tu vlastnost,
7e maximalni obsah pfifazeny podle zadani tlohy kazdé strané AB mno-
hotihelniku je vzdy dvojnasobkem obsahu trojihelniku ABS.)
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