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51. mezinarodni matematicka olympiada

Padesaty prvni ro¢nik Mezinarodni
matematické olympiddy se uskutec-
nil od 2. do 14. ¢ervence 2010 v Ka-
zachstanu. Olympiddy se zucastnilo
522 soutézicich z 98 zemi, méné nez
v predchozim roce.

Ceské druzstvo tvoiili tito souté-
zicl: David Klaska z Gymnézia na
tr. Kpt. Jarose v Brné, Radek Mar-
cina z Gymnazia Christiana Dop-
plera v Praze, Miroslav Olsak z Gym-
nazia Budanka v Praze, Petr Rysavy
z Gymnazia Jaroslava Heyrovského
v Praze, Jachym Siykora z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze a To-
mas Zeman z Gymnéazia Jana Keplera v Praze. Vedoucim ¢eského druz-
stva a zastupcem Ceské republiky v mezindrodni jury byl dr. Martin
Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho za-
stupcem a pedagogickym vedoucim byl dr. Pavel Calabek z Prirodove-
decké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.

Kazachstan je devatou nejvétsi zemi na svété (co se tyce rozlohy)
a organizatori to dali ucastnikiim pocitit. Vedouci jednotlivych nérod-
nich druzstev zahajovali program v mésté Almaty (diive Alma-Ata, do
roku 1997 hlavni mésto Kazachstdnu). Po vybéru tloh a jejich prekladu
do néarodnich jazykt nésledoval asi tisicikilometrovy letecky presun do
soucasného hlavniho mésta Astany. Tam probéhlo 5. ¢ervence v Palaci
nezavislosti slavnostni zahajeni olympiady, kterého se zticastnil i kazassky
ministr Skolstvi a védy Zhanseit Tuimebayev. Zahajeni bylo velkolepé, ve
stylu nam dobre znamych estrad. Na pdédiu se vystfidalo nékolik folk-
l6rnich soubort oblecenych v bohatych kazasskych krojich, mistni ,,folk-
l6r-metalova“ kapela a zpévak se ,zlatym hlasem“. Nechybéla spolecna
pisen vsech vystoupivsich na zavér. Po zahajeni néasledoval pro vedouci
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delegaci pulhodinovy pfesun do hotelu. Pro soutézici byl presun osmiho-
dinovy (v autobusech), a to do détského tabora Baldauren, leziciho v pék-
ném prostredi ndrodniho parku, asi 250 km od Astany. Jiz o ptlnoci pred
soutézi se dostala vétsina fesitelt do svych pokoj, ti pribojnéjsi pak
dostali i veceri. Aby po takto ndroéném dni soutézici ndhodou nezaspali,
zajistili organizétori nasledujiciho (prvniho soutézniho) dne operativné
budicek na pil sedmou, coz se setkalo s velkym ohlasem.

V Baldaurenu se konala i vlastni soutéz, kterd jako vzdy probihala
ve dvou dnech, pficemz kazdy den soutézici fesili béhem ¢tyt a ptl ho-
diny t¥i tlohy. O bezpecénost soutézicich bylo vyborné postarano, tabor
stiezila policie a nikdo nesmél tam ani ven (k feSitelim nesméli ani pe-
dagogi¢ti vedouci, ktefi byli ubytovani oddélené). Také podminky méli
feSitelé v podstaté stejné: vsem byly odebrany vlastni rysovaci potieby
a kazdy z tcastniki dostal od organizatora pravitko a kruzitko. Pravda,
nékterd kruzitka méla misto tradi¢ni konstrukece s jednou $pici a jednou
tuhou Spice dvé, coz nékteri fesitelé nelibé nesli. Mnohym proto byla
tato novatorskd kruzitka vymeénéna za klasicka. O téchto vécech se jury
dozvidala na zacatku obou soutéznich dni v dobé vyhrazené na otazky
soutézicich (na jinych mezindrodnich olympiddach byva zvykem, Ze sou-
tézici pokladaji zejména otazky souvisejici s textem soutéznich tiloh).

Na této olympiddé doslo rovnéz k vyméné v cele Poradniho vyboru
(Advisory Board) mezindrodni matematické olympiddy, coz je organ,
ktery zajistuje fungovani mezinarodni olympiady, zvlasté pak jednd s témi
zemémi, které maji o pripadné usporadani této soutéze zajem. Kromé vy-
meény fadovych ¢leni vyboru nastala zména i v osobé predsedy: dlouho-
letého predsedu Jozsefa Pelikana z Madarska nahradil rusky matematik
Nazar Agachanov.

Dva dny pred ukonc¢enim olympiady vedouci i castnici spolecné na-
vstivili ,,dostihové® zavodisté. Nicméné hlavnim programem nebyly dosti-
hy, ale vystoupeni kazasské artistické skupiny, kterd na konich predvadéla
neuvéritelné dovednosti. Zvlasté srdce obdivovateld krasy koni zaplesalo
a zazitek z tohoto vystoupeni dal zapomenout na predchozi ptihody.

Slavnostni zakonceni olympiady se neslo v podobném duchu jako za-
hajeni, dostavil se vSak i kazassky premiér Karim Massimov. Na zavér
byla slavnostné predéna vlajka Mezindrodni matematické olympiady za-
stupctum hostitelské zemé pristi olympiady. Ta probéhne v Amsterdamu
v Nizozemi.

Ackoliv ¢eské druzstvo ziskalo v tomto roce celkem 84 bodii, coz je jen
o tfi body méné nez v roce predchozim, v celkovém poradi zemi to stacilo
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jen na 48. misto (proti ¢tyFicatému mistu na 50. MMO), coz nés i tak Fadi
do prvni poloviny soutézniho pole. V individudlnim hodnoceni dosahli
studenti David Klaska a Miroslav Olsdk shodnym bodovym ziskem na
bronzové medaile, Radek Marcina, Jaichym Sykora a Tomas Zeman ziskali
¢estnd uznani udélovana za alespon jednu bezchybné vyfeSenou tlohu.
Vsichni t¥i vyftesili bezchybné dokonce dvé tlohy, na bronzovou medaili
jim vSak bohuzel jesté jeden bod chybél.

V tradi¢né sledovaném cesko-slovenském duelu jsme tentokrat nasim
vychodnim bratriim podlehli (umistili se na déleném 39. misté). Zejména
stoji za zminku vykon talentovaného Martina Vodicky z KoSic, ktery coby
patnactilety ziskal zlatou medaili.

Zavérem lze Tici, ze organizatori vlozili do porddani olympiddy nemalé
usili a jesté vice financnich prostiredki, coz bylo patrno doslova na kazdém
kroku. Bud jak bud, tato olympiada zanechala u vSech ucastnik hluboké
zazitky, na které budou dlouho vzpominat.

V naésledujicim prehledu muzete zjistit celkové absolutni poradi jed-
notlivych ticastnik® ¢eského a slovenského druzstva:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23456
175.-187. David Klaska 710370 18 II1.
267.-313. Radek Marcina 700700 14 HM
175.-187. Miroslav Olsak 720 270 18 II1.
446.-461. Petr Rysavy 6 0000O0 6
267.-313. Jachym Sykora 700700 14 HM
267.-313. Tomas Zeman 70 07 00 14 HM
Celkem 41 3 02614 0 84
Body za tlohu Body Cena
Umisténi 1 23 456
200.-226. Ladislav Baco 7207 00 16 I11.
314.-337. Martin Bachraty 730300 13 HM
227.-266. Michal Hagara 700710 15 II1.
352.-366. Marian Hornak 710300 11 HM
367.-386. Jakub Konecny 7003 00 10 HM
42.-47. Martin Vodicka 7107 6 6 27 I.
Celkem 42 7 030 7 6 92
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V nésledujici tabulce uvadime neoficidlni poradi jednotlivych zemi.

—
—

III body

IT III body

CLR

Rusko

USA

Korea
Kazachstan
Thajsko
Japonsko
Turecko
Némecko
Srbsko

Italie
Vietnam
Kanada
Madarsko
Australie
fran
Rumunsko
Peru
Tchaj-wan
Hongkong
Bulharsko
Singapur
Ukrajina
Polsko
Velka Britanie
Uzbekistan
Belgie
Azerbajdzan
Novy Zéland
Francie
Indonésie
Chorvatsko
Mexiko
Gruzie
Brazilie
Indie

Recko
Nizozemsko
Argentina
Litva
Moldavsko
Slovensko
Svycarsko
Turkmenistan
Dansko
Spanélsko
Rakousko
Ceskd republika

CHOFRFOOHFHOOOOOOOOOOOOCOCOOOHNFHFORRREFRNORFRNNRFF /KN R WA WR D |-~

COHROFHROOFRHFFONNNNFEFNFEFWNWNARFNANNWWEFEDRWNEHRWWWWWANND WO

197
169
168
156
148
148
141
139
138
135
133
133
129
129
128
127
127
124
123
121
118
117
117
116
114
112
110
109
106
105
105
103
102

NHEFNNMNNMNWONWRNUTOFRFRFNRWRFEFRANWHNFRFWRWWHRFRNNRERNNFRFNNNNNOOOOOOO

Bélorusko
Mongolsko
Slovinsko

Sri Lanka
Izrael (5)
Malajsie
Portugalsko
Tadzikistan
Lotyssko

JAR
Makedonie
Bolivie
Arménie

Kypr

Estonsko
Kyrgyzstan
Kolumbie (4)
Kambodza
Maroko
Saudska Arébie
Bangladés (5)
Pobftezi slonoviny (5)
Island

Finsko

Svédsko
Filipiny (3)
Norsko
Ekvador
Trinidad a Tobago (5)
Portoriko (2)
Kostarika (3)
Panama (2)
Lucembursko (3)
Tunisko (2)
Syrie

Nigérie (5)
Kuba (1)
Paraguay (4)
Salvador (3)
Honduras (1)
Pékistan (5)
Irsko
Venezuela (2)
Guatemala (2)
Albénie (4)
Bosna a Hercegovina (4)
Cerné Hora (4)
Kuvajt (5)
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Texty soutéZnich tloh
(v zavorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Urcete vSechny funkce f: R — R splnujici

f(lzly) = f@) | f )]

pro libovolna realna z, y. (Symbol |z] znaé¢i nejvétsi celé éislo nepievy-
Sujici z.) (Francie)

2. Nechf I je stfed kruznice vepsané a k kruZnice opsané trojihelniku
ABC. Necht pifimka AI protind kruznici £ v bodé D (D # A). Déle
necht na oblouku BDC' je dan bod E a na strané BC bod F' tak, Ze plati

1
|xBAF| = |xCAE| < 5|¥BAC].

Konec¢né necht G je stfedem tsecky I F'. Dokazte, Ze prusecik piimek DG
a ET lezi na kruznici k. (Hongkong)

3. Necht N je mnozina vsech celych kladnych ¢isel. Urcete vsechny funkce
g:N — N takové, ze pro libovolna cela kladna m, n je ¢islo

(g(m) + n) (m + g(n))
druhou mocninou celého kladného &isla. (USA)

4. Uvnitf trojihelniku ABC je dan bod P. Piimky AP, BP a C'P proti-
naji kruznici k£ opsanou trojihelniku ABC po fadé v bodech K, L a M
(riznych od A, B, C). Te¢na ke kruznici k v bodé C protind piimku AB
v bodé S. Dokazte, ze pokud maji tsecky SC a SP stejnou délku, pak
jsou stejné dlouhé i isecky MK a M L. (Polsko)

5. V kazdé ze Sesti schranek By, Ba, B3, By, Bs a Bg je na poc¢atku jedna

mince. Se schrankami muzeme provadét nasledujici dvé operace:

1) Vybrat neprazdnou schranku Bj, kde 1 < j < 5, odebrat z ni jednu
minci a pfidat dvé mince do schranky Bj;.

2) Vybrat neprazdnou schranku By, kde 1 £ k £ 4, odebrat z ni jednu
minci a navzdjem vyménit obsahy (pfipadné prazdnych) schréanek
Byi1 a Byyo.

Rozhodnéte, zda je mozné pomoci koneéného poctu téchto operaci dosah-

nout toho, aby schranky By, By, B3, B4 a Bs byly prazdné a schranka

Bg obsahovala pravé 20102019°”° minef. (Piipominame, ze a®* = a(®").)

(Nizozemsko)
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6. Je dina posloupnost aq,as,as, ... kladnych realnych ¢isel. Necht s je
kladné celé ¢islo takové, ze pro vsechna n > s plati

ap, =max{ag +ap_r: 1<k Sn—1}.

Dokazte, Ze pak existuji kladna celd N al (I £ s) takové, ze a,, = aj+an—;
pro vSechna n = N. (Iran)

ResSeni soutéznich tloh
1. Dosazenim x = 0 do dané rovnosti po tpraveé dostaneme

f0)- (A= 1f())) = 0. (1)

Rozebereme dva pripady.
Jestlize f(0) # 0, pak z (1) plyne |f(y)] = 1 pro vSechna y € R.
Danou rovnost tak mizeme prepsat do tvaru

f(lz]y) = f(x) pro vSechna z,y € R

a po dosazeni y = 0 ziskdme f(z) = f(0) pro vSechna x € R. Funkce f je
tedy konstantni a vzhledem k rovnosti | f(y)| = 1 to musi byt konstanta
z intervalu (1,2). Snadno ovéfime, Ze vSechny funkce f(z) = c pro 1 =
< ¢ < 2 vyhovuji.

Predpokladejme déle, ze f(0) = 0. Dosazenim z = a, y = a, pfiCemz
0 < a < 1, dostaneme

0= f(0) = f(la)a) = f(a)|f(a)]-

Jestlize f(a) # 0, je | f(a)] =0, a po dosazeni x = 1, y = a do dané
rovnosti vyjde f(a) = f(1)[f(a)| =0, coz je spor. Je tudiz f(a) = 0 pro
vSechna 0 £ a < 1.

Necht z je libovolné realné ¢islo. Zrejmé existuje celé ¢islo m takové,
7e 0 < z/m < 1. Dosazenim x = m, y = z/m do piivodni rovnosti s vy-
uzitim predchoziho poznatku pro kazdé z € R dostaneme

f@=f(m- )= (1ml- 2) = som)- |1 (Z) ] =0

m

Je tedy f(x) =0 a snadno se presvédéime, Ze tato funkce vyhovuje.

Zdvér. Vyhovuji jen konstantni funkce f(z) = ¢, pficemz ¢ = 0 nebo
ce(1,2).

1 Staci m zvolit se stejnym znaménkem jako z a v absolutni hodnoté vétsi nez z.
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2. Prisecik pfimky AF' s kruznici k& (rtizny od A) oznacme K, prisecik
pfimek AI a BC ozna¢me L. Podle zadéni |« BAK| = |<CAE|, proto
maji tetivy BK, CE kruznice k stejnou délku a plati BC' || KE (obr. 52).

A
k
T I
G
BVF d \ /L MC
K IIII \V E
D
Obr. 52

Oznacme T prusecik primek DG a AF. Podle Menelaovy véty pro
trojihelnik AF'I a ptimku DG mame

|AT| |FG| |ID| B

TF| " [GI] DA~

L

odkud vzhledem k rovnosti |F'G| = |GI| po upravé plyne

|AT|  |DA|

TF = [ID] o

Protoze CT je osou uhlu trojihelniku ALC, déli jeho stranu AL v po-
méru |AI| : |IL| = |CA| : |LC|. Trojuhelniky ADC a CDL jsou po-
dobné, nebot se shoduji ve spoleéném thlu pii vrcholu D a z rovnosti
obvodovych thli plyne [« DCL| = |xDAB| = 1a = |¥DAC|. Je tedy
|CA| : |LC| = |DA]| : |DC|. Je zndmo, 7e |DC| = |ID|.? Podle (1) tak

mame
|AI| B |CA| B |DA| B |DA| B |AT|

|IL|  |LC| |DC| |ID| |TF|

2 To plyne napft. z toho, Ze trojuhelnik C'I D ma p¥i vrcholu C i pfi vrcholu I vnitini
thel velikosti %a + —é-'y, takze je rovnoramenny.
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coz znamend, ze T1 || FL. Odtud vzhledem k rovnobéznosti BC || KE
plyne I | KE.

Prusecik pfimky ET s kruzmici k (rizny od E) ozna¢me X a pru-
seCik piimek DX a AF ozna¢me T’ (obr.53). Protoze AD je osou
uhlu BAC a thly BAF, CAE maji podle zadani stejnou velikost, je

X A

TI

B F L C
K\""\V/ \E/

D
Obr. 53

také |« KAD| = |<DAE]|. Z rovnosti obvodovych 0hli nad tétivou DE
méame |<XDAE| = |xDXE|, proto

|xT'AI| = |xKAD| = |xDAE| = |xDXE| = |xT'X1I|,

a tak body 7', I, A, X lezi na jedné kruZnici. Z obvodovych thli nad
tétivami A a EA potom plyne

|XAT'I| = |xAXI| = |xAXE| = |¥AKE)|,

odkud 71 || KE.

Rovnobézka s primkou K E prochazejici bodem I vSak miize protinat
primku AF jen v jednom bodé. Proto je T = T’, pitimka DG je totozné
s DT” a bod X lezi na piimkach DG, EI i na kruZnici k, ¢imZ je tloha
vyTesena.

3. Vsechny funkce tvaru g(n) = n + ¢, kde ¢ je nezaporné celé ¢islo,
vyhovuji, protoze tehdy (g(m)+n)(m+g(n)) = (m+n+-c)?. DokdZeme,
ze zadna jina funkce nevyhovuje. Pouzijeme pti tom nasledujici tvrzeni:
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Jestlize p je prvocislo, k, | jsou prirozené éisla a p | g(k) — g(1), pak
plk—1.

Piedpoklddejme nejprve, ze p? | g(k) — g(I). Potom g(I) = g(k) +
+p?a pro néjaké celé &islo a. Vezméme dostateéné velké prirozené éislo d

(takové, ze pd > max{g(k),g(l)}), které neni ndsobkem p, a polozme
n = pd — g(k). Cisla

n+g(k)=pd a n+g(l)=pd+(g9(1) — g(k)) = p(d + pa)

jsou ob& nasobkem p, ale nejsou délitelna p?. Podle zadani jsou obé &isla
(9(k) + n)(g(n) + k) i (9(1) + n)(g(n) + 1) ¢tverce, a protoze jsou to
nasobky p, museji byt délitelna ¢islem p?. Odtud plyne, Ze oba &initelé
g(n) + k, g(n) + | museji byt ndsobky p, tedy

pl(g(n)+k)—(g(n)+1)=k—L

Zbyva pifpad, kdy p | g(k) — g(l) a zaroven p? { g(k) — g(l). Vezméme
stejné d a polozme n = p3d — g(k). Potom je g(k) +n = p3d délitelné
¢islem p? (ne vsak p?) a g(1) +n = p*d+(g(1) — g(k)) je délitelné &islem p
(ne vSak p?). Analogicky proto dostavame, Ze ¢isla g(n) + k, g(n) + 1
museji byt nasobky p a p | k — [. Tim je naSe tvodni tvrzeni dokazéno.

Vratme se k zadané 1loze. Predpokladejme, ze g(k) = g(I) pro néjaka
k,l € N. Podle uvedeného tvrzeni je potom k — [ délitelné libovolnym
prvocislem, coz je mozné jediné v pripadé k = [. Funkce g je tudiz prosta.

Podivejme se nyni na ¢isla g(k) a g(k+1). Protoze ¢islo (k+1)—k =1
neni délitelné zadnym prvocislem, nemize mit podle uvedeného tvrzeni
zadného prvocinitele ani ¢islo g(k + 1) — g(k), takze

lg(k+1) —g(k)[ = 1.

Oznaéme g(2) —g(1) = q € {—1,1}. DokdZeme matematickou indukci, Ze
g(n) = g(1) + (n — 1)g. Pro n = 1,2 to trividlné plati. Podle indukéniho
predpokladu pak pro n > 1 mame

g(1) + nq,
g(1) + (n — 2)q.

Protoze g(n + 1) # g(n — 1) = g(1) + (n — 2)q, je jedinou moznosti
g(n+1) = g(1) + nq a dikaz indukei je hotov.

Je tedy g(n) = g(1) + (n — 1)q. Uréité vSak ¢ # —1, jinak bychom
totiz pro n 2 g(1) + 1 dostali g(n) < 0, coz neni mozné. Je tedy ¢ = 1
ag(n)=g(1)+n—1=n+e¢, pficemz c=g(1) —1 2 0.

g(n+1)=g(n)iq=g(1)+(n—1)qiq={
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4. Bez tijmy na obecnosti necht bod S lezi na polopiimce AB. Z mocnosti
bodu S ke kruznici k plyne |SB| - |SA| = |SC|? = |SP|?, odkud vychazi
|SB| : |SP| = |SP| : |SA|. Trojihelniky SBP, SPA jsou tedy podobné
(dhel pfi vrcholu S maji spolecny a odpovidajici strany svirajici tento
tihel maji délky ve stejném poméru). Z této podobnosti a z vlastnosti
obvodovych thli nad tétivou BK (obr.54) médme dohromady®

|xSPB| = |xSAP| = |xBAK| = |xBLK|,

coz znamena rovnobéznost primek LK, PS.

Obr. 54

Oznacme O stied kruznice k. Tec¢ny ¢t a C'S kruznice k vedené krajnimi
body tétivy MC ziejmé sviraji s MC tuhly stejnych velikosti* (obr.54).
Stejnou velikost mé vsak i tthel CPS, nebof trojihelnik C'PS je podle
zadani rovnoramenny. Ze souhlasnych thlu tak dostavame PS || t. Do-
hromady mame

LK |PS|tLOM.

Tétiva LK je tedy kolma na polomér OM kruznice k, z ¢ehoz uz primo
plyne [IML| = |MK]|.

3 Rovnost |xSPB| = |xSAP| mtzeme odivodnit i takto: Protoze |SB| - |SA| =
= |SP|?, z mocnosti bodu S ke kruznici opsané trojihelniku ABP plyne, ze SP
je te¢nou této kruznice. Rovnost thli SPB a SAP je tedy rovnosti tsekového
a obvodového thlu, jez oba pfisluseji tétivé BP této kruznice.

4 Jsou to doplitky do 90° k thlim pfi zékladné rovnoramenného trojihelniku M CO.
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5. Odpovéd na otazku ze zadani je ,Ano“. UkéZeme, jak postupovat,
abychom dosahli ve schrankach pozadovaného poc¢tu minci. Pro jednodu-
chost budeme kazdou konkrétni situaci, tj. kolik se pravé naléza minci
v jednotlivych schrankéach, oznacovat Sestici ¢isel (kazdé z ¢isel bude od-
povidat poc¢tu minci v prislusné schrance).

Na zacatku tedy mame Sestici (1,1,1,1,1,1) (v kazdé schrance je
jedna mince). Posloupnosti dovolenych operaci chceme dosahnout Sestice
(0,0,0,0,0,20102019°"**) Nejdiive pfipomeiime, co pfesné s mincemi do-
volené operace ¢ini. Prvni operaci vybereme ze schranky jednu minci, tu
»rozdvojime®“ a obé vzniklé mince dame do schranky vpravo. Pri druhé
operaci vybereme ze schranky jednu minci, tu ,zahodime“ a vyménime
obsah dvou schranek nalézajicich se bezprostiedné vpravo od schrénky,
z niz jsme minci vybrali.

Postupovat mizeme napiiklad nasledovné. Nejdrive pouzijeme prvni
operaci na 5. schranku (v 5. schrance tedy jedna mince ubyde a do 6. dvé
pribydou):

(1,1,1,1,1,1) — (1,1,1,1,0,3).
Nyni pouzijeme druhou operaci na 4. schranku, odebereme tedy minci ze
4. schranky a vyménime mince mezi 5. a 6. schrankou:

(1,1,1,1,0,3) — (1,1,1,0,3,0).
Totéz postupné zopakujeme pro 3., 2. a 1. schranku (ubereme minci a vy-
ménime obsah schranek napravo):

(1,1,1,0,3,0) — (1,1,0,3,0,0) — (1,0,3,0,0,0) — (0,3,0,0,0,0).

Tak se ndm podarilo vyprazdnit vSechny schranky az na jednu, kde zi-
staly tfi mince. Protoze chceme do jediné schranky dostat ,obrovsky“
pocet minci, ukdZeme nyni, jak dosahnout vétsiho poc¢tu minci v jediné
neprazdné schrance (nechdvame na ¢tenéfi, aby ovéril, ze jde o dovolené
operace):

(0,3,0,0,0,0) — (0,2,2,0,0,0) — (0,2,1,2,0,0) — (0,2,0,4,0,0) —
— (0,1,4,0,0,0) — (0,1,3,2,0,0) — (0,1,3,1,2,0) — (0,1,3,0,4,0) —
—(0,1,2,4,0,0) — (0,1,2,3,2,0) — (0,1,2,2,4,0) — (0,1,2,1,6,0) —
- (0,1,2,0,8,0) — (0,1,1,8,0,0) — (0,1,1,7,2,0) — (0,1,1,6,4,0) —

- (0,1,1,5,6,0) — (0,1,1,4,8,0) — (0,1,1,3,10,0) —
- (0,1,1,2,12,0) — (0,1,1,1,14,0) — (0,1,1,0,16,0) —
- (0,1,0,16,0,0) — (0,0,16,0,0,0).
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Podafrilo se nam tedy trojku zvétsit na ¢islo 16. VSimnéme si ptitom
posloupnosti Sestic od 5. po 23. Ze Sestice (0,1,4,0,0,0) jsme dostali Ses-
tici (0, 1,0,16,0,0) a pfitom jsme viibec nezasahovali do prvni, druhé ani
Sesté schranky (pocty minci se v nich neménily). Dostali jsme tak vlastné
z trojice (4,0,0) trojici (0,16,0) = (0,2%,0). Néco takového lze udélat
obecné: Jestlize a je kladné celé ¢islo, dovedeme z trojice (a,0,0) (tedy
ze tii po sobé jdoucich schranek bez zasahovani do ostatnich) vytvorit
trojici (0,2%,0), a to nasledujicimi kroky (posloupnost operaci, kdy jen
vsechny mince z jedné schranky pomoci prvni operace ,rozdvojujeme® do
sousedni schranky vpravo, zapiSeme jako jeden krok, ktery znazornime
znakem ,=“):

(@,0,0) = (a—1,2,0) = (a—1,0,4) — (a — 2,4,0) =
= (a—2,0,8) > (a—3,8,0) = (a — 3,0,16) — (a — 4,16,0) =
= (a—4,0,32) - (a—5,32,0)= ... »(a—(a—1),2°71,0)=>
= (a—(a—1),0,2%) — (a —a,2%,0) = (0,2%,0).
Vratme se k Sestici (0,0, 16,0, 0, 0), jiz jsme dostali v predchozim odstavci.
Budeme pokracovat dél, pricemz posloupnost krokt, kdy z néjaké trojice
(a,0,0) vyrobime trojici (0,2%,0), budeme zkracené oznacovat ,~“:
(0,0,16,0,0,0) — (0,0,15,2,0,0) ~ (0,0,15,0,22,0) —
— (0,0,14,22,0,0) ~ (0,0,14,0,2%°,0) — (0,0,13,22°,0,0) ~
2 2
~ (0,0,13,0,22°,0) — (0,0,12,22°,0,0) ~ ... —

Ve ¢tvrté schrance uz mame obrovské ¢islo, které pro zjednoduseni dal-
w7 7’ . v/ vz . v Viv7z v v 2010
$tho zapisu oznaéime Pyg. Toto &islo je uz vétsl nez éislo 20102010
zadani. Je totiz

ze

2
Pi=2 P,=22=4, P;=22=24=16, P,=22 =216 -65536

a uz nasledujici ¢islo P5 = 265936 m4 19729 ¢&islic. Mnoho &islic vak
s s V2 2010 7’ . v F v 7 e o 4
mé i éislo 201020107 které pro zjednoduseni ozna¢ime A. Dokazat, Ze

Pig je vétsi nez A, musime proto jinak. Forméalni dikaz muze vypadat
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nasledovneé:
2010 2010 2010 2010
A= 20102010 < 20482010 — (211)2010 — 211~2010 <

< 22010.20102010 _ 220102011 < 220482011 _ 2(211)2011 _ 2211-2011 _

22121 32768 gl5 216 2222
=22 = 9P =22 <22 =9 =P;< P

Vsechny uvedené nerovnosti jsou ziejmé. Zbyva uz jen dokoncit pfeménu
Sestice (0,0,0, Pyg,0,0) na Sestici (0,0,0,0,0,A). K tomu sta¢i mnoho-
krat pouzit na ¢tvrtou schranku druhou operaci, pricemz budeme stéle
»ménit“ obsahy prazdné paté a Sesté schranky, takze se kromé snizovani
poctu minci ve ¢tvrté schrance nebude nic dit. Budeme to délat az do
okamziku, kdy dostaneme Sestici (0,0,0, A/4,0,0) (zfejmé ¢islo A je dé-
litelné Gtyfmi a A/4 < A < Pyg, takze takovouto Sestici lze opravdu
dostat). Nakonec uz jen opakované pouzijeme prvni operaci nejdfive na
¢tvrtou a poté na patou schranku, az dostaneme

(0,0,0,A/4,0,0) = (0,0,0,0,A/2,0) = (0,0,0,0,0, A).
Tim je tloha vyteSena.

6. (Podle Martina Vodicky z Kosic.) Podle zadani pro libovolné n > s
plati a, = a; + a;, pfi¢emz i < j = n — i. Ukdzeme nejprve, ze lze najit
dokonce takovy rozklad, v némz i < s. Kdyby totiz bylo a,, = a;, + a;,,
kde 7; > s, bylo by podle zadani a;, = a;, + a;,, pfiCemz iy + j2 = i1,
tedy iz < i1, a navic zfejmé aj,44, = aj, + a;,, protoze jo + ji1 > iy > s.
To znamena, zZe
an = G, + aj, = Qiy + aj, + aj, g @i, + Ajy+j1s
ale protoze n = i + (j2 + j1), plati a, 2 a;, + aj,+j,, tedy nutné a, =
= a;, +a;,+;, - Kdyby poidd jesté bylo i3 > s, mohli bychom celou tivahu
zopakovat a najit ig < ip takové, Ze a, = i, + @j344,+5, atd. ProtoZe
proces ,zmensovani“ nemiize probihat donekonecna, najdeme tak index
i =1, < s takovy, Ze an = a;, + Qj, 4. 4j; -
Je jasné, ze pokud j > s, i1,...,4. S s, n=3j+141 + ...+ i, pak

angaj+ail+...+air, (1)

nebof
aj + i, S @jyi,

Qjtiy T Ciy S Qg+

Qjtiy 4o dip—r T Cip = Qjtir 4. +4i, = On-

Il
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Vezméme nyni takovy index i € {1,...,s}, pro néjz je hodnota
a;/i maximalni (jestlize je takovych vice, vezmeme libovolny z nich),
a oznacme ho [. Ukazeme, ze toto [ ma spolu s vhodnym N vlastnost
pozadovanou zadanim tlohy.

Zapisme ¢islo a,, (pro libovolné n > s) s opakovanym vyuzitim tvod-
niho tvrzeni ve tvaru

Un=ai, +Qj, =ai, + 8, +aj, =...=a;, +...+a;. +a;, (2)

pfi¢emz iy,...,ir < s, jr > s a a;j, uz se da rozlozit na soucet dvou
¢lent posloupnosti s obéma indexy nejvyse rovnymi s. (S rozkladem na
soucet tedy skonc¢ime pravé o jeden krok driv, nez dostaneme vSechny
indexy nejvyse rovné s. Pripoustime i moznost » = 0 neboli j,. = n, coz
by znamenalo, ze uz prvni rozklad a,, = a;, + a;, spliioval i; < j; < s.)
Jestlize se v souctu (2) mezi hodnotami {iq,...,7,} nalézd né-
ktery index ¢ aspon [-krat, nahradime [ jeho vyskytiu i vyskyty in-
dexu [. Dostaneme tak mnozinu indext {7},...,7,}, pfiemz zfejmé
ih+...+1i, =i1+...+1i,. Protoze a;/l 2 a;/i, mdme i-a; 2 1-a;, takze

an =a;; +...+ai, +a;, Say +...+ay, +a;,.
Podle (1) vSak plati i opacnd nerovnost, proto
an = aj, +"'+ai’,/ + aj,.,
pfi¢emz aspon jeden z indexi 4}, ..., i., je roven [.

Samoziejmé pro dostatecné velké n se v souctu (2) néjaky index musi
nachdzet aspori [-krat; staci vzit napiiklad n > s%(l — 1) +2s = N.% Pro
kazdé n > N proto umime a,, zapsat ve tvaru (po preusporadani index)

an:al+ai/2+...+ai/r,+a]—r. (3)
Podle (1) (jestlize n nahradime hodnotou n — [) vSak mame
An—1 2 Gy + ...+ ay, +aj,,

odkud podle (3) plyne a,, < a; + ay,—;. Ze zadani trividlné plati a,, = a; +
+ ap—;, takze musi byt a,, = a; + an_;.

5 Ruznych indexl je jen s, zaroven j, < 2s, a kdyby i bylo vsech po [ — 1, méli

bychomn=1i1+...+ir+5r S (1+2+...+8)(—1)+25s X s2(1—1)+2s < n,
COZ je spor.
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