60. ro¢nik Matematické olympiady na stfednich Skolach

Kategorie C

In: Zdenék Dvortak (editor); Zbynék Falt (editor); Karel Horak (editor); Peter
Novotny (editor); Martin Panék (editor); Jaromir Simsa (editor); Jaroslav
Svréek (editor); Pavel Topfer (editor): 60. ro¢nik Matematické olympiady na
stfednich Skolach. Zprava o feSenf tloh ze soutéze konané ve Skolnim roce
2010/2011. 52. Mezindrodni matematicka olympidda. 5. Stfedoevropska
matematicka olympidda. 23. Mezinarodni olympidda v informatice. (Czech).
Olomouc: Univerzita Palackého v Olomouci, 2015. pp. 29-43.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/405212

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/405212
http://dml.cz

Kategorie C

Texty tloh

cC-1-1

Lucie napsala na tabuli dvé nenulova c¢isla. Potom mezi né postupné
vkladala znaménka plus, minus, krat a déleno a vsechny ctyti priklady
spravné vypocitala. Mezi vysledky byly pouze dvé rtizné hodnoty. Jaka

dvé ¢isla mohla Lucie na tabuli napsat? (Peter Novotni))
C-1-2

Dokazte, ze vyrazy 23z + y, 192 + 3y jsou délitelné ¢islem 50 pro stejné

dvojice prirozenych &isel z, v. (Jaroslav Zhouf)
C-1-3

Maéme c¢tverec ABCD se stranou délky 1cm. Body K a L jsou stfedy
stran DA a DC. Bod P lezi na strané AB tak, ze |BP| = 2|AP|. Bod
Q lezi na strané BC tak, ze |CQ| = 2|BQ|. Usetky KQ a PL se proti-
naji v bodé X. Obsahy c¢tyruhelniki APXK, BQXP, QCLX a LDKX
ozna¢ime postupné Syu, Sg, Sc, Sp (obr. 1).
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a) Dokazte, ze Sp = Sp.
b) Vypoctéte rozdil Sc — S4.
c) Vysvétlete, pro¢ neplati Sy + Sc = S + Sp. (Peter Novotny)

C-1-4

Ve skupiné n zaka spolu nékteri kamaradi. Vime, ze kazdy m& mezi
ostatnimi aspon ¢tyri kamarady. Ucitelka chce zaky rozdélit do dvou nej-
vyse ¢tyrélennych skupin tak, ze kazdy bude mit ve své skupiné alespon
jednoho kamaréda.
a) Ukazte, ze v pripadé n = 7 lze zéky pozadovanym zptsobem rozdélit.
b) Zjistéte, zda lze zaky takto rozdélit i v pripadé n = 8.

(Tomas Jurik)

C-1-5
Dokazte, ze nejmensi spolecny nasobek [a,b] a nejvétsi spoleény délitel
(a,b) libovolnych dvou kladnych celych ¢isel a, b spliiuji nerovnost
a-(a,b)+0b-[a,b] = 2ab.

Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

C-1-6

Je dan lichobéznik ABCD. Stied zékladny AB ozna¢me P. Uvazujme
rovnobézku se zdkladnou AB, ktera protind usecky AD, PD, PC, BC
postupné v bodech K, L, M, N.
a) Dokazte, ze |KL| = |MN|.
b) Urcete polohu piimky KL tak, aby platilo i |K'L| = |LM]|.

(Jaroslav Zhouf)

C-S-1

Po okruhu béhaji dva atleti, kazdy jinou konstantni rychlosti. Jestlize bézi
opa¢nymi smeéry, potkavaji se kazdych 10 minut, jestlize bézi stejnym
smérem, potkavaji se kazdych 40 minut. Za jakou dobu ubéhne okruh
rychlejsi atlet? ( Vojtech Bdlint)
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C-§-2

Je dan ctverec se stranou délky 6 cm. Najdéte mnozinu stredtt vsech pti-
cek ctverce, které ho déli na dva ctyrihelniky, z nichz jeden ma obsah
12 cm?. (Pfickou étverce rozumime tsecku, jejiz krajni body lezi na stra-
néch ¢tverce.) (Pavel Leischner)

c—-5-13

Necht z, y jsou kladna celd ¢isla takova, ze obé cisla 3z +5y a 5z + 2y jsou
délitelnd c¢islem 60. Zduvodnéte, proc¢ cislo 60 déli také soucet 2z + 3y.
(Jaromir Simsa)

c-n-1

Na tabuli jsou napsana pravé tfi (ne nutné riznd) redlnd c¢isla. Vime, ze
soucet libovolnych dvou z nich je tam napsén také. Urcete vSechny trojice
takovych Cisel. (Jan Mazak)

C-1n-2

Najdéte vSechna kladna cela ¢isla n, pro ktera je ¢islo n? 4+ 6n druhou
mocninou celého ¢isla. ( Vojtech Balint)

c-n-3

Lichobéznik ABC'D ma zakladny AB a C'D po fadé délek 18cm a 6 cm.
Pro bod E strany AB plati 2 |AE| = |EB|. Tézisté K, L, M trojihelnika
po fadé ADE, CDE, BCE tvori vrcholy rovnostranného trojuhelniku.
a) Dokazte, ze pifimky KM a C'M sviraji pravy thel.

b) Vypoctéte délky ramen lichobézniku ABCD. (Pavel Caldbek)

cC-n-14

Necht z, y, z jsou kladna realna cisla. Ukazte, ze Cisla x +y + 2z — xyz a
xy + yz + zx — 3 nemohou byt zdporna soucasneé.
(Stanislava Sojdkova)
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Reseni dloh

C-1-1

Oznac¢me hledana ¢isla a, b. Protoze b # 0, je nutné a + b # a — b. Kazdé
z ¢isel a-b, a : b je proto rovno bud a+ b, anebo a —b. Staci tedy rozebrat
¢tyti pripady a v kazdém z nich vyfTesit soustavu rovnic. Ukazeme si
trochu dimyslnéjsi postup.

Kdyby platilo

a+b=a-b a a—-b=a:b

anebo
a+b=a:b a a—b=a-b,

vynasobenim rovnosti bychom v obou piipadech dostali a? —b* = a?, coz

odporuje podmince b # 0. Proto jsou ¢isla a - b a a : b bud obé rovna
a + b, anebo obé rovna a — b. Tak ¢i tak musi platit a - b = a : b, odkud
po tpravé a(b? — 1) = 0. Protoze a # 0, nutné b € {1, —1}.

Pokud je tedy b = 1, jsou ctyri vysledky postupné a + 1, a — 1, a, a,
coz jsou pro libovolné a tfi rtizné hodnoty.

Pro b = —1 dostavame vysledky a — 1, a + 1, —a, —a. To budou dvé
ruzna cisla, praveé kdyz a —1 = —a anebo a+ 1 = —a. V prvnim pripadeé

dostavame a = %, ve druhém a = —1.

2
Lucie mohla na zac¢atku na tabuli napsat bud cisla % a —1, anebo

¢isla —1 a —1.

C-1-2

Pfedpoklddejme, Ze pro dvojici pfirozenych ¢isel z, y plati 50 | 23z + y.
Potom pro néjaké prirozené cislo k plati 23z + y = 50k. Z této rovnosti
dostaneme y = 50k — 23z, tedy 19z + 3y = 19z + 3(50k — 23z) = 150k —
— 50x = 50(3k — z), takze ¢islo 19z + 3y je rovnéz nasobkem ¢isla 50.

Podobné to funguje i z druhé strany. Jestlize pro néjakou dvojici priro-
zenych ¢isel z, y plati 50 | 192+ 3y, je 192+ 3y = 501 pro néjaké prirozené
¢islo . Z této rovnosti vyjadiime ¢islo y; dostaneme y = (500 — 19z)/3
(dalsi postup by byl podobny, i kdybychom vyjadfili  misto y). Po do-
sazeni vyjde

500 — 19z 69z + 500 — 19z 50 (x4 1)
3 - 3 B 3 '

23z +y =23z +
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O vysledném zlomku vime, Ze je to pfirozené éislo. Citatel toho zlomku je
délitelny ¢islem 50. Ve jmenovateli je jen ¢islo 3, které je s 50 nesoudélné,
proto se ¢islo 50 nema s ¢im ze jmenovatele zkratit, tudiz ¢islo 23z + y
je délitelné 50.

Jiné FeSeni. Zfejmé 3 - (23z + y) — (192 + 3y) = 50z, proto jestlize
50 déli jedno z cisel 23x + y a 19z + 3y, déli i druhé z nich.

C-1-3

a) Ctyithelniky ABQK a DAPL jsou shodné (jeden z nich je obra-
zem druhého v otoceni 0 90° se stfedem ve stiedu ¢tverce ABCD). Proto
maji i stejny obsah, tedy Sa + Sp = Sa + Sp. Z toho hned dostavame
Sp = Sp.

b) Snadno se ndm podaii vypocitat obsah pravouhlého lichobézniku
ABQK, nebot zname délky zakladen i vysku. Dostaneme S4 + Sp =
= (1 +1) 1 =2 cm? Podobné vypoétem obsahu lichob&zniku PBCL
dostaneme Sc + Sp = (3 + 2) - 3 = 5 cm?. Odectenim prvni ziskané

rovnosti od druhé dostévéme Sc — Sy = 5 — & = & cm?.

¢) Nerovnost mezi obsahy S4 +Sc a Sg+ Sp (jejichz pfimé vypocty
jsou nad sily zéku 1. ro¢éniku) mizeme zduvodnit ndsledujicim zptisobem.
Soucet téchto dvou obsahti je 1cm?, takze se nerovnaji, pravé kdyz je

jeden z nich mensi nez %cm2. Bude to obsah Sp + Sp (rovny 2Sp, jak

uz vime), kdyz ukdzeme, ze obsah Sp je mensi nez %cmz. Udéldme to
tak, ze do celého ¢tverce ABC'D umistime bez prekryti Ctyfi exemplare
dotyéného ¢tyitihelniku PBQX . Jak, to je patrné z obr. 2, kde M, N znaci

sttedy stran BC, AB a R, S body, jez déli strany CD, DA v poméru 1 : 2.

Obr. 2
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Jiné feSeni Césti ¢). Tentokrat misto nerovnosti Sg + Sp < %ch

dokazeme ekvivalentni nerovnost S4 + Sc > %ch. Proto se pokusime
,premistit* ¢tyiuhelnik APX K tak, aby lezel pfi ¢tyftihelniku XQCL
a aby se jejich obsahy daly i geometricky secist. Uhly AKQ a DLP jsou
shodné a |AK| = |DL|, proto muzeme ¢tyithelnik APXK piemistit
ve ¢tverci ABCD do jeho ,rohu“ D tak, ze se ke ¢tyfihelniku XQCL
,primkne® podél strany LX svou stranou LY, kde Y je prusecik tsecek
SM a PL z pivodniho feSeni (obr.3). Obsah S4 + S¢ je pak obsahem
Sestitthelniku DSYXQC'. Proc je vétsi nez % cm?, 1ze zdiivodnit napiiklad
takto:

Usecka spojujici bod L se stfedem U usecky K@ protne tsecku SM
v jejim stiedu V. Ctyfthelnik UQMYV ma obsah rovny poloviné obsahu
rovnobézniku K QM S, tedy rovny obsahu trojihelniku KM S. Proto mé
Sestithelnik DSVUQC obsah rovny obsahu ¢étyfuhelniku KMC D, tj.
poloviné obsahu ¢tverce ABCD. Obsah S4+S¢ je jesté vétsi, a to o obsah
¢tyFahelniku XUVY. Je tedy vskutku Sy + S¢ > 3 cm?.

C-1-4

a) Jediny zpusob, jak rozdélit 7 zaki na dvé nejvyse ¢tyicélenné skupi-
ny, je mit jednu trojclennou a jednu ¢tytrélennou skupinu. Kazdy zék ze
¢tytclenné skupiny pritom bude mit ve své skupiné kamarada pri jakém-
koli rozdéleni, protoze se nemiize stat, ze by vsichni jeho kamaradi byli
v trojclenné skupiné (jsou aspon Ctyfi).

Takze staci rozdélit zaky tak, aby kazdy v trojc¢lenné skupiné v ni mél
kamardda. Proto do ni dame kteréhokoli ze zdkt a k nému nékteré dva
jeho kamarady.

b) Vezméme si jakékoli rozdéleni 8 zaki na dvé ¢tyiclenné skupiny
(skupiny s jingym poctem zdkt nepripadaji v Gvahu). Jestlize toto rozdé-
leni nevyhovuje ucitel¢iné zdméru, mame néjakého zaka X, jenz je zle
zarazen — ma vSechny své ¢tyti kamarady A, B, C, D ve druhé skupiné.
Ukéazeme, ze umime vymeénit X a nékterého ze zaku A, B, C, D tak, ze
celkovy pocet zle zafazenych zakt v nové vzniklych skupinach se oproti
puvodnimu stavu zmensi.

Po libovolné ze ¢ty vymeén prichazejicich do ivahy prestane byt X
zle zafazen a vsichni tfi zaci, ktefi se s nim octnou ve skupiné, budou
dobie zafazeni, nebot jsou to jeho kamaradi. Zaci K, L, M, ktefi byli pred
vymeénou ve skupiné s X, mohou byt po vyméné zle zarazeni jen tehdy,
pokud byli zle zafazeni i predtim (nebot X neni kamarddem ani jednoho
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z nich). Protoze zdk K ma ¢tyfi kamarddy a nekamaradi se s X, musi
mit aspon jednoho kamarada Y i ve skupiné obsahujici zéky A, B, C, D.
Pravé tento zak Y se hodi pro zamyslenou vyménu s zdkem X, nebot po
ni i on bude mit ve své nové skupiné kamarada — totiz zaka K.

Ukézali jsme tedy, ze vyménou zaki X a Y pocet zle zarazenych
zaku klesne. Dostaneme néjaké nové rozdéleni; jestlize v ném je aspon
jeden zdk zle zatazen, mizeme zopakovat predchozi postup a opét snizit
pocet zle zarazenych zakl. Po nejvyse osmi krocich dostaneme rozdéleni,
v némz uz nejsou zadni zle zarazeni zaci.

Jiné FeSeni ¢dsti b). Uvazujme vSechna moznd rozdéleni osmi zaku
do dvou ¢tyfélennych skupin. Rozdéleni, kde nékdo nema ve své skupiné
zadného kamardda, budeme nazyvat zld, zbyla budou dobrd.

Kolik je zlych rozdéleni? Jestlize ma zdk X aspon pét kamaradi,
aspon jeden z nich musi byt v jeho skupiné. Jestlize ma zak X jen Ctyti
kamarddy a jsou-li vSichni ve druhé skupiné, mame jen jedno jediné rozdé-
leni s touto vlastnosti. Celkové tedy k danému zakovi X existuje nejvyse
jedno rozdéleni, jez je zlé. Za X muizeme vzit jednoho z 8 riznych zaki,
proto zlych rozdéleni je nejvyse 8 (nékterd moznd pocitdme vickrat). Pri-
tom vsech rozdélenf je (5) = 35, tedy aspofi 27 z nich je dobrych.

C-1-5

Nerovnost by bylo lehké dokédzat, kdyby néktery ze dvou séitanct na levé
strané byl sim aspon roven pravé strané. Cislo [a, b] je zjevné nasobkem
¢isla a.

Jestlize [a, b] = 2a, pak b[a, b] = 2ab a v dané nerovnosti plati dokonce
ostrd nerovnost, nebot ¢islo a(a,b) je kladné.

Jestlize [a,b] < 2a, tak nezistdva jind moznost nez [a, b] = a. To vSak
nastane, jen kdyz b | a. V tomto piipadé (a,b) = b a v dané nerovnosti
nastane rovnost.

Jiné FeSeni. Oznacme d = (a,b), takze a = ud a b = vd pro nesoudélnd
prirozend ¢isla u, v. Odtud hned plyne, ze [a, b] = uvd. Protoze
a-(a,b)+b-[a,b] = ud® + ww?d® = u(1 + v*)d?,
2ab = 2uvd?,
je vzhledem k nerovnosti ud? > 0 nerovnost ze zadani ekvivalentni s ne-

rovnosti 1 +v? > 2v, tedy (v — 1)? = 0, coz plati pro kazdé v. Rovnost
nastane, pravé kdyz v = 1, tedy b | a.
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Jiné feSeni. Oznacme d = (a,b). Je znamo, ze [a, b] - (a, b) = ab. Po vy-
jadreni [a, b] z tohoto vztahu, dosazeni do dané nerovnosti a ekvivalentni
tpravé dostaneme ekvivalentni nerovnost d?+b2 2> 2bd, ktera plati, nebot
(d — b)? = 0. Rovnost nastavé jen pro d = b, tedy pokud b | a.

C-1-6

a) Primky AB, CD a KL jsou rovnob&zné, proto v dané situaci do-
vedeme najit vicero dvojic trojihelniki podobnych vzdy podle véty wu.
Tyto podobnosti 1ze vyhodné zapsat pomoci poméra vzdalenosti, coz
vyuzijeme v diikazu toho, ze tsecky KL a M N maji stejnou délku.

Ozna¢me z vzdéalenost piimek AB a KL a y vzdalenost piimek KL
a C'D. Pomoci téchto vzdalenosti nyni vyjadiime koeficienty podobnosti
odpovidajicich trojuhelniki.

Trojuhelniky APD a K LD jsou podobné, proto

KLy
|AP| x4y’

Trojuhelniky BPC a NMC jsou podobné, proto

|[MN| __y
|PB| x4y’

Spojenim obou rovnosti dostavame

KL| __y _ |MN]
|AP| " z+y |PB|’

a protoze |AP| = |PB|, plyne odtud |KL| = |MN]|.

b) Chceme sestrojit bod L tsecky PD takovy, ze |KL| = |LM]|. Ro-
zebereme dva pripady podle toho, zda je ¢i neni pifimka PC' rovnobézna
s primkou AD.

Jestlize je primka PC rovnobéznd s AD, je APCD rovnobéznik a je-
diny vyhovujici bod L je stfed tsecky PD neboli prisecik uhlopticek
rovnobézniku APCD (podminka |KL| = |LM| tu vyjadiuje shodnost
trojihelniki KLD a MLP, kterd nastane, pravé kdyz |LD| = |LP|,
obr. 4).

Jestlize se pfimky PC a AD protinaji v néjakém bodé R (obr. 5), bude
bod L prusecikem tisecky DP s primkou, na niz lezi téznice trojihelniku
APR z vrcholu R. Plyne to z poznatku, ze s tiseckou AP jsou podle
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stfedu R stejnolehlé vsechny v tvahu pripadajici usecky KM, a proto
stfedy vSech téchto usecek lezi na primce jdouci bodem R a stfedem
usecky AP.

Z uvedenych konstrukci plyne, ze vyhovujici bod L je vzdy jediny,
existuje tudiz pravé jedna rovnobézka s pfimkou AB s pozadovanymi
vlastnostmi.

Pozndmka. Jak jsme uvedli v feSeni, pokud jsou piimky PC a AD
rovnobézné, je hledanym bodem L, pro ktery plati | K L| = |LM|, prisec¢ik
uhlopricek rovnobézniku APCD. Pokud primky PC a AD rovnobézné
nejsou, tj. APCD je lichobéznik, je i v tomto pripadé priisecik jeho tihlo-
pricek vybornym kandidatem pro takovy bod L. Vypoctem s vyuzitim
podobnosti se da ukéazat, ze tomu tak vskutku je, takze hledanym bo-
dem L je v kazdém pripadé prusecik uhlopticek ¢tyithelniku APCD.

C-S-1

Oznacme rychlosti bézctt v; a vy tak, ze v; > vg (rychlosti uddvdme
v okruzich za minutu). Pfedstavme si, ze atleti vystartuji ze stejného
mista, ale opacnym smérem. V okamziku jejich dalsiho setkani po 10 mi-
nutach bude soucet délek obou probéhnutych tsek odpovidat presné
délce jednoho okruhu, tedy 10v; + 10ve = 1.

Jestlize bézi atleti ze stejného mista stejnym smérem, dojde k dalsimu
setkani, jakmile rychlejsi atlet zabéhne o jeden okruh vic nez ten poma-
lejsi. Proto 40v; — 40v, = 1.
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Dostali jsme soustavu dvou linearnich rovnic s neznamymi vy, vs:

100, + 100y = 1,
40’(}1 - 401}2 = 1,

kterou vytesime naptiklad tak, ze ke ¢tyfnasobku prvni rovnice pricteme
druhou, ¢imz dostaneme 80v; = 5 neboli v; = %. Zajima nas, jak dlouho
trva rychlejsimu bézci probéhnout jeden okruh, tedy hodnota podilu 1/v;.
Po dosazeni vypoctené hodnoty v; dostaneme odpovéd: 16 minut.

Pozndmka. Ulohu lze rovnéz fesit tivahou: za 40 minut ub&hnou at-
leti dohromady 4 okruhy (to plyne z prvni podminky), pfitom rychlejsi
o 1 okruh vice nez pomalejsi (to plyne z druhé podminky). To tedy zna-
men4, ze prvni za uvedenou dobu ubéhne 2,5 okruhu a druhy 1,5 okruhu,
takze rychlejsi ubéhne jeden okruh za 40/2,5 neboli 16 minut.

C~S5=2

Jestlize pricka déli ¢tverec na dva ¢tyruhelniky, museji jeji koncové body
lezet na protilehlych stranach ¢tverce. V takovém pripadé jsou oba Ctyt-
thelniky lichobézniky nebo pravothelniky (pro potteby tohoto Feseni bu-
deme pravouhelnik povazovat za specidlni lichobéznik). Oznac¢me dany
¢tverec ABCD, koncové body pricky oznacme K a L. Predpokladejme,
ze bod K lezi na strané AD, potom bod L lezi na strané BC'. Jeden ze
¢tyfihelnikit KABL a KDCL mé podle zadéni obsah 12 cm?; necht je
to napr. lichobéznik K ABL.

Obsah lichobézniku vypocteme jako soucin jeho vysky s délkou
stfedni pricky. Vyska je v nasem pripadé rovna délce strany ctverce, tedy
6 cm. Jeho stfedni pficka mé tudiz délku 2cm. Z toho plyne, Ze stied
useCky KL musi lezet na ose strany AB ve vzdalenosti 2cm od stfedu
strany AB. Plati to i naopak: jestlize stfed tsecky KL lezi v popsané
poloze, bude ¢tyithelnik K ABL lichobéznik s obsahem 12 cm?.

Budeme-li misto lichobézniku K ABL uvazovat lichobéznik K DCL,
vyjde stied pricky KL na osu uUsecky C'D ve vzdalenosti 2cm od stiedu
strany CD.

Pokud pricka KL spojuje body na strandch AB a C'D, dostaneme
dalsi dva mozné body lezici na spojnici stfedt tisecek AD a BC'. Hledanou
mnozinu tedy tvori ¢tyfi body, které lezi na prickach spojujicich stredy
protilehlych stran ¢tverce ve vzdalenosti 1cm od jeho stredu.
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C-S§-3

Na zakladé predpokladu ze zadani vime, ze existuji kladna cela cisla m
a n, pro kterd plati

3z + 5y = 60m,

5z + 2y = 60n.

Na tyto vztahy se mtzeme divat jako na soustavu linearnich rovnic s ne-
znamymi z a y a parametry m a n. Vyresit ji umime libovolnou stan-
dardni metodou, napriklad od dvojnasobku prvni rovnice odecteme péti-
nasobek druhé a vyjadrime z, potom dopocitame y. Dostaneme

. 60(5n — 2m) _ 60(5m — 3n)
“T 19 YT T
Protoze ¢isla 19 a 60 jsou nesoudélnd, jsou obé ¢isla x a y délitelna 60.
Proto i soucet 2z + 3y je délitelny 60.

Jiné FeSeni. Vime, ze 60 = 3 -4 - 5. Pritom d¢isla 3, 4, 5 jsou po dvou
nesoudélnd, proto na dikaz délitelnosti 60 staci dokazat délitelnost jed-
notlivymi ¢isly.

Protoze ¢islo 3x + 5y je délitelné 5, je i x délitelné 5. Podobné z relace
5| 5z 4 2y plyne 5 | y. Proto 5 déli i 2z + 3y.

Protoze ¢islo 3z+5y je délitelné 3, je y délitelné 3. A protoze 3 | 5x+2y,
je také 3 | 5z, a tedy 3 | z. Proto 3 déli i 2z + 3y.

Protoze 4 | 3x+5y a4 | bz 42y, je 4 | (3z+5y) + (5bz +2y) = 8z + Ty,
takze 4 | y. A protoze napiiklad 4 | 3z + 5y, je také 4 | 3z neboli 4 | z.
Proto 4 déli i 2z + 3y.

Jiné fesSeni. Vyjadiime vyraz 2x+3y pomoci 3z+5y a 5x+2y. Budeme
hledat ¢isla p a ¢ takové, ze 2z + 3y = p(3z +5y) + ¢(5z + 2y) pro kazdou
dvojici celych ¢isel z, y. Jednoduchou tpravou dostaneme rovnici

(2-3p—5q)z+ (3-5p—2q)y =0. (%)
Budou-li hledana ¢isla p a ¢ splnovat soustavu
3p+5q =2,
op +2q = 3,

bude zfejmé rovnost (*) splnéna pro kazdou dvojici z, y. VyFeSenim sou-
stavy dostaneme p = 11/19, ¢ = 1/19. Dosazenim do (x) dostavame
vyjadreni

19(2z + 3y) = 11(3z + 5y) + (5z + 2y),
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z néhoz plyne, ze spolu s ¢isly 3z + 5y i 5z + 2y je soucasné délitelné 60
i ¢islo 2z + 3y, protoze c¢isla 19 a 60 jsou nesoudélna.

c-n-1

Oznac¢me cisla napsand na tabuli a, b, c. Soucet a + b se téz naléza na
tabuli, je tedy roven jednomu z ¢isel a, b, c. Kdyby a + b bylo rovno a
nebo b, byla by na tabuli aspon jedna nula. Rozebereme proto t¥i pripady
podle poctu nul napsanych na tabuli.

Jsou-li na tabuli aspon dvé nuly, snadno se presvédéime, ze soucet
kazdych dvou ¢isel z tabule je tam rovnéz. Dostavame, Ze trojice ¢, 0,0 je
pro libovolné realné ¢islo ¢ fesenim tlohy.

Je-1li na tabuli pravé jedna nula, je tam trojice a,b,0, kde a i b jsou
nenulova ¢isla. Soucet a + b tudiz neni roven ani a, ani b, musi tedy byt
roven 0. Dostavame tak dalsi trojici t, —t, 0, kterd je feSenim tlohy pro
libovolné realné cislo t.

Jestlize na tabuli neni ani jedna nula, soucet a + b neni roven ani a,
ani b, proto a + b = c¢. Ze stejnych divodi je b+ c=aac+a = b.
Dostali jsme soustavu tii linedrnich rovnic s neznamymi a, b, ¢, kterou
muzeme vyresit. OvSsem hned z prvnich dvou rovnic po dosazeni vyjde
b+ (a+b) = a neboli b = 0. To je ve sporu s tim, Ze na tabuli zadn4 nula
neni.

Zdver. Uloze vyhovuji trojice t, 0,0 a t, —t, 0 pro libovolné realné &slo ¢
a zadné jiné.

C-1-2

Z¥ejmé n? 4+ 6n > n? a zaroven n? 4+ 6n < n? +6n +9 = (n + 3)2
V uvedeném rozmezi lezi jen dvé druhé mocniny celych é&isel: (n + 1)2
a (n+2)>2

V prvnim piipadé mame n? + 6n = n? + 2n + 1, tedy 4n = 1, tomu
vSak zadné celé ¢islo n nevyhovuje.

V druhém pifpadé mame n? + 6n = n? + 4n + 4, tedy 2n = 4. Dosta-
vame tak jediné reseni n = 2.

Jiné FeSeni. Budeme zkoumat rozklad n? + 6n = n(n + 6). Spole¢ny
deélitel obou ¢isel n a n + 6 musi délit i jejich rozdil, proto jejich nejveét-
$im spoleénym délitelem mohou byt jen ¢isla 1, 2, 3 nebo 6. Tyto étyti
moznosti rozebereme.
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Kdyby byla ¢isla n a n + 6 nesoudélna, muselo by byt kazdé z nich
druhou mocninou. Rozdil dvou druhych mocnin prirozenych cisel vsak
nikdy neni 6. Pro mald &sla se o tom snadno presvédéime, a pro k = 4
uz je rozdil byt i jen sousednich étvercii k? a (k— 1) aspori 7. Vlastnost,
ze 1, 3,5 a 7 jsou CtyTi nejmensi rozdily dvou druhych mocnin, vyuzijeme
i déle.

Je-li nejvétsim spolecnym délitelem cisel n a n + 6 ¢islo 2, je n =
= 2m pro vhodné m, které navic neni délitelné tremi. Jestlize n(n+6) =
= 4m(m + 3) je étverec, musi byt i m(m + 3) étverec. Cisla m a m + 3
jsou vSak nesoudélnd, musi proto byt kazdé z nich druhou mocninou
prirozeného ¢isla. To nastane jen pro m = 1 neboli n = 2. Snadno ovérime,
ze n(n + 6) je pak vskutku druhou mocninou celého ¢isla.

Je-li nejvetsim spolecnym délitelem cisel n a n + 6 ¢islo 3, je n = 3m
pro vhodné liché m. Jestlize n(n + 6) = 9m(m + 2) je Ctverec, museji
byt nesoudélna cisla m a m + 2 rovnéz ¢tverce. Takové dva ctverce vsak
neexistuji.

Je-li nejvétsim spoleénym délitelem c¢isel n a n + 6 ¢islo 6, je n = 6m
pro vhodné m. Jestlize n(n + 6) = 36m(m + 1) je ¢tverec, museji byt
Ctverce i obé nesoudélna cisla m a m + 1, coz nastane jen pro m = 0, my
vsak hledame jen kladna cisla n.

Uloze vyhovuje jediné n = 2.

cC-1n-3

Ctyithelnik AECD je rovnobéznik, proto-
ze jeho strany AE a CD jsou rovnobeézné L
a stejné dlouhé (obé méfi 6 cm). Na jeho tihlo-
pricce AC tak lezi téznice trojihelniku ADE
z vrcholu A i téznice trojuhelniku CDE z vr-
cholu C', a proto na této primce lezi i body K

vvev

K M

niku déli jeho téznice v poméru 2 : 1, proto
jsou usecky AK, KL a LC stejné dlouhé. A E P B

Bod L je stredem tusecky KC, proto
na ose soumeérnosti usecky KM lezi nejen
vyska rovnostranného trojuhelniku K LM, ale i stfedni pricka trojihel-
niku KM C'. Proto je primka C'M kolméa na K M.

Zbyva vypocitat délky ramen lichobézniku ABC D. Oznac¢me P stied
usecky EB. Protoze CM je kolma na KM, je téznice C'P kolma na

Obr. 6
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EB, takze trojuhelnik EBC je rovnoramenny, a tudiz i dany lichobéznik
ABCD je rovnoramenny. Délku ramene BC' nyni vypocéteme z pravo-
uhlého trojihelniku PBC', v némz zname délku odvésny PB. Pro druhou
odvésnu CP ziejmé plati

V3

3
|CP| = 5|CM| =3 = |KM]|,

jak snadno plyne z vlastnosti trojihelniku KMC. A protoze |[KM| =
= 2|AP| z podobnosti trojthelnikit KMC a APC, je (poéitano v centi-
metrech)

3 3 2 2
ICPI:3-§IKM|=3-§'§|AP|=x/§-§|AB|=12x/§.

Potom

|BC| = /|PB[2 + |PC|? = v/36 + 122 - 3 = 63/1 + 12 = 6+/13.

Ramena daného lichobé&zniku maji délku 6v/13 cm.

Alternativni dikaz kolmosti primek KM a CM: Protoze bod L je
stfedem tusecky KC' a zéroven |LK| = |LM|, nebot trojihelnik K LM
je rovnostranny, lezi bod M na Thaletové kruznici nad pramérem KC,
takze trojuhelnik KM C je pravouhly.

cC-1n-14

Ukéazeme, ze je-li ¢islo xy + yz + zax — 3 zdporné, je ¢islo ¢ +y + 2z — xyz
kladné.

Jestlize xy+yz+ zx < 3, je aspon jedno z cisel xy, yz, zx mensi nez 1,
napf. zy. Pak 2 +y + 2z — zyz =  + y + 2(1 — xy) je zjevné soucet tii
kladnych cisel.

Jiné feSeni. Ukazeme, Ze je-li ¢islo x + y + z — xyz zaporné, pak ¢islo
zy + yz + zz — 3 je kladné.

Predpokladejme, ze = + y + z < zyz. Tim spis x < xyz. Po zkraceni
kladného c¢isla = dostaneme yz > 1. Podobné odvodime odhady zy > 1
a zx > 1. Nyni je staci seCist a mame xy + yz + zax > 3.

Jiné FeSeni. Tvrzeni tlohy dokazeme sporem. Predpokldadejme, ze x +
+y+ 2 < zyz a zaroven xy + yz + zx < 3. Obé tyto nerovnosti jsou
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symetrické, proto miizeme predpoklddat, ze ¢isla x, y, z jsou oznacena
tak, ze z je nejmensi. Z druhé nerovnosti dostaneme, ze ry < 3. Potom
vsak  +y + 2 < zyz < 3z, tedy = +y < 2z. To je vsak spor s tim, ze
¢islo z je nejmensi.

Jiné FeSeni. Jsou-li oba vyrazy zaporné, je x + y + z mensi nez 3
a xy + yz + zx mensi nez zyz. To jsou nerovnosti mezi kladnymi cisly,
jejich vynésobenim dostaneme, ze 3xyz spolu se Sesti dalsimi kladnymi
¢leny je mensi nez 3xyz, coz je spor.

Pozndmka. Da se dokazat dokonce vic: jestlize x + y + 2 < xyz, pak
ry + yz + zx > 9. Pri dikazu vyuzijeme nerovnost

1
it=-=29
+22

ktera plati pro vSsechna kladna realna cisla t, nebot pro takova t je ekvi-
valentni s nerovnost{ (t — 1)2 = 0.
Kdyz si povsimneme, ze plati

1 1 1
x+y+z—xyz:a:yz(—+—+——1>,
Ty Yz 2T

sezname, ze uvedené tvrzeni plyne z obecné platné nerovnosti

1 1 1
(— + ——{——)(xy—}—yz—i—zx) 209.
Ty yz 2w

Posledni nerovnost dokazeme roznasobenim levé strany:

1 1 1 T+ z z+zx
(—+—+—-)(my+yz+zx)=3+ y+y+ + Ll
Ty Yz 2w z & Y

G
=3+ 2+ D+ (L4 + (2492
y z oy r oz

>3+3.2=9.
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