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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1
V oboru reédlnych cisel vyreste soustavu

Varz+y?2 =241,
ViR 4+ 22 =2+1,
VZ2+ar2=y+1.

(Tomds Jurik)

B-1-2

Uvazujme vnitini bod P daného obdélniku ABC D a ozna¢me po radé @,
R obrazy bodu P v soumérnostech podle stredii A, C. Predpokladejme,
ze primka QR protne strany AB a BC ve vnitinich bodech M a N.
Sestrojte mnozinu vsech boda P, pro néz plati [M N| = |AB|.

(Jaroslav Svrcek)

B-1-3
Necht a, b, ¢ jsou redlna ¢isla, jejichz soucet je 6. Dokazte, ze aspon jedno
z Cisel
ab+be, bc+ca, ca+ab

neni vétsi nez 8. (Jan Mazak)
B-1-4

Najdéte vsechna cela ¢isla n, pro néz je zlomek
n® +2010
n? 42010

roven celému ¢islu. (Pavel Novotny)
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B-1-5

Zabyvejme se otazkou, které trojihelniky ABC' s ostrymi thly pfi vr-
cholech A a B maji nasledujici vlastnost: Vedeme-li sttedem vysky z vr-
cholu C' t1i pfimky rovnobézné se stranami trojihelniku ABC', protnou
je tyto primky v Sesti bodech lezicich na jedné kruznici.
a) Ukazte, ze vyhovuje kazdy trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vi-
cholu C.

b) Vysvétlete, pro¢ zadny jiny trojihelnik ABC nevyhovuje.

(Jaromir Simsa)

B-1-6
Urcete pocet desetimistnych cisel, v nichz lze skrtnout dvé sousedni ¢is-
lice, a dostat tak ¢islo 99krat mensi. (Jdn Mazak)
B-S-1

V oboru realnych ¢isel feste rovnici
Ve+3+vVz=p

s neznamou x a redlnym parametrem p. ( Vojtech Balint)

B~S~—2

Podél kruznice je rozmisténo 16 realnych cisel se souctem 7.

a) Dokazte, ze existuje tisek péti sousednich ¢isel se souctem aspor 2.

b) Urcete nejmensi k takové, ze v popsané situaci lze vzdy nalézt tsek
k sousednich ¢isel se souc¢tem aspon 3. (Jan Mazak)

B-§5§-3

Vné daného trojuhelniku ABC jsou sestrojeny ctverce ACDE, BCGF.
Dokazte, ze |AG| = |BD|. Déle ukazte, ze stfedy obou ¢tverct spolu se
stredy tseéek AB a DG jsou vrcholy ¢tverce. (Pavel Leischner)
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B-1l-1

Soucin kladnych realnych ¢isel a, b, ¢ je 60 a jejich soucet je 15. Dokazte
nerovnost
(a+b)(a+c) =60

a zjistéte, pro ktera takova cisla a, b, ¢ nastane rovnost.
(Jaromir Simsa)

B-1l1-2

Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel a, b, pro néz ¢islo b je
délitelné c¢islem a a soucasné ¢islo 3a + 4 je délitelné ¢islem b + 1.
(Pavel Novotnij)

B-11-3
Necht M, N jsou po fadé vnitini body stran AB, BC' rovnostranného
trojuhelniku ABC, pro néz plati |[AM|: [MB| = |[BN|: |[NC| =2 : 1.
Ozna¢me P pruse¢ik primek AN a C'M. Dokazte, ze pfimky BP a AN
jsou navzdjem kolmé. (Jaroslav Svrcek)

B-I1l-4

Zapiseme vsechna pétimistna c¢isla, v nichz se kazda z cislic 4, 5, 6, 7, 8
vyskytuje pravé jednou. Pak jedno (libovolné z nich) skrtneme a vSechna
zbyvajici secteme. Jaké jsou mozné hodnoty ciferného souc¢tu takového
vysledku? (Sdrka Gergelitsovd)
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Reseni tloh
B-1-1
2 2 _

Umocnénim a odectenim prvnich dvou rovnosti dostaneme z° — 2
= (24 1)%2 — (x + 1), coz upravime na 2(z% — 2?) + 2(xz — z) = 0 neboli

(z—2)(x+2+1)=0. (1)

Analogicky bychom dostali dalsi dvé rovnice, jez vzniknou z (1) cyklic-
kou zdménou neznamych x — y — z. Vzhledem k této symetrii (dand
soustava se nezméni dokonce pii libovolné permutaci neznamych) staci
rozebrat jen néasledujici dvé moznosti:

Pokud = = y = z, prejde pivodni soustava v jedinou rovnici v2z2 =
= 2 + 1, jez ma dvé feSeni ;5 = 1+ V2. Kazda z trojic (1 £ V2,
1+v2,1+ \/5) je zirejmeé feSenim i ptivodni soustavy.

Pokud jsou naopak nékterd dveé z ¢isel z, y, z ruznd, napriklad x # z,
plyne z (1) rovnost « + z = —1. Dosazenim = + 1 = —z do druhé rovnice
soustavy dostavame y = 0 a poté ze tieti rovnice vyjde 22 + (z + 1)? =
= 1 neboli z(z + 1) = 0. Posledni rovnice tak mé dvé feseni z = 0
a r = —1, jimz odpovidaji z = —1 a z = 0. Snadno ovérime, ze obé
nalezené trojice (0,0,—1) a (—1,0,0) jsou fesenim dané soustavy stejné
jako trojice (0, —1,0), kterou dostaneme jejich permutaci.

Dana soustava ma celkem pét Teseni:

(0’07_1)7 (07—170)7 (_17030)a
(1+V2,1+v2,14+Vv2) a (1-Vv2,1-v2,1-V2).

B-1-2

Uhlopficka AC daného obdélniku ABCD je ze zadani stiedni piic-
kou v trojuhelniku PQR, a tedy AC || QR, jinak fe¢eno AC || MN.
Usecka M N je tak jednoznaéné uréena tim, ze je rovnobézné s AC, lezi
v opacné poloroviné urcené primkou AC nez bod P a pro jeji délku plati
|[MN| = |AB|. Konstrukci bodi M a N lze provést nékolika zpisoby.
Lze k tomu napiiklad vyuzit rovnobéznik AMNE (obr.7), v némz plati
|AE| = |MN| = |AB|.

Protoze tsecka M N zaroven urcuje primku, na niz lezi strana QR
trojuhelniku PQR, je ziejmé, ze vrchol P musi lezet na primce p, jez je
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obrazem primky MN v osové soumérnosti podle primky AC' (obsahu-
jici stfedni pricku trojihelniku PQR). Piimka p m4a s vnitikem daného
obdélniku spole¢ny vnitiek tsecky M’'N’ (jez je navic obrazem nalezené
usecky M N ve sttedové soumérnosti podle stfedu daného obdélniku).

Snadno vidime, ze i naopak ke kazdému vnitfnimu bodu P usecky
M'N’ lezi odpovidajici body @, R na pfimce M N a body M, N jsou tak
pruseciky primky QR se stranami AB, BC, takze vyhovuji podminkam
ulohy.

Zaver. Hledanou mnozinou vsech bodi P dané vlastnosti je tedy
vnitfek vyse popsané tisecky M'N’.

B-1-3
Jiste staci ukazat, ze soucet zkoumanych tii ¢isel neprevysuje 24:

2
(ab + be) + (be + ca) + (ca + ab) = 2(ab+bc+ca) £ =(a+b+c)* =24,

3¢
kde nerovnost je diisledkem nerovnosti

3(ab+ bc+ ca) < (a+b+c)? = 36,
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kterd je ekvivalentni nerovnosti 0 < (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)?, jez je
splnéna pro kazda tri realnd a, b, c.

Jiné feseni. S ohledem na symetrii predpoklddejme, ze plati a =
= min{a, b, c}. Z rovnosti a+b+c = 6 pak plyne a < 2 a b+c = 4. Proto
treti zkoumané ¢islo, rovné a(b + ¢), mé stejné znaménko jako ¢islo a,
takZe je zaru¢ené mensi nez 8, plati-li @ < 0. Je-li naopak 0 < a < 2,
vSimneme si, Ze ze zfejmé nerovnosti 0 < (u — v)?2, platné pro libovolnd
realnd u, v, plyne tipravou odhad 4uv < (u+v)?; dosadime-li sem u = 2a
a v = b+ ¢, dostaneme

8a(b+c) < (2a+b+c)® = (a+6)* < 8 =64,

odkud po déleni osmi vychdzi kyzend nerovnost a(b+ ¢) < 8.

B-1-4
Zlomek
n® 42010 2010(n — 1)
n2+2010 ' n2+2010
je celé ¢islo, pravé kdyz n? + 2010 je délitel ¢isla 2010(n —1) =2-3-5-
-67(n —1).

Neni-li n ndsobek prvoéisla 67, jsou ¢isla n? + 2010 a 67 nesoudélnd,
proto n? 42010 musi byt délitelem ¢isla 30(n — 1). Protoze [30(n —1)| <
< n? + 2010, vyhovuje jenom n = 1.

Nechf n = 67m, kde m je celé. Potom

2010(n — 1) _ 30(67m — 1)
n? +2010  67m%+30

Neni-li m nésobkem péti, musi byt ¢islo 67m? + 30 délitelem ¢isla
6(67m — 1). Pro |m| < 4 tomu tak ale neni, zatimco pro |m| = 6 je uz
|6(67m — 1)| < 67m? + 30. Je tedy m = 5k, kde k je celé. Potom

30(67m —1)  6(335k —1)

67m2+30  335k2+6 °

Pro |k| = 7 je absolutni hodnota tohoto zlomku nenulovd a mensi nez 1.
Ze zbylych ¢isel vyhovuji £ =0 a k = —6.
Cislo
n® +2010
n?+2010

je tedy celé, praveé kdyz je celé n nékteré z cisel 0,1 nebo —2010.
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B-1-5

I kdyz doporucujeme fesit obé ¢ésti tilohy oddélené (tj. nejprve analyzo-
vat situaci v pravoihlém trojihelniku), popiSeme rovnou jejich spolecné
reseni. Celou tulohu lze totiz formulovat jako dikaz tvrzeni, ze sestroje-
nych Sest bodu lezi na kruznici, pravé kdyz je ithel AC'B pravy.

Uvazujme tedy libovolny trojihelnik ABC s ostrymi uhly «, 8 a
ozna¢me M stred vysky CP a D, E, F, G, H, I uvazované pruseciky
tak, aby s vrcholy A, B, C' a patou vysky P lezely na hranici trojihel-
niku v poradi

A, D, P, E, B, F, G, C, H I

7 konstrukce plyne, ze body M, D, I jsou stfedy stran pravothlého troj-
uhelniku ACP a body M, E, F jsou stfedy stran pravouhlého trojtihel-
niku BC'P. Oba c¢tytuhelniky PM 1D a PM FE jsou tedy pravouhelniky,
takze i DEFI je pravothelnik (obr.8). Jeho vrcholy D, E, F, I proto
vZdy lezi na jedné kruznici a tsecky DF a FEI jsou jeji pruméry. Nasi
ulohou je proto zjistit, kdy na této kruznici lezi i body G a H. To lze
podle Thaletovy véty vyjadfit podminkou, ze ihly DGF a FHI jsou
pravé. Protoze DG || AC a EH | BC, jsou oba thly DGF a EHI
shodné s tthlem ACB a ekvivalence s podminkou pravého tthlu ACB je
tak dokazana.

N
N

>
TN N
A D E B
Obr. 8

B-1-6

Necht n je c¢islo splinujici podminky zadani. Skrtnutim dvou poslednich
¢islic zmensime n alespon stokrat, proto se mizeme omezit na skrtani
¢islic, které nejsou posledni. Po skrtnuti dvou sousednich ¢islic ziistanou
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z Cisla n dvé ¢asti, pritom prvni ¢ast muze byt prazdna, pokud jsme skrtli
jeho prvni dvé cislice.

Necht a je ¢islo uréené prvni ¢asti ¢isla n (nula v pfipadé, ze prvni
Cést je prazdnd), b je ¢islo urcené vyskrtnutymi dvéma cislicemi a c je
ur¢eno posledni ¢ésti ¢isla n (pocet €islic této ¢ésti oznac¢me k). Podle
zadani plati

99(a - 10F + ¢) = a-10**2 + b- 10* 4 ¢,

po tpravé 98¢ = 10¥(a + b). Protoze ¢ < 10¥, musf byt 98 > a + b. Navic
&islo 49 déli a + b, nebot je samo nesoudélné s 10*. Kladny celociselny
podil (a+b)/49 je mensi nez 2, musi tedy byt roven 1, takze a + b = 49.
Odtud vyplyva rovnost

10*
=—=5.101
C ) y

kde ¢islo k je zaroven urceno poctem ¢islic ¢isla a (oznac¢ime-li [ pocet
cislic ¢isla a, je k = 10—1— 2, pricemz v pripadé a = 0 klademe ptirozené
1=0).

Z uvedeného postupu plyne, ze pro kazdé a € {0,1,2,...,49} a b =
= 49 — a existuje pravé jedno c¢islo ¢, pro néz popsané cislo n spliuje
podminky zadani, a ze jind vyhovujici n neexistuji. Ukazeme, ze vsech
50 takovych n (koncicich sedmi, Sesti, nebo péti nulami) je navzajem
riznych.

Sestrojené n koncici sedmi nulami je jediné (a = 0). Sesti nulami
konéi 9 sestrojenych ¢isel (a € {1,2,...,9}) a jsou navzdjem ruznd, ne-
bot zacinaji riznymi ¢islicemi. Péti nulami konéi 40 sestrojenych cisel
(a € {10,11,...,49}) a jsou navzajem ruzné, nebot zacinaji ruznymi
dvojcislimi.

Pro nazornost vypisme jesté nékolik ¢isel vyhovujicich zadani tak, jak
je dostaneme pomoci nasich ivah: pro a = 0 mame b = 49, ¢ = 50 000 000
an = 4950000000, proa =1jeb=48,¢c = 5000000 an = 1485000000,
pro a = 2 je n = 2475000000, ..., pro a =9 je n = 9405000000, pro
a=10jeb=39,c= 500000 an = 1039500000, ..., proa=49jeb=0,
¢ = 500000 a n = 4900 500 000.

Zaver. Existuje 50 ¢isel, jez vyhovuji zadani.

B-S-1

Aby byla leva strana rovnice definovana, museji byt oba vyrazy pod
odmocninami nezaporné, coz je splnéno pravé pro vSechna z = 0. Pro
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nezapornd x je pak p = vz + 3++vx > /3, rovnice miize tedy mit FeSeni
pouze pro p = /3.
Upravme nyni danou rovnici:

VT +Vr+3=p,
27 + 3+ 2¢/z(z + 3) = p?,
2v/a(z +3) =p* — 22 -3,
4z(z + 3) = (p* — 2z — 3)?,
4x2+12x:p4+4x2+9—4p21‘—6p2+12:v,

(»* —3)*
4p?

Protoze jsme danou rovnici umocnovali na druhou, je nutno se presvédéit
zkouskou, 7e vypoctené x je pro hodnotu parametru p = /3 feSenim
puvodni rovnice:

(p* —3)? (p* —3)?
AL S AL A
\/ 4p? tot 4p?
_ P49+ 122 (2 - 3)7
4p? 4p?

_ PP E3)2 (p2—3)2:p2+3+p2—3:p
4p? 4p? 2p 2p '

Pii predposledni tipravé jsme vyuzili podminku p > v/3 (a tedy i p* —
—3=0ap>0),takze \/(p2 — 3)2 = p%® — 3 a \/4p2 = 2p.

Poznamka. Misto zkousky staci ovérit, ze pro nalezené x jsou vSechny
umocnované vyrazy nezaporné, tedy vlastné jen ze

(p* = 3)(p* +3)

2
— 2 —3=
p? -2z 22

v

0.

Pro p 2 v/3 tomu tak opravdu je.

B-S-2

a) Mezi 16 ¢isly napsanymi podél kruznice se nachazi pravé 16 usekii
péti sousednich ¢isel (vybereme-li libovolné jedno z napsanych ¢isel a od
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néj oznacime ¢isla podél kruznice postupné jako prvni, druhé, ..., Sest-
néacté, bude prvni tsek tvoren prvnim az patym ¢islem, druhy tsek pak
druhym az Sestym cislem, ... a posledni Sestnacty tisek bude tvoren Sest-
nactym, prvnim, druhym, tfetim a ¢tvrtym ¢islem).

Tvrzeni dokazeme sporem. Predpokladejme, ze uvazované tvrzeni ne-
plati, tedy ze cisla v kazdém z 16 tsekii maji soucet mensi nez 2. Celkovy
soucet Ss vsech 16 souctt cisel v jednotlivych péticich je tak mensi nez
16-2 = 32. Ovsem kazdé ¢islo na kruznici je soucasti pravé péti usek péti
sousednich ¢isel, tudiz kazdé z 16 cisel je v uvedeném souctu zapocteno
prave pétkrat. Proto je soucet S5 zaroven roven pétinasobku souctu vsech
¢isel na kruznici, coz je 35. To je ve sporu s odvozenou nerovnosti S5 < 32.
Na kruznici tedy musi existovat pét po sobé jdoucich ¢isel, jejichz soucet
je alespon 2 (dokonce vice nez 2).

b) Nejprve ukazme, ze nemuze byt k£ < 6. K tomu staci podél kruznice
rozmistit 16 shodnych ¢isel se souc¢tem 7. Soucet ¢isel v libovolném tseku

k cisel tak bude
7 42

Necht nyni k = 7. Zopakovanim uvahy z ¢asti a) dokazeme, ze vhodny
usek uz existuje: Predpokladejme naopak, ze soucet libovolnych sedmi
po sobé jdoucich ¢isel (z danych Sestnécti) je mensi nez tfi. Takovych
useki je podél kruznice Sestndct (jejich pocet na cisle k nezévisi!), takze
soucet S;7 vSech 16 souctu ¢isel v jednotlivych sedmicich je mensi nez
16 - 3 = 48. Kazdé z danych 16 cisel je v souctu S7 zapocteno sedmkrét,
tedy S7 =7 -7 = 49, coz odporuje predchozimu odhadu S7; < 48.

Hledanym ¢islem k je ¢islo 7.

B—=5—~3

Protoze oba uhly BCG a DC A jsou pravé, uvazujme otocCeni kolem vr-
cholu C' daného trojihelniku, v némz bod B prejde do bodu G. V ném je
ziejmeé obrazem bodu D bod A a obrazem tusecky BD tsecka GA (obr.9).
Odtud plyne, ze |AG| = |BD|, a také, ze tiseCky AG a BD jsou navzajem
kolmé.

Ozna¢me po tadé K, L, M, N stfedy stran ¢tyrihelniku ABGD.
(Body N a L jsou tedy stiedy uvazovanych ¢tverct.) Vzhledem k tomu,
ze Usecka K L je stredni prickou trojihelniku AGB a usecka M N stredni
pfickou trojuhelniku AGD, je |KL| = 3|AG| = |KL| a zéroverit M N ||
| AG | KL. Podobné |[KN| = 1|BD| = |LM| a zaroveii KN || BD ||
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|| LM. To znamend, ze KLMN je rovnobéznik. Protoze vSak vime, ze
|AG| = |BD| a navic AG L BD, je KLMN ¢tverec. Tim jsou vSechna
tvrzeni tlohy dokazana.

Jiné FeSeni. Ulohu vyfesime bez tvahy o otoceni. Pro ditkaz rovnosti
|AG| = |BD| ukézeme, ze trojihelniky ACG a DCB jsou shodné podle
véty sus. Skutecné, |AC| = |DC|, |CG| = |CB| a |xACG| = |« ACB| +
+ |xBCG| = |<ACB| +90° = |xACB| + |<ACD| = |« DCB|.

Usecky AG a BD jako strany shodnych trojihelniki tedy maji stejnou
délku. Abychom ovérili, ze jsou navic navzajem kolmé, oznacime P jejich
prisecik a porovname vnitini uhly v trojihelnicich APQ a DCQ, kde
Q je prusecik usecek AC a BD. Pri vrcholech A a D jsou tihly shodné
diky oveérené shodnosti trojihelniki ACG a DCB, thly pii vrcholu @
se rovnéz shoduji (jakozto thly vrcholové), takze se shoduji i jejich thly
pri vrcholech P a C| jsou tedy oba pravé.

7 dokazané shodnosti i kolmosti tsecek AG a BD odvodime, ze
KLMN je ¢tverec stejné jako v ptivodnim TFeSeni.

Poznamka. Poznamenejme jesté, ze jsme vlastné ukazali, ze stredy
stran libovolného konvexniho ¢tytthelniku tvori vrcholy rovnobézniku,
jehoz strany jsou rovnobézné s thloprickami daného ¢étytuhelniku. To-
muto rovnobézniku se fikd Varignontuv rovnobéznik. Je tedy ¢tytihelnik
KLMN Varignonuv rovnobéznik ¢tyiihelniku ABGD.
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B-1l-1

Pomoci rovnosti abe = 60, a+b+c = 15 dany vyraz (a+b)(a+c) upravime
a pak odhadneme na zdkladé AG-nerovnosti pro dvojici hodnot a a 4/a:

(a+b)(a+c)=a2+(b+c)a+bc=a2+(15—a)-a+%0:

60 4 1
:15a+—:15(a+—> >15-2-1/a- - = 60.
a a a

Nerovnost je dokdzéna. Rovnost nastane, pravé kdyz a = 4/a neboli
a = 2. Ze vztahtt b+ ¢ = 15 — a = 13 a be = 60/a = 30 mame {b,c} =
= {3,10}. Rovnost proto spliuji pravé dvé vyhovujici trojice (a, b, ¢), a to
(2,3,10) a (2,10,3).

Jiné reSeni. Kromé rovnosti abc = 60, a + b + ¢ = 15 vyuzijeme
AG-nerovnost pro dvojici hodnot be a a(a + b+ ¢):

(a+b)(at+c)=bct+ala+b+c) =
>2-y/be-ala+b+c)=2V60- 15 = 60.

Rovnost nastane, pravé kdyz bec = a(a+ b+ ¢) neboli 60/a = 15a, odkud
a = 2, takze zaver je stejny jako v prvnim feseni.

B-1l1-2

Protoze cislo a déli ¢islo b, 1ze psat b = ka, kde k je kladné celé ¢islo.

Staci tedy najit kladna cela ¢isla a, pro kterd existuje kladné celé ¢islo k

takové, ze ¢islo 3a + 4 je (kladnym) ndsobkem ¢isla ka + 1 (= b+ 1).

7 této podminky dostdvame nerovnost ka + 1 < 3a + 4, z niz plyne

k—3 < (k—3)a < 3,atedy k < 6. Navic pro k = 3 jeuz 2(ka+1) > 3a+4

pro libovolné a = 1, takze muze byt jediné ka + 1 = 3a + 4. Probereme

vsech Sest moznosti pro cislo k:

k=1: a+1]|3a+4, aprotoze a+ 1 | 3a + 3, muselo by platit a+ 1| 1,
coz neni mozné, nebot a + 1 > 1.

k=2 2a+1|3a+4=(2a+1)+ (a+3), tedy 2a + 1| a + 3. Protoze
vSak pro libovolné pfirozené a plati 2- (2a + 1) > a + 3, musi byt
2a+1=a+ 3 neboli a =2 a odtud b = ka = 4.

k=3: 3a+ 1= 3a+ 4, coz neni mozné.

k=4: 4a+1=3a+4, tedy a =3, b=12.
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k=5 ba+ 1= 3a+ 4, coz nesplnuje zadné celé a.
k=6:6a+1=3a+4,tedya=1,b=6.
Resenim jsou dvojice (1,6), (2,4) a (3,12).

B-1l-3

Ze zadéni plyne, ze |[BM| = |CN|, |AC| = |BC| a |xACN| = |xCBM| =
= 60°, takze trojuhelniky ACN a CBM jsou shodné podle véty sus.
Proto plati i [ xANC| = |«CM Bj, takze ¢tyithelnik BNPM je tétivovy
(ihel ANC je dopliikovym thlem k thlu AN B, ktery je protéjsim tihlem
k thlu CM B ve zminéném ¢tytihelniku, obr. 10).

BY .
A S M B
Obr. 10

Oznacme S stied strany AB daného rovnostranného trojuhelniku
ABC. Protoze |SB| = 3|AB|, je |[SB| : |[MB| = 3 : 2, a protoze je
i |CB|: |[NB|] = 3 : 2, jsou trojuhelniky SBC a M BN podobné po-
dle véty sus. Protoze tihel C'SB je pravy, musi byt pravy i thel NM B.
Kruznice opsana ctyrtuhelniku BNPM je tak Thaletovou kruznici nad
prumérem BN, a tudiz je pravy i ithel BPN, coz jsme chtéli dokézat.

B-11-4

Vysledny ciferny soucet je urcen jednoznacné a je jim ¢islo 33.

Pro vyteseni tlohy bude vyhodné nejprve zjistit soucet S vSech pé-
timistnych cisel obsahujicich kazdou z ¢islic 4, 5, 6, 7, 8. Téchto cisel je
ziejmé prave tolik, kolik je rtiznych poradi uvedenych péti ¢islic, tedy
5! = 120. Navic kazda z danych ¢islic se mezi témito 120 ¢isly objevuje
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rovnomeérné v kazdém radu, tedy 24krat. Soucet S tak muzeme rozepsat
po jednotlivych radech jako

S=10"(24-4+24-5+24-6+24-7+24-8) +
+10%-(24-4424-54+24-64+24-74+24-8) +...=
=24-(44+54+6+7+8)-(10*+10> +1024+10+1) =
=24-30-11111.

Obratme nyni pozornost k moznym hodnotéam ciferného souctu ¢isla
S — a, kde a je pétimistné cislo zminéného tvaru, tedy a = 33333 + b,
pricemz b je pétimistné ¢islo obsahujici kazdou z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5. Je
tedy

S—a=11111-24-30 — a = 7999920 — 33333 — b = 7966 587 — b.
Pri odecitani ¢isla b vSsak nedochdzi v jednotlivych fadech k pfechodu
ptes desitku, proto je ciferny soucet ¢isla S —a roven (74+9+6+6+5+

+84+7) —(142+3+4+5) =48 — 15 = 33 pro libovolné pétimistné
¢islo a obsahujici kazdou z ¢islic 4, 5, 6, 7, 8.
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