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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

Kofeny rovnice az* + bx? + a = 1 v oboru realnych &isel jsou étyii po
sobé jdouci ¢leny rostouci aritmetické posloupnosti. Pritom jeden z téchto
¢lent je zaroven fesenim rovnice bz? + azx +a = 1. Uréete vSechny mozné
hodnoty redlnych parametri a, b. (Peter Novotny)

A-1-2

Necht k, n jsou pfirozena ¢isla. Z platnosti tvrzeni ,¢islo (n—1)(n+1) je
délitelné ¢islem k“ Adam usoudil, ze bud ¢islo n — 1, nebo ¢islo n + 1 je
delitelné k. Urcete vSechna prirozena Cisla k, pro néz je Adamova tivaha
spravnd pro kazdé prirozené n. (Jan Mazdik)

A-1-3

Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K,
L po tadé dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, ze bod B je
vnitfnim bodem trojihelniku AK L. Na kruznicich k a [ zvolme po radé
body N a M tak, aby bod A byl vnitinim bodem usecky M N. Dokazte,
ze Ctyrtuhelnik KLMN je tétivovy, pravé kdyz prfimka M N je tecnou
kruznice opsané trojihelniku AK L. (Jaroslav Svréek)

A-1-4

Meéjme 6n zetonu az na barvu shodnych, po trech od kazdé z 2n barev.
Pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 uréete pocet p,, vSech rozdéleni takovych
6n zetonu na dvé hromadky po 3n zetonech, kdy zadné tii Zetony téze
barvy nejsou ve stejné hromadce. Dokazte, ze p,, je liché ¢islo, prave kdyz
n = 2* pro vhodné piirozené k. (Jaromir Simsa)
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A-1-5

Na kazdé sténé krychle je napsano praveé jedno celé ¢islo. V jednom kroku
zvolime libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsana
zvétsime o 1. UrCete nutnou a postacujici podminku pro ocislovani stén
krychle na pocéatku, aby po konetném poctu vhodnych krokt byla na
vsech sténach krychle stejna cisla. (Peter Novotny)

A-1-6

Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC' s ostrym thlem pii vrcholu C
(pri obvyklém oznaceni délek stran a velikosti vnitinich @hli) plati ne-
rovnost

(a® 4 b?) cos(a — B) < 2ab.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

A-S-1

Urcete vSechna redlnd ¢isla ¢, pro kterd ma rovnice
5
z? + 5 z4+c=0

dva realné koreny, jez lze s Cislem ¢ usporadat do trojélenné aritmetické
posloupnosti. (Pavel Caldbek, Jaroslav Svrcek)

A-S-2
Necht P, @, R jsou body prepony AB pravoihlého trojuhelniku ABC,
pro néz plati [AP| = |PQ| = |QR| = |RB| = ;|AB|. Dokaite, ze priise-
¢ik M kruznic opsanych trojuhelnikim APC a BRC, ktery je ruzny od
bodu C, splyva se stfedem S usecky CQ. (Peter Novotnyg)

A-S-3

Dokazte, ze pro libovolnd dvé rizna prvocisla p, ¢ vétsi nez 2 plati nerov-
nost
p q

4
o> —.
q pl pq

(Jaromir Simsa)
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A-1Il-1

Rozhodnéte, zda mezi vSemi osmimistnymi nasobky ¢isla 4 je vice téch,
které ve svém desitkovém zapisu obsahuji Cislici 1, nebo téch, které Cis-
lici 1 neobsahuji. (Jan Mazak)

A-11-2

Je dan trojuhelnik ABC' s obsahem S. Uvnitf trojihelniku, jehoz vrcho-
ly jsou ve stiedech stran trojihelniku ABC, je libovolné zvolen bod U.
Oznatme A’, B', C' po fadé obrazy bodi A, B, C v soumérnosti se
stfedem U. Dokazte, ze Sestitthelnik AC’BA’C'B’ m4 obsah 2S.

(Pavel Leischner)

A-11-3
Urcete vSechny dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel, pro néz je ¢islo
4(mn + 1) délitelné &islem (m + n)2. (Tomds Jurik)
A-1l1-4

Necht M je mnozina Sesti navzajem ruznych kladnych celych c¢isel, jejichz
soucet je 60. VSechna je napiSeme na stény krychle, na kazdou pravé
jedno z nich. V jednom kroku zvolime libovolné tfi stény krychle, které
maji spolec¢ny vrchol, a kazdé z ¢isel na téchto trech sténach zvétsime o 1.
Urcete pocet vsech takovych mnozin M, jejichz ¢isla 1ze napsat na stény
krychle uvedenym zptisobem tak, ze po kone¢ném poctu vhodnych krokt
budou na vsech sténach stejna ¢isla. (Peter Novotny)

A-1I-1
Urcete velikosti vnitfnich thla vSech trojihelniki ABC' s vlastnosti:
Uvnitt stran AB, AC' existuji po fadé body K, M, které s prisecikem L
primek M B a KC tvori tétivové ¢tyruhelniky AK LM a K BC'M se shod-
nymi opsanymi kruznicemi. (Jaroslav Svrcek)

A-1l1-2
Urcete vsechny trojice (p, q,r) prvocisel, pro néz plati

(p+1)(g+2)(r +3) = 4pgr.

(Jaromir Simsa)
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A-111-3

Reélna cisla x, y, z vyhovuji soustavé rovnic
t+y+2z=12, z?+y*+22 =54

Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:

a) Kazdé z cisel xzy, yz, zz je alespon 9, avsak nejvyse 25.

b) Nékteré z ¢isel z, y, z je nejvyse 3 a jiné z nich je alespon 5.
(Jaromir Simsa)

A-I1lIl-4

Uvazujme kvadraticky trojélen P(z) = az?+bz+c s redlnymi koeficienty
a2 2,b22, ¢2 2 Adam a Boris hraji nasledujici hru: Je-li na tahu
Adam, vybere jeden z koeficientii troj¢lenu a nahradi ho souctem zbylych
dvou. Pokud je na tahu Boris, vybere jeden z koeficientl a nahradi ho
soucinem zbylych dvou. Adam zac¢ind a hraci se pravidelné stiidaji. Hru
vyhrava ten, po jehoz tahu ma rovnice P(z) = 0 dva rizné realné koreny.
Urcete, ktery z hra¢u ma vitéznou strategii v zavislosti na pocatecnim
trojclenu P(z). (Michal Rolinek)

A-I1lIl-5

V ostroihlém trojihelniku ABC oznacme P patu vysky z vrcholu C
na stranu AB, V prusecik vysek, O stfed kruznice opsané, D prisecik
poloptimky CO se stranou AB a F stfed usecky C'D. Dokazte, ze prim-
ka EP prochazi stfedem tsecky OV. (Karel Horak)

A-1ll-6

Ozna¢me R* mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel. Urcete vSechny
funkce f:RT — RT takové, Ze pro libovolnd z,y € RT plati

1

f@) f(y) = fly) f(z fy)) + o

(Pavel Caldbek)
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Reseni dloh

A-1-1

Vzhledem k tomu, zZe rostouci aritmetickou posloupnost tvori ¢tyfi navza-
jem razna realna cisla, musi mit prvni z danych rovnic ¢tyti rizné redlné
kofeny. Je proto a # 0.

Oznac¢me o spolecny kofen obou rovnic. Pak je zy také kofenem
rovnice, kterd vznikne odectenim druhé z danych rovnic od prvni, tj.
rovnice az? — az = 0. Tu ddle upravime na tvar ax(z® — 1) = 0. Pro
spole¢ny redlny koten zy obou danych rovnic odtud plyne zy = 0 nebo
To = 1.

Dosazenim xy = 0 do prvni z danych rovnic dostaneme a = 1, takze
tato rovnice je tvaru z* 4+ bx? = 0. Tato rovnice viak pro zadné realné
¢islo b nemd ¢tyfi rizné realné koreny (¢islo 0 je jejim alespon dvojna-
sobnym kofenem), proto zo # 0.

Jedinym spole¢nym kofenem obou rovnic je tudiz g = 1. Dosazenim
této hodnoty do kterékoli z obou danych rovnic dostaneme b = 1 — 2a.
Prvni rovnici pak lze zapsat ve tvaru az* + (1 —2a)z?+a—1 = 0, z néhoz
je patrné, ze ma i kofen —1, a po vytknuti soucinu korenovych ciniteli
(z —1)(z + 1) dostaneme rovnici

(x —1)(z +1)(az® —a+1) = 0. (1)

Kvadraticky dvojélen az? — (a — 1) ma mit dva riizné kofeny, kterymi
musi byt dvé navzajem opa¢nd (nenulovd) ¢isla £ a —&. To je splnéno,
pravé kdyz (a — 1)/a > 0, tj. pravé kdyz a > 1 nebo a < 0. Volime-li
znaceni tak, ze & > 0, dostavame pro aritmetickou posloupnost vsech ¢tyr
korenti dvé moznosti podle toho, zda je 0 < £ < 1 nebo £ > 1.

V prvnim pfipadé tvori ¢tyti kofeny rovnice (1) aritmetickou posloup-
nost —1, —¢, &, 1, kterd mé ziejmé diferenci 2, proto { = 1—2 = 1. Toto
¢islo € je kofenem rovnice (1), pravé kdyz a = 1/(1 — £2) =
b=1-2a= —g.

V druhém piipadé tvori ¢tyti koreny rovnice (1) aritmetickou posloup-
nost —&, —1, 1, ¢ s diferenci 2, proto € = 1+ 2 = 3. Cislo 3 je kofenem
rovnice (1), pravé kdyz a = 1/(1 —3?) = —%. Potom b =1 —2a = 5.

9
<

Zdveér. Uloze vyhovuji pravé dvé dvojice redlnych &isel (a,b), a to

< (496D}
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A-1-2

Ukazeme, ze pro nesoudélnd prirozena cisla r a s, kde r > 2 a s > 2,
existuje prirozené ¢islo n s vlastnosti

rin—1 a s|n+1.

Pro takové cislo n a ¢islo k = rs neni Adamova uvaha spravna, protoze
z predpokladu, ze ¢islo k déli ¢islo (n —1)(n+1), neplyne, ze k déli n — 1
ani ze k déli n+ 1. Kdyby totiz k = rs délilo napt. n — 1, délilo by ¢islo s
obé éisla n+11in—1, coz vzhledem k rovnosti (n+1) — (n — 1) = 2 neni
mozné, nebof s > 2.

Existenci ¢isla n z prvni véty reseni dokdzeme tak, ze uvazime s ¢isel

2, r4+2,2r+2, ..., (s—=1)r+2.

Ta dévaji pti déleni ¢islem s vesmés ruzné zbytky. Kdyby totiz néktera
dvé z nich, feknéme ir +2 a jr+2 (0 < i < j < s— 1), davala pri déleni
¢islem s stejny zbytek, potom by éislo s délilo i jejich rozdil (i — j)r,
a vzhledem k nesoudélnosti ¢isel r a s tudiz i rozdil < — j, coz neni mozné,
protoze |i — j| < s. Uvedenych s ¢isel tedy davé tiplnou soustavu zbytku
modulo s, proto mezi nimi existuje ¢islo, které pri déleni cislem s dava
zbytek 0, necht je to ¢islo Ir + 2. Potom ovSem pro ¢islo n = [r + 1 plati,
zerdélin—1asdélin+ 1.

Uvédomme si, ze kazdé ¢islo k délitelné dvéma lichymi prvocisly se da
zapsat jako souc¢in dvou nesoudélnych ¢isel vétsich nez 2. Adamova tivaha
muze byt tedy spravna pouze pro ta Cisla k, ktera jsou délitelnd nejvyse
jednim lichym prvocislem. To znamena, ze ¢islo £ méa jeden z nasledujicich
tTi tvari:

k=2% k=p' k=2,
kde p je liché prvocislo, s celé nezaporné a t prirozené cislo.

Necht k£ = 2%, kde s je celé nezaporné c¢islo. Pro s = 0 neni Adamova
tivaha spravnd, protoze ¢islo k = 20 = 1 déli kazdé pfirozené éislo, tedy
déli obé ¢islan—1in+ 1. Pro s = 1 také neni Adamova tvaha spravna,
protoze pokud k = 2! = 2 déli ¢islo (n — 1)(n + 1), je jeden z ¢initeli
sudy, ale pak je sudy i druhy ¢initel. Pro éislo s = 2, tedy pro k = 22 = 4
Adamova tvaha spravnd je. Pokud totiz 4 déli ¢islo (n — 1)(n + 1), je
aspon jeden z obou c¢initelti sudy, takze jde o dvé po sobé jdouci suda
¢isla, z nichz pravé jedno je délitelné ¢tyfmi. Konecéné pro libovolné s = 3
Adamova tivaha spravna neni, staci vzit éislo n = 2571 — 1.
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Necht k = p’, kde p je liché prvoéislo a t piirozené ¢islo. Potom je
Adamova tuvaha spravnd, jelikoz obé ¢isla n — 1 a n + 1 nemohou byt
soucasné délitelnad stejnym lichym prvocislem p, a proto je pravé jedno
z nich délitelné &islem p' = k.

Necht k = 2pt, kde p je liché prvoéislo a t piirozené ¢islo. Potom je
Adamova tivaha také spravna: obé ¢isla n — 1 a n + 1 jsou nutné suda
a pritom nemohou byt soucasné délitelnd stejnym lichym prvocislem p,
proto je pravé jedno z nich délitelné ¢islem 2pt = k.

Zdveér. Adamova tivaha je spravna pro kazdé prirozené ¢islo n pouze
pro prirozena ¢isla k jednoho z tvaru

k=4, k=p', k=2,

kde p je liché prvocislo a t ptirozené cislo.

A-1-3

Z rovnosti obvodového a tisekového uihlu prislusného tétive AK kruznice k
plyne (obr.11) |« KNA| = |<LKA| a podobné z rovnosti obvodového
a usekového thlu prislusného tétive AL kruznice ! plyne |<VLM| =
= |<LAM]|, kde jsme jako V oznadili néjaky bod polopiimky opacné
k poloprimce LK.

Obr. 11

Ctyithelnik KLMN je tétivovy, pravé kdyz |[xKNA| = |xVLM|
neboli |xLKA| = |<LAM]|. Posledni rovnost ovSem plati, pravé kdyz
je LAM tsekovym uhlem prislusnym obvodovému thlu LK A tétivy LA
kruznice opsané trojihelniku AK L, tedy pravé kdyz je ptimka M N tec-
nou této kruznice.

Tim je tvrzeni tlohy dokézano.

64



Jiné FeSeni. Vytresme tlohu nejprve za predpokladu, ze primky KL
a M N jsou rovnobézné. V takovém pripadé jsou zfejmé oba trojuhelniky
ANK a M AL rovnoramenné, protoze osy stran AN, resp. M A prochazeji
odpovidajicim vrcholem K, resp. L (jinak bodem dotyku te¢ny rovno-
bézné s tétivou AN, resp. M A kruznice k, resp. 1). Je tedy |LA| = |[LM|
a |[KN| = |KA|. Pritom ¢tyfthelnik KLMN je tétivovy, prave kdyz
je to rovnoramenny lichobéznik, tj. |[LM| = |KN|. To podle pfedchozi
dvojice rovnosti nastane, pravé kdyz je trojuhelnik K LA rovnoramenny
neboli pravé kdyz M N je tecnou jeho kruznice opsané ve vrcholu proti
zékladné K L. (Vzhledem k tomu, ze pak jsou trojuhelniky ANK a M AL
shodné, uvedend situace nastane, pravé kdyz jsou kruznice k, [ shodné.)

Predpokladejme déle, ze primky M N a K L jsou riznobézné, a oznac-
me V jejich prusecik (obr.12). Uzitim mocnosti bodu V' ke kruznicim k
a | dostaneme

[VK|?=|VA|-|VN| a |VL]?=|VM|-|VA|

N

Vynésobenim obou vztahii obdrzime
VKP - VL] = [VN|- VAP - [V M]. (1)
Ctyithelnik KLMN je ovSem tétivovy, pravée kdyz plati
VK] -|VL[ = |VN|- VM|
neboli — s prihlédnutim k (1) — prévé kdyz plati
VK|-|VL| = |VA].
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Posledni rovnost ovSem plati, pravé kdyz piimka M N (prochdzejici bo-
dem A) je te¢nou kruznice opsané trojihelniku AKL. Tim je tvrzeni
tlohy dokazano.

A-1-4

Zidné tii zetony téze barvy nelezi na jedné hromédce, tedy na kazdé
z hromddek lezi alespon jeden Zeton zvolené barvy. Kazdé vyhovujici roz-
déleni zetont do hroméadek je pak charakterizovano tim, na které z nich
lezi pravé jeden ze tii zetonu té které barvy.

Predpokladejme, ze v jedné z hromdadek je pravé [ barev zastoupeno
jednim zetonem a zbylych 2n — [ barev dvéma. Jednoduchym vypoctem
I+ 2(2n — 1) = 3n ovSem zjistime, ze toho lze dosdhnout jen pfi [ = n.
Proto je zkoumany pocet p,, roven poctu rozdéleni 2n zetoni navzajem
ruznych barev na dvé (neusporddané) skupiny po n zetonech, tedy

pn:_1_<2n> _ @) _ 2 @n-1) <2n—1>' )

2\ n 202 2n-(n—1)!n! n
Zbyva dokazat, ze posledni kombinacni ¢islo je liché, pravé kdyz je
¢islo n mocninou dvou. Tento poznatek (a vlastné i metodu jeho du-
kazu) lze vypozorovat z dobfe zndmého schématu vSech kombinaé¢nich
¢isel v podobé Pascalova trojihelniku:

-
o
>
>
-

11001 1
1010101
[T 1 1 1M1 1 1]
100000002
110000011
10100000101
111100@01 111
1000100010001
1100110O®110011
101010101010101
[T 111 1111M11111711]

V nasem schématu ovSem nejsou samotna kombinac¢ni ¢isla, nybrz jejich
zbytky 0 ¢i 1 pfi déleni dvéma. K jejich urceni neni nutné kombinaéni
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¢isla viibec pocitat, protoze z rekurentnich vzorci

(g):@:l ‘ (?):(?:11>+<n;1> 1<ign-1) ()

muzeme postupné po jednotlivych fadcich namisto kombinacnich éisel
rovnou psat jejich zbytky pfi déleni jakymkoli pevnym ¢islem, v nasem
pripadé cislem 2.

Vsimnéme si, co nase schéma napovida. Nékteré radky (vyznacené
obdélnicky) jsou sestaveny ze samych jednotek. Diky rekurentnim vzor-
cum (2) pod kazdym takovym Fadkem zfejmé vznikne trojihelnik sesta-
veny ze samych nul (t¥i takové trojihelniky jsou vyznaceny Sedym pod-
tiskem) a olemovany zleva i zprava samymi jednotkami; bezprostfedné
pod nim opét lezi fadek ze samych jednic¢ek. Protoze zbytky vsech zkou-
manych cisel (2";1) (v nasem schématu vyznacenych krouzky) lezi v po-
psanych obdélniécich nebo trojihelnicich, bude takové kombinaéni ¢islo
liché, pravé kdyz bude mit pozici v nékterém obdélnicku.

Nase pozorovani nyni popiseme presnéji a rovnou je ovérime matema-
tickou indukci.

Rddky ze samijch jednicek jsou pravé rddky s kombinacnimi cisly (")
(0 <i<n—1), kde n je tvaru n = 2%. Tvrzeni trivialné plati pro k = 1.
Predpoklddejme tedy, Ze plati pro néjaké k = 1, a ozna¢me P,, prvnich
n = 2F fadkd schématu. Dalsich n Fadki si miizeme predstavit jako tii
rovnostranné trojuhelniky cisel: prvni a treti s n fadky jsou téze veli-
kosti jako P,, mezi nimi je pak (n — 1)-fddkovy trojihelnik (vrcholem
dol1), ktery je diky jednotkdm v zdkladné trojihelniku P, a rekurentnim
vzorcum (2) sestaven ze samych nul. Proto maji prvni a tfeti trojtihel-
nik jednotky nejen v hornich vrcholech a na stranach lezicich na hranici
celého schématu, ale i na stranach, kterymi se primykaji k druhému troj-
uhelniku, tedy na zacatku i konci kazdého ze svych n radkt. Plyne to
opét ze vzorcl (2), které pak ovsem vedou k dalsimu, pro nas hlavnimu
zavéru: Prvni a tteti trojihelnik jsou totozné s trojtihelnikem P,,. Mizeme
tedy shrnout, ze kazdy z n — 1 pridanych radkt obsahuje aspon jednu
nulu, zatimco n-ty fadek (slozeny ze dvou n-tych fadku trojihelniku P,)
obsahuje samé jednicky. Tvrzeni tudiz plati i pro 2n = 2. 2F = 2k+1
radkt Pascalova trojihelniku modulo 2, tj. i pro ¢islo k& + 1.

Vzhledem k tomu, Ze zkoumané éislo p,, = (2nn_1) = (2:__11) lezi vzdy
uprostied sudych radkt Pascalova trojuhelniku, je zfejmé, ze lezi bud
v nékterém obdélnicku, anebo v nékterém Sedém trojihelniku, jez se po-
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stupné stiidaji. Cislo p, je tedy skutecné liché, pravé kdyz n je mocnina
dvou.

Jiné fesSeni. Pocet p, pozadovanych rozdéleni Zetoni uréime stejné
jako v plivodnim feseni vzorcem

B (2n)!
pn_2(n!)2’
ktery dale upravime na tvar
2-4-...-(2n—-2)(2n)
n=1-3-...-2n—1)- =
P (2n—1) 3(nl)?
2"n!
=1-3-...-2n—-1)- =
@n—1)- 3o
2n—1
=1-3-...-(2n—1)- " (3)

Pro nejvyssi mocninu 24, ktera déli n!, plati

=[5l [F)

kde 2™ < n < 2mF! a |x| znaéi dolni celou ¢dst cisla x, tedy nejvétsi
celé ¢islo, které neni vétsi nez x. Odtud pro exponent a plyne odhad

A

1
a £+...+£:n(1——>:n——n—§n—l.

4
2 22 2m

7 vyjadreni (3) tedy vidime, Ze ¢islo p,, je liché, pravé kdyz a =n —1
neboli n je tvaru 2.

A-1-5

V kazdém kroku se soucet vSech ¢isel na sténdch krychle zvétsi o 2, jeho
parita se tedy nezméni. Jsou-li na vSech sténach krychle stejné ¢isla, je
jejich soucet nasobkem Sesti, a je tudiz délitelny dvéma. Nutnou podmin-
kou k tomu, abychom tohoto stavu dosahli, tedy je, aby i na pocatku byl
soucet vSech c¢isel na sténach krychle délitelny dvéma.

Tato podminka je zdroven postacujici. Predpokladejme, ze soucet
vsech Sesti celych ¢isel na sténéach krychle je na pocatku délitelny dvéma.
Ukéazeme, jak po urcitém poctu kroku dosdhnout toho, ze na vsech steé-
nach krychle budou stejnd ¢isla.
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Oznacme stény krychle Sy, Ss, ..., Sg, pricemz sténa Sy je proti sté-
né Sg, sténa Sy proti S5 a S proti Sy.! Krok, v némz zvétsime éisla
na sténach S;, S;, budeme znacit k;;. A protoze nds zajimd jen relativni
hodnota ocislovani stén, tj. zda a o kolik se 1isi od nejmensi hodnoty vsech
Sesti ¢isel, budeme déle pracovat jen s témito relativnimi hodnotami (coz
budou nezaporné celd ¢isla s nejmensi hodnotou 0).

Posloupnosti krokii k1o, ko3, k35, k54, ka1 zajistime, ze se ¢islo na kazdé
sténé kromeé stény Sg zvétsi o 2, coz vzhledem k nasi timluvé vlastné
znamend, ze jsme (relativni) hodnotu ¢isla na sténé Sg o 2 zmensili. Po-
dobnym zptusobem muzeme o 2 ,,zmensit“ ¢islo na libovolné sténé krychle.
Je tedy zfejmé, ze popsanym zpusobem dosidhneme toho, ze (relativni)
hodnoty ¢isel na sténdch budou jen 0 nebo 1, nula mezi nimi ovsem
musi byt aspon jedna (podle vyznamu relativnich hodnot). Nyni jiz staci
prosetfit nasledujici moznosti (pfipomenme, ze soucet vsech Sesti ¢isel je
sudy):

a) Na sténdch krychle jsou vesmés 0; tvrzeni pak plati trividlné.

b) Na sténdch krychle jsou pravé dvé 1 (na ostatnich 0). Bez ohledu
na to, zda jsou obé jednicky na sousednich ¢i protilehlych sténéch,
vzdy muzeme rozdélit zbyvajici ¢tyfi stény s nulami na dvé dvojice
sousednich stén a ve dvou krocich zvétsit jejich ¢isla o 1.

¢) Na sténdch krychle jsou pravé ¢tyti 1 (na zbyvajicich dvou sténédch
jsou 0). Tento pripad vyfesime tak, Ze nejprve snizime (zpusobem
popsanym vyse) hodnotu kazdé stény s jednickou o dva, ¢imz ovSem
(v relativnich hodnotach) dostaneme presné situaci popsanou v b).
Zaveér. Dosdhnout toho, ze po kone¢ném poctu kroki budou na vsech

sténach krychle napsana stejna ¢isla, lze, pravé kdyz je soucet (celych)

¢isel na vsech Sesti sténach krychle délitelny dvéma.

Pozndmka. Cast c) predchoziho feeni lze vyfesit i takto: Jsou-li obé
0 na sousednich sténach, mtzeme je jedinym krokem zvétsit na 1. Jsou-li
obé 0 na protilehlych sténédch (bez Gjmy na obecnosti necht jsou to napt.
Sy a Sg), pomoci krokii ki, ksg, k15, kag, dosdhneme toho, Ze na vsech
sténach krychle budou napséana cisla 2.

A-1-6

Je-li a = b, je a = f, takze cos(a — 3) = 1 a dokazovand nerovnost
plati jako rovnost a? + a? = 2a? (dodejme, Ze bez ohledu na to, zda je

1 Podobné jsou ocislovany i stény bézné hraci kostky: soucet bod® na protilehlych
sténach dava 7.
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tihel v ostry ¢ nikoli). Protoze dokazovand nerovnost je symetrickd v a,
b (kosinus je suda funkce), mizeme bez tijmy na obecnosti predpokladat,
ze a > b neboli a > f.

Je-li tedy a > f3, lze ithel BAC velikosti « rozdélit pomoci bodu D €
€ BC na dva thly CAD a DAB velikosti § a a— 3 (obr. 13). Trojthelnik
DAC je pak zmensenim trojihelniku ABC' s koeficientem podobnosti
k = b : a, takze |AD| = bc/a a |DC| = b*/a, odkud |BD| = |BC| —
—|DC| = (a® — b?)/a.

C

Obr. 13

Vyjédieni |AD|, |BD| dosadime do rovnosti z kosinové véty pro troj-
thelnik ABD a upravime:

|BD|? = |AB|?> + |AD|? — 2|AB| - |AD| cos(a — B),
(a®> =622 5, b2 2bc%cos(a — B)
T Cte T T .
(a®> =b*)%=6-c%, kde § =a®+b* —2abcos(a—B) >0. (1)

(Posledn{ nerovnost plyne z toho, ze pro a # S je cos(a — ) < 1.)
Vztah (1) spolu s rovnosti ¢ = a?+b? —2ab cos y nyn{ vyuzijeme k ipravé
rozdilu '4 pravé a levé strany dokazované nerovnosti, ktery navic jesté
vynasobime vyrazem 2ab:

2ab% = 2ab(2ab — (a® + b%) cos(a — B)) =
= 4a?b* — (a® + b%) - 2abcos(a — B) =
= 4a%b? — (a® + b%)(a® + b — 6) = 6(a® + b*) — (a* - V*)* =
=6(a® +b%) —6-c* =6(a® +b* — c?) = § - 2abcos .

Po vydéleni vyrazem 2ab dostdvame vztah %4 =  cos~y, takze s ohledem
na 6 > 0 ma vyraz ' stejné znaménko jako cosy (zopakujme, ze za
predpokladu a # b). Odtud plyne, ze v piipadé, kdy v < 90° a a # b, plati

70



nerovnost ze zadani tlohy jako ostrd. Tim je tloha vyfesena a odpovéd
na jeji zavérecnou otdzku zni: v dokdzané nerovnosti (v zadané situaci,
tj. pri ostrém thlu ) nastane rovnost, pravé kdyz a = b.

Poznamka 1. Odvozeny vztah %4 = 0 cosy se bez pomocnych oznaceni
prepise jako identita

2ab — (a? + b%) cos(a — B) = (a® + b* — 2abcos(a — B)) cosy,  (2)

kterd plati pro libovolny trojuhelnik ABC (k nasemu odvozeni staci pfi-
dat trivialni ovéfeni rovnosti (2) v piipadé a = b). Vysledek (2) umoznuje
snadnou diskusi o jednotlivych pripadech relace

(a® + b*) cos(a — B) § 2ab,
nebot prvni ¢éinitel v pravé strané (2) je vzdy nezaporny:
a® + b? — 2abcos(a — B) = a4+ b% — 2ab = (a— b)2 >0.

Relace dopadd takto: rovnost nastane, pravé kdyz a = b nebo v = 90°;
v pripadé a # b pak plati ostra nerovnost < ¢i > podle toho, zda je
v < 90° nebo vy > 90°.

Jiné feSeni. Piivodni feSeni je celé zalozeno na vztahu (1), proto jeho
odlisné odvozeni nyni uvedeme jako ,,jiné reseni“. Tvar kladného vyrazu ¢
v (1) je motivaci k tivaze o pomocném trojihelniku, jehoz dvé strany maji
délky a, b a sviraji tihel velikosti & — 8 (opét predpokladdme, ze a > b).
Nas zajimé délka jeho tfeti strany, kterou oznacime d, takze pro vyraz §
ve vztahu (1), ktery se chystdme dokdzat, budeme mit § = d?. Ukazme, 7e
takovy trojuhelnik o stranéich a, b, d je — vedle ptivodniho trojihelniku
o stranach a, b, ¢ — druhym fesenim tlohy sestrojit trojihelnik ABC,
jsou-li dany strany a, b a uhel 5. Konstrukei obou feseni A1 BC a A; BC
vidime na obr. 14. Soucet thli pfi vrcholech A; a Ay (vyznacenych ob-

Obr. 14
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loucky) je zfejmé 180°. V jednom z trojuhelniki je to tihel a, ve druhém
tedy thel 180° — «, takze thel pii vrcholu C' druhého trojihelniku je
pravé a — 3, jak jsme si prali.2 Usecky A; B, Ay B tedy maji (v nékterém
poradi) délky ¢ a d. Z mocnosti bodu B k sestrojené kruznici o stfedu C
a poloméru b vyplyva rovnost

cd =a® —v?, (3)

z niz po umocnéni na druhou dostavame c?d? = (a?—b%)2. A to je kyzeny
klicovy vztah (1) z puvodniho FeSeni, nebot jak uz jsme naznadili, podle
kosinové véty plati

d*> = a® + b* — 2abcos(a — ). (4)

Pozndmka 2. V ptivodnim Teseni jsme ze vztahu (1) odvodili identitu

zapsanou v Poznamce 1 jako (2). Pravé uvedeny alternativni dikaz (1)

s vyuzitim konstrukéni dlohy (a,b, 8) ma zajimavy dusledek: diky ,rov-
nopravnosti“ obou feseni z obr. 14 musi platit i identita

2ab — (a® 4+ b?) cosy = ¢ cos(a — f3), (5)

ziskand z (2) vyménou roli trojihelniki s trojicemi stran (a,b,c)
a (a,b,d), kterou lze odvodit i trigonometricky.

Dalsi feSeni. Pomocny trojihelnik se stranami a, b (a > b) svirajicimi
thel a — 3 a tfeti stranou d danou vztahem (4) 1ze vyuzit k feseni ilohy
i bez objevu ,mocnostni“ rovnosti (3) nasledujicim postupem.

Zminény trojihelnik 1ze k trojihelniku ABC vhodné prikreslit dvéma
zpusoby patrnymi z obr. 15. Vlevo je to trojihelnik BC'D (ten zndme uz
z predchoziho feseni), vpravo to je trojihelnik BC'E; snadno pak ovérime,
ze oba vyznacené thly BC'D a CBE maji pozadovanou velikost a — 3.

QzC d FzrR

Obr. 15

2V pripadé a = 90° sice plati A7 = Ag, avSak na celé nasi ivaze neni tfeba nic
ménit: tehdy totiza —f=vyac=d.
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(Oba obrazky odpovidaji pripadu o < 90°, v dplném feSeni by nemél
chybét obrazek pro pripad a = 90°, ktery zde posuzovat nebudeme, pro-
toze dalsi postup vyzaduje jen nepatrnou obménu.) Pomoci délky d ze
vztahu (4) nyni upravime dokazovanou (ostrou) nerovnost:

(a® + b%) cos(a — B) < 2ab,
(a® +b%) - 2abcos(a — B) < 4a’b?,
(a® 4+ b?)(a® + b* — d?) < 4a°b?,
(0?2 —b%)? < (a? 4+ b2)d2 (6)
Nakonec vyuzijeme Pythagorovu vétu pro dvojice pravouhlych trojihel-

nikt z obr. 15; v obou variantach jak s trojuhelnikem BCD, tak s troj-
thelnikem BCE pak plati

a®=(d+z)2+v2 a BP=2x2+7

takze a® — b?> = d? + 2dz = d(d + 2z). Po dosazeni do levé strany nerov-
nosti (6) a zkraceni vyrazem d? dostaneme ekvivalentni nerovnost

(d+2z)? <a®+b* neboli ¢* < a?+ b

ktera (diky kosinové vété) presné vyjadruje podminku v < 90° ze zadani
tlohy. Tim je celé jeji Teseni hotovo, protoze v pripadé a = b zfejmé
v dokazované nerovnosti nastane rovnost.

Dalsi fesSeni. Jesté jednim zpusobem za predpokladi v < 90° a a > b
(neboli a > ) dokdzeme ostrou nerovnost

(a® + b*) cos(a — B) < 2ab.

Nejprve ji ekvivalentné upravime, kdyz polozime ¢ = %(a —p) >0
a vyuzijeme vzorec cos2p = 1 — 2sin® ¢:

(a® + b%)(1 — 25sin? ) < 2ab,
(a —b)? < 2(a® + b?)sin” ¢,

— b2
2(a, b) <a®+ b
2singp

To je (podle sinové véty) nerovnost 2r? < a? +b? pro polomér 7 kruznice
opsané libovolnému trojuhelniku se stranou a — b a protilehlym vnitinim
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thlem ¢. Takovy trojihelnik dostaneme, kdyz jako na obr. 16 stranu C' A
trojihelniku ABC prodlouzime za bod A do bodu F tak, aby platilo

Obr. 16

|CF| = a (a > b). Potom mé trojuhelnik ABF stranu AF délky a — b
s protilehlym thlem ABF, jehoz velikost uréime takto: rovnoramenny
trojihelnik BCF ma pfi zdkladné BF shodné thly 90° — 3 = (a+ ),

takze
a+p

2
Proto je polomér kruznice opsané trojihelniku ABF' skutec¢né roven zkou-
mané hodnoté r. Pro ni tak ziskame z predpokladu v < 90° odhad

|AB| c c c

= — < —
"= 2sin |<AFB|  2sin(90° — 3v) = 2sin45° (/2

|XABF| = |xCBF| — |xCBA| =

-B=e.

neboli 2r? < ¢%; ze stejného predpokladu v < 90° ovSem vyplyva (diky
kosinové vété pro trojihelnik ABC) dalsf nerovnost ¢? < a? + b?. Dohro-
mady dostavame 2r2 < ¢ < a? + b? a kyzend nerovnost 212 < a2 + b? je
tak dokazana.

Dodejme jesté, ze v piipadé v > 90° ze stejnych divodh plati 2r? >
> ¢? > a? + b2, coz (za piedpokladu a # b) dokazuje opacnou nerovnost

(a® 4 b?) cos(a — B) > 2ab.
Posledni reSeni. Uvedeme jesté jedno trigonometrické reseni. Pro li-
bovolny trojuhelnik ABC plati totiz tzv. Mollweidiv vzorec

a—b sinj(a—p)

1
c COS 57
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ze kterého plyne nésledujici vyjadieni hodnoty cos(a — 3):

-8

2(a — b)? cos® v

=1- 2

e
cos(a — ) = 1 — 2sin?
Dosazenim do levé strany dokazované nerovnosti dostaneme

(a® + b%) cos(a — B) < 2ab,

2(a —b)2cos? &
(a2 +b2) <1 o ( )02 27>

< 2ab,

2(a® 4 b%)(a — b)? cos? 3
2 )

(a—0b)*

A

Vidime, ze v pripadé a = b nastane rovnost. V pripadé a # b po déleni
kladnym vyrazem (a — b)? a dal$i ziejmé ekvivalentni tipravé dostaneme

¢® < 2(a® + b%) cos® %
Dosadime-li sem z rovnosti

2 =a?>+b* —2abcosy a 2COSZ% =1+ cos~,

dostaneme po odecteni souc¢tu a® + b% od obou stran nerovnost
—2abcosy < (a® + b*)cosy mneboli 0= (a+ b)?cosy,

coz diky zadanému predpokladu v < 90° skutecné plati jako ostra nerov-
nost. Tim je nerovnost ze zadani tlohy dokézana; rovnost v ni nastane,
pravé kdyz a = b.3

A-S-1

Predpokladejme, ze ¢islo ¢ ma pozadovanou vlastnost. Diferenci prislusné
aritmetické posloupnosti ozna¢me d. Rozlisime dva pripady podle toho,
zda ¢islo ¢ lezi mezi kofeny x1 a x5 dané kvadratické rovnice, nebo ne:
a) Je-li ¢ prostfednim ¢lenem predpoklddané aritmetické posloupnosti,
plati x1 = ¢c—d a o = c¢+d. Pro soucet korenu tak podle Vietova vztahu

dostavame —% =z + 22 = 2¢, odkud ¢ = ——%. Navic pro zaporné c

3 I pfi tomto postupu lze odvodit obecnéjsi zavéry uvedené v Pozndmce 1 za prvnim
Fesenim.
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je diskriminant dané rovnice kladny, takze méd dva redlné koreny. (Pro
c= —g mé dana rovnice kofeny 7 2 = —g + %\/5)

b) Je-li koeficient ¢ krajnim c¢lenem predpoklddané aritmetické po-
sloupnosti, oznacme koreny dané rovnice tak, aby platilo ;1 = ¢ + d,
T9 = ¢+ 2d. Pro jejich soucet tentokrat vychazi —g =z +x9 = 2c+ 3d.

Vyjéddifme-li odtud d = -2 — 2¢ a dosadime do vztahii 2 = ¢ + d
a Ty = ¢+ 2d, dostaneme z; = §(2c — 5), 3 = —1(c + 5). Dosadime-li

oba vyrazy do Vietova vztahu x;z9 = ¢ pro soucin kofenii, obdrzime po
tipravé kvadratickou rovnici 2¢? +23¢ — 25 = 0, ktera m4 koreny 1 a —2—25.
(Podminku na diskriminant tentokrat ovéfovat nemusime, nebot uvede-
nym postupem mame zaruceno, ze realnd ¢isla 1 o odpovidajici obéma
nalezenym hodnotam ¢ splnuji oba Vietovy vztahy, takze jsou skuteéné

koTfeny prislusné rovnice. Pro ¢ = 1 méa dana kvadraticka rovnice koteny

T = —%, Ty = —2; pro c = —% ma rovnice koreny z; = —5, o = %)
Zdgver. Uloze vyhovuji redlnd ¢isla ¢ z mnoziny {—275; —g; 1}.

Ozna¢me M’ stied tusecky CQ (obr.17). Protoze PM’' a RM' jsou
stfedni pricky trojihelniki AQC a BQC, které jsou podle Thaletovy
véty rovnoramenné se zakladnami AC a BC, jsou ¢tyrthelniky CAPM’

C

Obr. 17

a C BRM' rovnoramenné lichobéZniky a jim opsané kruznice, jez se proti-
naji v bodech C' a M’, jsou zdrovern i opsanymi kruznicemi uvazovanych
trojuhelniki APC' a BRC. Je tedy M = M’ a tvrzeni tlohy je tim
dokazano.

Jiné feSeni. Oznacme ¢ délku prepony AB daného pravoihlého troj-
thelniku ABC. Kruznice opsané trojihelnikim APC a BRC ozna¢me
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po fadé k, [ (obr.18). Vzhledem k tomu, ze |QP|- |QA| = |QR| - |QB| =
= %c- %c, ma stied ) prepony AB stejnou mocnost m = %c- %c k obéma
kruznicim k i [, a lezi proto na jejich chordale C M. Navic podle Thale-
tovy véty plati |QC| = |QA| = }c. Z rovnosti |QM|-|QC| = m tak plyne

QM| = ¢ = £|QC], takze M je stfedem usecky CQ.

C

Obr. 18

A-S-3

Protoze p, q jsou ruznd lichd prvocisla, je |[p — q| = 2. Pro levou stranu
dané nerovnosti tudiz plati

L:‘B_g‘:
q P

P’ —¢
pq

_lp=d-0t+q) , 2(0+a)

pq pq

Abychom dokéazali pozadovanou nerovnost

4
L>—,
vPq
staci dokazat nerovnost p + ¢ > 2,/pq. To je ovSsem nerovnost, jez je
trividlnim dusledkem nerovnosti (\/ﬁ—\/ﬁ)2 > 0, ktera plati pro libovolna
dvé riznd kladna cisla p, ¢. Tim je dand nerovnost dokazana.

A-1l1-1

Nejprve urceme pocet u vSech osmimistnych cisel délitelnych ctyrmi.
Kazdé takové ¢islo mé ve svém zapisu na prvnim misté zleva nenulovou
¢islici. Mame tak 9 moznosti. Na nésledujicich péti mistech ma libovolnou
¢islici desitkové soustavy, tj. pro kazdou pozici mame 10 moznosti, a kon¢i
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dvojéislim, které je délitelné ¢tyimi, tj. 00, 04, 08, 12, 16, 20, 24, ..., 96,
celkové tedy 25 moznosti. Proto je

u=9-10°-25 = 22500 000.

Podobnou tivahu Ize provést i pti hledani poc¢tu v vsech osmimistnych
c¢isel délitelnych ¢tyfmi, ktera ve svém desitkovém zapisu neobsahuji ¢is-
lici 1. Pro prvni pozici zleva mame nyni 8 moznosti a pro kazdou dalsi
z péti nasledujicich pozic mame 9 moznosti. Na poslednich dvou mistech
zprava musi byt dvojcisli délitelné ctyrmi, které vsak neobsahuje ¢islici 1.
Jsou to vsechna dvojcisli z predchoziho odstavce kromeé 12 a 16, tedy
23 moznosti. Proto

v=28-9°.23=10865016.

Zaver. Protoze u > 2v, je mezi osmimistnymi nasobky ¢isla 4 vice
téch, které ve svém (desitkovém) zapisu ¢islici 1 obsahuji, nez téch, které
ji neobsahuji.

Poznamka. Pocet u vsech osmimistnych nasobku lze také urcit jed-
noduchou tuvahou: nejmensi nasobek je A = 10000000, nejvétsi je
B = 99999996, takze hledany pocet je 1(B — A) +1 = (B +4 —
— A) = 22500000.

K dikazu nerovnosti u > 2v neni nutné v vycislit, protoze podil

uw_9-10°-25 9 <1_0)5 25
T 8-95.23 8 \9 23

1ze dobre odhadnout pomoci binomické véty

<E)5:<1+1)5>1+5.%+10.i=136:H’

9 9 92 81 92
tudiz

u 9 (1o>5 25>9 8.17 @_17-25_4§>2

v 8 \9 2378 92 23 9.23 207 7

A-I1l1-2

Oznac¢me T trojihelnik s vrcholy ve stfedech stran BC, C A, AB daného
trojihelniku ABC'. Obsah trojiuhelniku XY Z budeme znacit symbolem

Sxyz.
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Protoze body A’, B’, C’ jsou zaroven obrazy bodu U ve stejnolehlos-
tech se stiedy v odpovidajicich vrcholech trojihelniku ABC' a koeficien-
tem 2, plyne z pfedpokladu tlohy, Ze body A’, B, C’ lez{ postupné uvnitf
trojuhelniktt AgC' B, CByA a BAC (to jsou obrazy trojihelniku T v uve-
denych stejnolehlostech, na obr. 19 je T vyznacen Sedou barvou). Hranice
trojihelniku A’ B’C’ tudiz protne strany AB, BC, C'A postupné v jejich
vnitinich bodech K, L, M, N, O, P.

Obr. 19

Protoze trojihelnik A’B’C" je obrazem trojihelniku ABC ve stfedové
soumérnosti podle stfedu U, jsou navzajem si odpovidajici strany rovno-
bézné a v téze soumérnosti si odpovidaji dvojice bodi K a N, La O i M
a P. Proto podle véty wu je kazdy z trojihelniki AKP, LBM, ONC
podobny trojihelniku ABC. Oznacme ki, ko, k3 koeficienty podobnos-
ti, jez zobrazi trojihelnik ABC postupné na trojuhelniky AK P, LBM,
ONC. Obrazy trojihelniki AK P, LBM, ONC ve stfedové soumérnosti
se stfedem U jsou po fadé trojuhelniky A’NM, OB'P, LKC'. Ty jsou
rovnéz podobné trojihelniku ABC, pricemz odpovidajici koeficienty po-
dobnosti, které na né prevedou trojiuhelnik ABC, jsou opét ki, ko, k3.
Oznacime-li ¢ délku strany AB, plati pro délky useki na strané AB

C1 = |AK| = klc, Cy = |LB| = kzc, C3 = |KL| = kgC,

takze
c=c1+co+ e =kic+ kac+ kse = (k1 + ka + k3)c
neboli
ki+ ko + ks =1.
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Z podobnosti trojuhelniki ABC a LKC' déle plyne, ze velikost vysky
z vrcholu C ke strané AB v trojuhelniku ABC” je rovna ksv,, kde v, je
velikost vysky z vrcholu C' v trojiuhelniku ABC'. Je tudiz

1 1
Sapcr = 3¢ k3ve = ks(é—cvc) = k3S.

Analogicky Spcar = k1S a Scap: = k2S. Pro obsah S’ Sestitthelniku
AC'BA’CB’ tak plati

S = Sapc + Spoar + Scap + Saper = (1+ k1 + ka2 + k3) S = 25.
Jiné FeSeni. (Podle Karla Benese z Gymndzia Kojetin.) Sestitihelnik
AC'BA'CB’ je stfedové soumérny podle zvoleného bodu U (obr. 20).

C
B’ A

C’
Obr. 20

Kazd4 z jeho thlopticek AA’, BB’, CC' tudiz déli tento Sestitthelnik na
dva shodné ¢tyruhelniky, a proto naptiklad plati

Sac'Barc =285acBa.

Stadi tedy dokdzat, ze ¢tyfthelnik AC’BA’ mé stejny obsah S jako troj-
thelnik ABC'. Protoze tUsecka AU je téznici v trojihelniku C' AC’, plati

Saver = Savce- (1)

Podobné tsecka BU je téznici v trojuhelnicich ABA” a CBC’, plati tudiz
Spucr = Spuc a Spuar = Spua- (2)
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Sectenim vSech tf{ rovnosti ze vztahi (1) a (2) dostaneme

SacrBar = Savcer + Spucr + Spuar = Save + Spuc + Spua = S,

coz dokazuje platnost daného tvrzeni.

Jiné FeSeni. (Podle Pavla Polcera z G v Brné, Krenovd, Kateriny Med-
kové z BG Bohuslava Balbina v Hradci Kralové a Zuzany Borsiové z G
v Teplicich.) Dopliime nejprve trojihelnik ABC' na rovnobéznik ADBC
(obr.21). Vzhledem k tomu, ze také AC'A’C je rovnobéznik, je v po-

C
BI \\ = > A/

Obr. 21

sunuti urc¢eném vektorem CA obrazem trojihelniku CBA’ trojihelnik
ADC'. Rovnéz BCB'C’ je rovnobéznik, a proto v posunuti uréeném vek-
torem CB je obrazem trojihelniku ACB’ trojihelnik DBC’. Plati tedy
rovnosti

Scpar = Sapcr a Sacp = Spacr,

které zfejmé znamenaji, Ze obsah zkoumaného Sestitithelniku AC' BA'C B’
je roven obsahu rovnobézniku ADBC, tudiz dvojnasobku obsahu S da-
ného trojuhelniku ABC.

Jiné feSeni. (Podle Dominika Lachmana z G v Olomouci-Hejéiné.)
Ve shodé s obr. 22 ozna¢me ¢ = |xBUC'|, ¢y = |«xCUA'| aw = |<AUB’|.
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S ohledem na rovnost sini vedlejsich 1ihla lze obsah S trojihelniku ABC
(rovny souctu obsaht trojihelnikit ABU, BCU a CAU) vyjadfit ndsle-
dujicim zpﬁsobem

|AU| |BU|51nw+ |BU]| - |CU|sm<p+ |CU| - |AU|sin .

B’ A

C/
Obr. 22
Obsah @ Sestithelniku AC'BA’CB’ je roven (diky soumérnosti podle

stfedu U) dvojndsobku obsahu étyfihelniku AC’BA’, ktery vyjadiime
jako soucet obsahii trojﬁhelnikﬁ AC'U, C'BU a BA'U. Dostaneme tak

Q= ( AU - [C'U|siny + 5 Lo |BU|smgo+ |BU|- |A’U|smw)

A protoze |[UA| = |UA|, |UB| = |[UB'| a [UC| = |UC'|, dostavame

konecné

Q= ( |AU| - |BU|Slnw+ |BU|- |CU|smcp+ |CU|- |AU|sm1/)>
=25,

coz bylo tfeba dokéazat.

Jiné FeSeni. Oznacme K, L, M stredy stran AB, BC, C'A. Stejnoleh-
lost se stredem A a koeficientem 2 zobrazi trojuhelnik M KU na trojthel-
nik CBA’ (ObI‘. 23), pI‘OtO SC’BA’ = 4‘SMKU- Podobné SACB' = 4'SKLU
a Sgacr =4 - Sppu. Odtud

Scpar +Sace +Spacr =4 Skm =S,

takze Sestitthelnik AC’BA’C B’ m4 obsah 25.
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o’ /
Obr. 23 Obr. 24

Jiné FeSeni. Je-1i bod U totozny s tézistém T trojuhelniku ABC (U =
= T), je tvrzeni tlohy splnéno, nebot Sa pc = Srpc, Sprca = Stca
a SC’AB = STAB (ObI‘. 24).

Predpokladejme nyni, ze se bod U pohybuje uvnitf trojuhelniku T
po primce p rovnobézné se stranou BC', a ukazme, ze se obsah Sestitihel-
niku AC’'BA’CB’ neméni. Body A’, B’ a C’ lezi totiz na rovnobézkach
s pfimkou p, a proto se neméni obsah trojihelniku A’BC ani obsahy
rovnobézniku BCB'C’ a trojihelniku B'C’A (obr. 25). Obsah Sestitihel-
niku AC'BA'CB’ tedy na poloze bodu U na ptimce p nezavisi. Podobné
1ze ukdzat, Ze se obsah Sestitthelniku AC' BA’C' B’ neméni, pohybuje-li se
bod U po rovnobézce se stranou AC.

C
B A
U
A B
w
p
Obr. 25
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Libovolny vnitini bod U trojtihelniku T pritom ziskame jako obraz
z posunuti ve sméru rovnobézném se stranou BC' a z posunuti ve sméru
rovnobézném se stranou AC. Proto pro kazdy bod U uvnitt trojuhelniku
T m4 Sestitthelnik AC' BA’C B’ stejny obsah jako Sestitthelnik odpovida-
jici bodu U =T, tedy obsah 25, jak jsme chtéli dokazat.

Jiné FeSeni. Oznac¢me U’ libovolny vnitini bod trojihelniku ABC.
Protoze obsah zkoumaného Sestitihelniku je roven souctu obsahti tii ¢tyt-
thelniki AC'BU’, BA'CU’ a CB’'AU’, bude tvrzeni tlohy ziejmé platit,
dokdzeme-li bod U’ vybrat tak, aby vSechny t¥i zminéné ¢tyithelniky
byly rovnobézniky. Protoze

U_A+A’_B+B’_C+C’
o2 2 2

maji body A’, B’, C’ vyjadieni
A'=2U-A, B =2U-B, C =2U-C,
takze potfebné rovnosti

A+B C'+U" B+C A+U C+A B +U
2 2 2 2 7 2 2

budou splnény, pravé kdyz bod U’ bude mit vyjadieni U’ = A+B+C—-2U
neboli U' = 3T —2U, kde T = %(A+B—I—C) je tézisté trojuhelniku ABC.
Odvozend rovnost zapsand ve tvaru U’ — T = 2(T — U) znamen4, ze ky-
zeny bod U’ je urcen jako obraz bodu U ve stejnolehlosti se stfedem T
a koeficientem —2. V ni je ovSsem obrazem trojihelniku T vychozi troj-
uhelnik ABC| takze vnitini bod U trojihelniku T se skutecné zobrazi na
vnitini bod U’ trojihelniku ABC, jak jsme potiebovali dokazat.

A-11-3
Predné si uvédomme, ze s kazdou dvojici (m,n) kladnych celych ¢isel,
kterd tloze vyhovuje, ji vyhovuje i dvojice (n,m). Proto mizeme bez
jmy na obecnosti predpokladat, ze m = n.
Pokud kladné celé ¢islo A = (m + n)? déli kladné celé ¢islo B =
= 4(mn + 1), nutné plati
(m+n)? <4(mn+1) neboli (m —n)? < 4.
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Proto 0 £ m — n < 2. Nastane tedy pravé jedna ze tii néasledujicich
moznosti:
> m=mn, pak A =4n?, B =4n? + 4 a A déli B, pravé kdyz 4n? déli 4,
tedy n = 1. Dostdvame jedno feseni (m,n) = (1,1).
>m=n+1pak A=4n?>+4n+1, B=4n?>+4n+4=A+3.Cislo A
déli B, pravé kdyz 4n? +4n + 1 déli 3. Ovsem pro kladna celd ¢isla n
plati 4n? +4n+1 2> 44441 =9, proto v tomto piipadé nem4 tiloha
reseni.
>m =n+2, pak A = 4n? 4+ 8n + 4, B = 4n? + 8n + 4. Vidime, Ze
A = B, tedy kazda dvojice (m,n) = (n + 2,n) kladnych celych ¢isel
je TeSenim zadané tlohy.

Zdver. Uloze vyhovuje dvojice (1,1) a déle (s ohledem na symetrii
neznamych m, n) rovnéz kazdéd z dvojic (n +2,n) a (m,m + 2), kde m
a n jsou libovolnd kladna celd ¢isla.

A-1l1-4

Oznacme stény krychle Si,Ss,...,S¢ tak, ze sténa S; je protilehla
sténé Sg, sténa S, je proti Sy a Sz je proti Sy. Cislo na sténé S; oznac-
me ¢;. Ziejmé libovolny vrchol krychle patii vzdy pravé jedné z dvojic
protilehlych stén. To znamen4, zZe se v kazdém kroku zvétsi o 1 i hodnota
soucti ¢; + cg, c2 + €5 a c3 + ¢4 Cisel na protilehlych sténach. Ma-li tedy
na konci platit ¢; = ¢y = ¢3 = ¢4 = ¢5 = ¢g, a tedy také

c1+cg =c2+ c5 =c3+cy, (1)

museji byt soucty ¢isel na protilehlych sténach krychle stejné uz na po-
¢atku (a zustanou stejné i po kazdém kroku).

Ukéazeme, ze podminka (1) je zaroven postacujici. Necht tedy ¢isla na
sténédch krychle spliuji (1). PopiSseme posloupnost kroki, po nichz budou
na vSech sténdch krychle stejnéd ¢isla. Krok, v némz zvétsime ¢isla na
sténdch S;, Sj, Sy, oznac¢me k;j,,. Bez ijmy na obecnosti necht ¢; = p je
nejvetsi ze Sesti ¢isel na krychli. Nyni provedeme (p — ¢3)-krét krok koye
a (p — c3)-krat krok ksse. Doséhneme tak toho, Ze na sténach Sy, Sa, S3
budou stejna ¢isla p. Diky podmince (1) je ted i na sténach Sy, Sy, Se
totéz cislo, jehoz hodnotu oznac¢me g. Pokud jeSté neni p = ¢, staci nyni
jen (p — q)-krat provést krok k4ss, je-li p > g, resp. (¢ — p)-krat krok ka3,
je-li ¢ > p.
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Nasi tlohou je tedy uréit pocet takovych mnozin M = {cy, ¢z, ¢3, ¢4,
¢s, C6 } navzajem ruznych prirozenych éisel, pro néz plati

ci+co+c3+ca+ces+cg=60 a cp+cg=co+c5=c3+cy.
Odtud plyne 3(c; + ¢g) = 60, tedy
c1+ce =co+ c5 =c3+ ¢y = 20. (2)

Bez Gjmy na obecnosti mizeme zfejmé predpokldadat, ze ¢; < ¢o < 3 <
< ¢4 < ¢5 < cg neboli (vzhledem k rovnostem (2))

g <ca<e3<l0<ey <es<cg.

Pritom ke kazdé trojici (c1,ce,c3) spliujici ¢1 < ¢a < c3 < 10 zbyld
¢isla ¢4, cs5, cg dopoCteme z (2). Pocet vSech vyhovujicich mnozin M je
tedy roven poc¢tu ruznych trojic pfirozenych ¢isel (c1, ¢a, ¢3), jez vyhovuji
podmince ¢; < ca < c3 < 10, coz je

9\ 9-8-7
= = 84.
(3) 1230

A-1ll-1

Ctyitihelnik K BO'M je tétivovy, pravé kdyz |<CM B| = |<C K B| neboli
|«xAKL| = |<xAML| (obr.26). Pfitom étyfihelnik AKLM je tétivovy,
pravé kdyz |<AKL| + |[<xAML| = 180°. Ve zkoumaném pfipadé proto
musi byt vSechny ¢tyri zminéné thly pravé, K a M jsou tak paty vysek
v trojuhelniku ABC, ktery je tudiz ostrothly, a bod L je prusec¢ikem jeho
vysek. Kruznice opsana ¢tyithelniku K BC' M je Thaletovou kruznici nad
prumérem BC' a kruznice opsand ¢tyirihelniku AKLM je Thaletovou
kruznici nad prumérem AL.

C
M
L
/L)
A K B
Obr. 26
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Kruznice opsané uvedenym ctyiihelnikiim jsou shodné, prave kdyz
jsou shodné jejich prauméry BC a AL. Oznac¢me velikosti vnitinich thla
v trojuhelniku ABC obvyklym zptisobem «, 3, . Pravouihlé trojuhelniky
CKB a AKL jsou podobné, protoze pro jejich tihly pri odpovidajicich
vrcholech C' a A plati [xBAL| = |xBCK| = 90° — . Ziejmé proto
plati |BC| = |AL|, pravé kdyz |AK| = |CK]|, tedy AKC je pravothly
rovnoramenny trojuhelnik.

Vidime, ze trojihelnik ABC vyhovuje podminkam tlohy, pravé kdyz
je ostrouhly s ithlem « = 45°. Pro ostré uhly [ a v pak plati 5+~ = 135°.

Zdvér. Resenim jsou pravé viechny trojice tihli (o, 3,7) = (45°,45° +
+ ©,90° — @), kde p € (0°,45°).

Jiné FeSeni. Necht K, M jsou vnitini body stran AB, AC trojuhel-
niku ABC| jez vyhovuji podminkam tlohy. Vzhledem k tomu, ze kruznice
opsané c¢tyruhelnikim AK LM, KBCM jsou shodné, shoduji se i pri-
slugné obvodové 1ihly nad spole¢nou tétivou K M obou kruznic* (obr. 27).

C

Odtud [« MBC|=f—aa|xKCB|=~v—a, tudiz a je nejmensim vnitf-
nim tthlem uvazovaného trojuhelniku.

Protoze ctyiihelnik AK LM je tétivovy, je vnitini ihel pti vrcholu A
shodny s vnéjsim tthlem u protéjsiho vrcholu L, coz je zaroven vnéjsi tihel
trojihelniku BC'L, takze plati

a=(B—-—a)+ (y—a) neboli 3a=p+~y=180°— «.

Odtud vychazi a = 45°. Trojihelnik ABM je tedy stejné jako trojihelnik
AC K rovnoramenny pravouhly, takze CK a BM jsou vysky trojihelniku

4 Dvé shodné kruznice se spole¢nou tétivou mohou byt bud totozné, anebo soumérné
sdruzené podle spole¢né tétivy; prvni moznost zde nepfichézi v uvahu.
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ABC a bod L je jeho prusecikem vySek. A protoze bod L lezi uvnitt
trojuhelniku ABC, je trojihelnik ABC' ostrothly.

Vzhledem k tomu, ze a = 45° je nejmensim z vnitinich hli trojthel-
niku ABC, snadno nahlédneme, ze hledané trojice (a,[3,v) maji tvar
(45°,45° 4+ ¢,90° — ¢), kde pro parametr ¢ plati 0° < ¢ < 45°.

Naopak v kazdém ostrothlém trojihelniku ABC s thlem 45° pii
vrcholu A, pro jehoz dalsi thly plati 8+~ = 135°, maji zfejmé paty vysek
K, M z vrcholt C' a B pozadované vlastnosti, protoze oba ¢tyftihelniky
AKLM, KBCM jsou tétivové podle Thaletovy véty a z rovnosti hli
[xKCM| = |xKAM| = 45° nad spole¢nou tétivou KM plyne, ze jim
opsané kruznice jsou shodné.

A-1Il-2

Ukazeme, ze dané rovnici vyhovuji pravé tfi trojice prvocisel (p,q,r), a to
(2,3,5), (5,3,3) a (7,5,2).

Danou rovnici nejprve upravime do tvaru

(1+%)(1+§)(1+§)=4.

Protoze 3% < 4 - 23, musi byt aspon jeden ze ti{ ¢initeldl na levé strané
upravené rovnice veétsi nez % Pro prvocisla p, ¢, r tak nutné plati p < 2
nebo ¢ < 4 nebo r < 6. Vzhledem k tomu, Ze neexistuje zadné prvodcislo
mensi nez 2, zbyva vysetfit nasledujicich pét moznosti: ¢ € {2,3} ar €
€ {2,3,5}. Ty nyni rozebereme jednotlivé, piitom uvazovanou hodnotu
q ¢i r vzdy dosadime do dané rovnice, kterou pak (v oboru prvodcisel)
vyTtesime pro zbyvajici dvé neznamé.
> Pro ¢ = 2 dostaneme (p + 1)(r + 3) = 2pr, odkud plyne r = 3 +
+6/(p—1), coz je celé ¢islo pouze pro prvocisla p € {2,3,7}. Jim
vsak odpovidaji r € {9,6,4}, kterd nejsou prvocisly.
> Pro ¢ = 3 dostaneme 5(p + 1)(r + 3) = 12pr, odkud plyne, ze p = 5
nebo r = 5. Pro p = 5 dostaneme feSeni (5,3,3) a pro r = 5 FeSeni
(2,3,5).
> Pro r = 2 dostaneme 5(p + 1)(¢ + 2) = 8pq, odkud plyne, ze p = 5
nebo ¢ = 5. Pro p = 5 nedostaneme zadné feseni v oboru prvodisel,
zatimco pro ¢ = 5 dostdvame tfeti FeSeni dané rovnice, kterym je
trojice (7,5,2).
> Pro r = 3 dostaneme (p + 1)(q¢ + 2) = 2pq, odkud ¢ = 2 +4/(p — 1),
coz je celé c¢islo pouze pro prvoéisla p € {2,3,5}. Mezi odpovidajicimi
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hodnotami ¢ € {6,4, 3} je jediné prvocislo, pro néz dostdvame feseni
(p,q,7) = (5,3,3), které jiz zname.

> Pro r = 5 dostaneme 2(p + 1)(¢q + 2) = 5pq, odkud plyne, ze p = 2
nebo ¢ = 2. Pro p = 2 dostdvame uz znamé feseni (2, 3,5), zatimco
pro ¢ = 2 vychézi p = 4.

Jiné FeSeni. Pro kazdé prvodislo ¢ plati nerovnost ¢ + 2 < 2q. Pro
prvoéisla p a r tak dostaneme nerovnici 2(p + 1)(r + 3) = 4pr, kterou
upravime na tvar (p — 1)(r — 3) < 6. Protoze p—1 2 1, musi byt r—3 < 6
neboli 7 £ 9. Odtud plyne, ze nutné r € {2, 3,5, 7}. Postupnym rozborem
kazdé z téchto ¢tyt moznosti dospéjeme (analogicky jako v predchozim
feseni) ke tfem trojicim prvodcisel (p, ¢, 7): (2,3,5), (5,3,3) a (7,5, 2), které
jsou jedinymi fesenimi tlohy.

Jiné FesSeni. Rovnici upravime na tvar (1+1/p)(14+2/¢)(1+3/r) = 4.
Kdyby bylo p =2 5, ¢ =2 5, r 2 5, platilo by

(0D 5T e

Proto aspon jedno z ¢isel p, q, r je z mnoziny {2, 3}. Staci tedy prozkou-
mat Sest moznosti:
> p = 2: Rovnici 3(¢+2)(r+3) = 8¢gr upravime na (5¢—6)(5r—9) = 144,

v oboru prvocisel je fesenim ¢ = 3, r = 5.

p = 3: Rovnici 4(¢ + 2)(r + 3) = 12¢r upravime na tvar (¢ — 1)-

-(2r — 3) =9, v oboru prvocisel nema Feseni.

> ¢ = 2: Rovnici 4(p+1)(r+3) = 8pr upravime na tvar (p—1)(r—3) = 6,

v oboru prvocisel nemé reseni.

g = 3: Rovnici 5(p + 1)(r + 3) = 12pr upravime na tvar (7p — 5) -

-(7r —15) = 180, v oboru prvodisel jsou fesenimi p =5, r =3 ap =2,

r=>.

> r = 2: Rovnici 5(p + 1)(¢ + 2) = 8pq upravime na tvar (3p — 5)-
- (3¢ — 10) = 80, v oboru prvodcisel je feSenim p =7, ¢ = 5.

> r = 3: Rovnici 6(p + 1)(¢ + 2) = 12pq upravime na tvar (p — 1) -
(g —2) =4, v oboru prvocisel je feSenim p =5, ¢ = 3.

v

v

Zaver. V oboru prvocisel jsou feSenim dané rovnice nasledujici trojice
(p,q,7): (2,3,5), (5,3,3) a (7,5,2).

Poznamka. V oboru kladnych celych ¢isel ma rovnice az 28 feseni,
z toho 13 v oboru celych cisel vétsich nez 1: (2,2,9), (2,3,5), (2,6,3),
(2,30,2), (3,2,6), (3,4,3), (3,10,2), (4,2,5), (5,3,3), (5,6,2), (7,2,4),
(7,5,2), (15,4, 2).
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A-11-3
a) Dle zadani plati (z + y)? = (12 — 2)? a 22 + 32 = 54 — 22, tedy
20y = (z+y)> — (22 +9°) = (12— 2)> — (54— 2%) =2((2 - 6)*+9), (1)
a tudiz

0S(z—y)l=2’+y*—2zy=54—2>-2((z—6)>+9) =
= —3((2—4)2—4). (2)

Z (1) plyne zy = (2 — 6)2 4+ 9 = 9, z (2) nerovnost (z — 4)? < 4 neboli
2 < 2 £ 6. Proto (z — 6)2 £ (2 —6)% = 16, coz spolu s (1) dava zy =
= (2 —6)2 +9 < 25. S ohledem na symetrii plati odvozené nerovnosti
9 < zy £ 25 i pro souliny yz, zx na misté zy.

b) Z dané soustavy rovnic dostavame

(t+y+2)?—(x®+y>+2%) 12254

= 45.
2 2 g

Ty +yz+zr =
Daéle plati

(z=3)y—=3)+—-3)(z-3)+(z-3)(z—-3) =
=zy+yz+zx—6(x+y+2)+27=45—-6-12427=0.

Odtud plyne, ze ¢isla x — 3, y — 3, 2 — 3 nemohou byt soucasné vSechna
kladn4, alespon jedno z cisel x, y, z je tedy nejvyse 3. Podobné ze vztahu

(z—=5)(y—5)+(y—5)(—5)+ (2 —5)(z—5) =
=zy+yz+ze—10x+y+2)+7=45—-10-12+75=0

vidime, ze ¢isla x — 5, y — 5, z — 5 nemohou byt soucasné vsechna zaporna,
proto alespon jedno z cisel z, y, z je nejméné 5.

Jiné FeSeni. Obtiznéjsi obrat v ¢asti b) predchoziho Teseni muzeme
nahradit dikazem implikaci

(z>3)A(y>3)=2<3 a (x<bH)A(y<5)=2z>5.

Uvazujme kvadraticky trojclen F(t) = (t — z)(t —y). Jsou-li oba jeho
kofeny x a y vétsi nez 3, plati F'(3) > 0. OvSem podle zadani a (1) plati

0< F(3)=32-3(z+y)+xy =9-3(12—2)+(2—6)>+9 = (2—3)(2—6).
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Z této nerovnosti a z odhadu z < 6 dokdzaného v ¢ésti a) predchoziho
reseni tak dostavame pozadovany odhad z < 3. Podobné, jsou-li obé cisla
x a y mensi nez 5, potom plati F'(5) > 0. OvSem podle zadani a (1) plati

0 < F(5) = 52=5(z+y)+zy = 25-5(12—2)+(2—6)249 = (2—2)(2—5).

Z této nerovnosti a odhadu z = 2 dokdzaného v ¢asti a) predchoziho
reseni tak dostavame pozadovany odhad z > 5.

Jiné feSeni. a) Dosazenim z prvni rovnice do druhé dostaneme
2?4yl vay—122—12y+45=0

a odtud

Lo 12—yt Vv —3y? + 24y — 36
- 5 )
Proto —3y? 4 24y — 36 > 0, takze 2 < y < 6. Dale mame

2zy = 12y — y? + y\/—3y? + 24y — 36.

Pfipustme, ze 27y < 18. Potom 12y — y? — y\/—3y? + 24y — 36 < 18
neboli

0 < 12y — y? — 18 < yv/—3y2 + 24y — 36,

odkud po umocnéni a tpravé dostaneme (y — 3)* < 0, coz neni mozné.
Podobné z nerovnosti 2xy > 50 by vyplyvalo

12y — y? + yy/—3y2 + 24y — 36 > 50,
yv/ —3y2 + 24y — 36 > y? — 12y + 50 > 0,

a po umocnéni a tpravé (y? — 2y + 25)(y — 5)? < 0, coz rovnéz neplati.

Je proto 9 < zy £ 25 a vzhledem na symetrii i 9 < yz < 25a 9 <
< zx < 25.

b) Polozme * = 4+a,y =4+b, 2 =4+ c. Potoma+b+c =
=0, a® + b® + c* = 6. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpoklidat, ze
la|] = |b] = |c|. Cisla a a b maji pak opa¢nd znaménka a a® > 2, proto
la| = v/2 (dokonce lze dokazat |a| = /3), a tedy < 4 — v/2 < 3 nebo
r 2 4+ /2 > 5. Z nerovnosti |b| < 1 by vyplyvalo |c| < 1, ale potom
la] £ 1b] + |¢| < 2 a a? + b% + c® < 6; proto |b| = 1. Mohou tedy nastat
dva ptipady:
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> Pokud a > 0, je b <0, tedy b < —1; protox >5ay < 3.
> Pokud a < 0, je b >0, tedy b = 1; proto x < 3 ay = 5.

Jiné feseni. Vyfesime ¢ast b) geometricky. V kartézské soustavé sou-
fadnic s pocatkem O a osami x, y, z urcuje prvni rovnice rovinu o, ktera
prochdzi bodem S = [4,4,4] a je kolmd k tsecce OS, zatimco druhd
rovnice je rovnici kulové plochy K(O,r = v/54). Primikem obou ttvarii
je kruznice k(S,0). Uréime nejprve jeji polomér a pruseciky kruznice
s rovinou, podle niz jsou osy z a y soumérné sdruzeny.

Ozna¢me S, S, a S, kolmé priméty bodu S do souradnicovych os x,
y a z. Na obr. 28 je fez rovinou OSS.. Plati |0S;| = 4v/2, |0S| = 4V/3
(sténové a télesova tihlopiicka krychle o hrané délky 4) a |OA| = v/54.
Z pravouhlého trojihelniku OAS pomoci Pythagorovy véty uréime o =
= |SA| = V6 a z podobnosti trojihelnikit SAU ~ OSS; dostaneme
US| = 2 a |JAU| = v/2. Odtud A = [5,5,2] a (diky symetrii podle S)
D = [3,3,6].

“A A
D ____E[37673]
Al5,5,2]
Q b | b
Sz __________ - S 0[27 ’53 5] S
h D[3,3,6 F[6,3,3]
L |
v K YEs, 2,5
| |
o Sy la=y 9] >
Obr. 28 Obr. 29

Analogickym rozborem pro roviny OSS, a 0SS, (nebo jen cyklickou
zdménou, kterou lze vzhledem k symetrii uplatnit) nalezneme jejich pru-
seciky s kruznici :

B=[3,6,3, E=[525 a C=[255], F=][6,3,3

Nalezené body A, B, C, D, E, F rozdéluji kruznici k£ na Sest obloukl
(obr. 29 znazornuje pohled na kruznici k ve sméru osy z), pro jejichz
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body zrejmé plati:

[x,y,z]€@$2§z§ , 5Sy<6, 3525,
e,y,2]€ BC = 2<<3, 55y<6, 35255,
2,9,2]€CD = 252<3, 55256, 35y<5,
[m,y,Z]EFE = —y_ :Z:73§1"§57
[.’L’,y,Z]GE‘F = —y:7 :l': 73§Z§57
0,9, €FA = 25253 55256, 3Sy<5
Tim je ovSem tvrzeni b) dokézano.
A-lll-4

Pokud Adam nahradi koeficient u linedrniho ¢lenu, ziské trojélen az? +
+ (a+c)x + ¢, ktery mé dva ruzné reilné kofeny, pravé kdyz je jeho
diskriminant (a + ¢)? — 4ac = (a — ¢)? kladny. To nastane, pravé kdyz
a # c. V tomto pfipadé vyse popsanym tahem vitézi Adam. Pokud Adam
nahradi koeficient u absolutntho ¢lenu, ziska trojélen az? + bz + (a + b)
se dvéma ruznymi redlnymi kofeny, pravé kdyz je jeho diskriminant
v — da(a + b) = (b(1+ v2)+2a) (b(v2— 1) — 2a) kladny. Vzhledem
k podminkam tlohy to nastane, pravé kdyz b(v/2 — 1) > 2a. Jelikoz dis-
kriminant kvadratického trojclenu je symetricka funkce koeficientti u kva-
dratického a absolutniho ¢lenu, nastane stejna situace i v pripadé, kdy
Adam nahradi koeficient u kvadratického ¢lenu.

Shrime tvahy z pfedchoziho odstavce. Pokud a # ¢ nebo b >
> 2a/(v2 —1) = 2(v/2 4 1)a, mize Adam prvnim tahem vyhrét.

Piedpokladejme, Ze a = ¢ a sou¢asné b < 2(v/2 + 1)a. Po Adamovi je
na tahu Boris, ktery bude nahrazovat koeficienty u jednoho z trojclenti

a) az? + bz + (a + b) nebo (a + b)x? + bxr +a, b) az?®+ 2az + a.

a) Pokud v tomto pfipadé nahradi Boris koeficient u linedrniho ¢lenu,
dostane jeden z trojélentt az? + a(a + b)x + (a + b) nebo (a+ b)z? +
+ a(a +b)x + a, jez maji oba diskriminant a?(a + b)? — 4a(a + b) =
= a(a+b)(a(a+b) — 4), ktery je vzhledem k podminkdm a = 2, b = 2
kladny. Proto Boris timto tahem zvitézi.

b) Pokud Boris nahradi koeficient u linedrniho ¢lenu, dostane kvadra-
ticky trojélen az? + a%x + a, ktery ma dva realné koreny, pravé kdyz je
jeho diskriminant a* —4a? = a?(a+2)(a—2) kladny. Vzhledem k podmin-
kam tlohy to nastane, pravé kdyz a > 2. Kdyby Boris v pripadé a = 2
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nahradil koeficient u kvadratického nebo absolutniho ¢lenu, zanechal by
Adamovi jeden z trojélenti 82244242 nebo 222 +4x+8. Z tivah v prvnim
odstavci plyne, ze v takovém pripadé by zvitézil Adam. Proto v pripadé
a = 2 musi Boris, aby neprohral, nahradit koeficient u linearniho ¢lenu,
a zanechd tak Adamovi trojclen 2z2 + 4x + 2.

Z odstavci a) a b) plyne: Pokud Adam nemuze zvitézit prvnim tahem,
muze svym tahem zvitézit Boris, pravé kdyz a # 2. V pripadé a = 2
svym prvnim tahem Boris neprohraje, jen kdyz zanecha souperi trojclen
222 + 4z + 2.

Zatim tedy nezname vitéznou strategii nékterého z hraci, pokud po
prvnim Borisové tahu zlistane trojélen 2z2 + 4z + 2. Z tvah v prvnim
odstavci vyplyva, ze Adam neprohraje, pokud nahradi koeficient u linear-
niho ¢lenu, takze zanecha souperti stejny trojclen. Na tento trojclen musi
Boris, aby neprohral, reagovat nahradou koeficientu u linearniho clenu,
tudiz i on zanechd stejny trojclen a hra v tomto pripadé nemé pti spravné
hfe obou hracu vitéze.

Zdvér. Pro trojélen ax? + bx + ¢ plati:

> Pokud a # ¢ nebo b > 2(v/2+1)a, mé vitéznou strategii Adam a mtize
prvnim tahem vyhrat.

> Pokud a = ¢ > 2ab < 2(v/241)a, ma vitéznou strategii Boris a miize
prvnim tahem vyhrat.

> Pokud a = ¢ = 2 a b < 2(v/2 + 1)a, museji oba hradi, aby neprohrali,

v kazdém tahu zanechévat trojélen 2z2 + 4x + 2. V tomto piipadé

zadny z hract nemd vitéznou strategii.

A-1I1-5

Je-li trojuhelnik ABC' rovnoramenny se zakladnou AB, lezi celd usec-
ka OV na pfimce EP a tvrzeni plati trividlné. Mtzeme tedy predpokla-
dat, ze |AC| # |BC|, takze ptimky CV, CO jsou ruzné.

Jak zndmo, bod V' soumérné sdruzeny s prusecikem vysek V po-
dle strany AB uvazovaného trojihelniku ABC' lezi na kruznici tomuto
trojihelniku opsané, proto je bod P stiedem tsecky V'V’ (obr. 30). Troj-
tthelnik CV'O je rovnoramenny s hlavnim vrcholem O, a protoze stfed E
usecky C'D je soucasné stfedem kruznice opsané pravouhlému trojihel-
niku CPD s preponou CD, je i trojihelnik C'PE rovnoramenny. Oba
rovnoramenné trojihelniky CV’O a CPE jsou pritom stejnolehlé (se
stfedem stejnolehlosti v bodé C') — shoduji se totiz ve spole¢ném thlu
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pri zékladné a body C, P, V' lezi v pfimce stejné jako body C, E, O. Je
tudiz PE || V'O.

C
E
\%
O
a
A P D B
Obr. 30 v

Protoze P je stfedem strany V'V’ trojihelniku V'OV, lezi na piim-
ce PFE stredni pricka tohoto trojuhelniku, kterd je rovnobézna s jeho
stranou V'O. Piimka PE tedy protind tsecku OV v jejim stiedu, coz
jsme chtéli dokazat.

Jiné FeSeni. Oznac¢me S stied tsecky OV a A’, B’, C' postupné stredy
stran BC, CA, AB. Bod O je zfejmé prusecikem vySek ostrouhlého
trojuhelniku A’B'C’, ktery je podobny trojihelniku ABC. Proto O lezi
uvnitf trojihelniku A’B’C’ a bod E lezi uvnitf tsecky OC (na jejim
pruseciku s prickou A’B’). Protoze S lezi uvniti usecky OV a P lezi
mimo tsecku C'V (obr. 31), k dikazu toho, ze body P, S, E lezi v jedné

C
B/ P/ h A/
|4 E :.
T~ O
[‘ ﬁ I
A P C'" D B
Obr. 31
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primce, stac¢i podle Menelaovy véty pouzité na trojihelnik VOC ukézat,
ze soucin

. VS| ' |OE| . |CP| (1)

ISO| |EC| |PV|

je roven 1. Avsak |V S| = [SO|, a pokud ozna¢ime P’ patu kolmice spus-
téné z bodu O na pricku A’B’, plyne z podobnosti trojihelniki ABC
a A’B'C’ rovnost |CP|: |[VP| = |C'P’'|:|OP’| (nebot O je prisecikem
vysek trojuhelniku A’ B’C"). Navic |EC| = | DE|, takze po dosazeni do (1)
dostavame

|OE| |C'P'|
|DE| |OP'|
Posledni rovnost plati diky tomu, ze bod O déli kazdou tsecku s jednim

krajnim bodem na strané AB a druhym na pricce A’B’ (rovnobézné
s AB) ve stejném poméru, tj. |[OF|: |DE|= |OP'| : |C"P’|.

Jiné FeSeni. Pouzijme oznaceni bodu zavedené v predeslém reSeni.
Odlisnym zptisobem ukdzeme, ze souc¢in (1) je roven 1. Oznacéime-li
velikosti vnitinich thla trojihelniku ABC obvyklym zpusobem, bude
|xCOA'| = a, | XOA'E| =90° — 8, |xEA'C| = B, |[xOCA'| =90° — «,
takze ze sinovych vét v trojihelnicich FOA” a EC A’ mame

EA . R

or| _ S -sin(o0° = 5)

BC] = BAT = cotg a - cotg f3.
sin(90° — a) sin 5

Avsak |« AV P| = 3, odkud |V P| = |AP|/tgp; a zaroven |CP| = |AP]|-
-tga, tedy |CP|:|VP|=tga-tg . Dohromady dostdvdme

s=1-cotga-cotgf-tga-tgh = 1.

Jiné feSeni. Zvolme v roviné kartézskou soustavu soutadnic s pocat-
kem v bodé P, a s z-ovou osou na piimce AB. Je tedy P = [0,0] a pro
vhodnd a < 0, b > 0 a ¢ > 0 plati A = [a,0], B = [b,0], C = [0,c|. Po-
stupné vypocitame souradnice bodi V, O, D, F a sttedu S tsecky VO
(zFejmé zadny ze jmenovatelll neni nulovy):

2 2
V= [07_%)], O - [a+b’ab+c ]7 D= [M,O]’

2 2¢ 2 —ab
o 02(a+b),2’ g a+b’02—ab .
2(c? —ab)’ 2 4 4c
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Ovéreni, ze bod S lezi na primce PE, se tak redukuje na ovéreni trivialni
identity
la+b) ¢ a+b *—ab

c
2(c2 —ab) " 2 4 4c

Jiné reseni. Zvolme v roviné kartézskou soustavu souradnic tak, ze
A =10,0], B=11,0], C = [e1,c2], pfitemz co > 0, 0 < ¢; < 1. Potom
1 2 —c1+c3 ¢ —c? i 1 E4ec—-¢2
O:—;,VZC, 1 S — _+_,;7
{2’ 2¢; B 2 1 dcy
A+ k-3 — ik 0] E_[Qc%—Qc‘;’-Fc% cz]

2+ —c? 2(c1 —c2+c3) 2

P=[c,0, D= [

Stac¢i uz jen ovérit linedrni zavislost vektori S — P a E'— P, tedy rovnost

1 ¢ 2¢2 —2¢3 +c3 e
i"7 -3+ 3)
ct+c—c? ©
402 2

Jiné FeSeni. Je-li b = |AC| = |BC| = a, lezi vSechny ¢tyti body P, E,
O, V na jedné primce a na ni lezi i stred usecky OV'.

Necht tedy naptiiklad b > a. Plati [xACO| = |xPCB| = 90° — 3,
a tedy |<xDCP| = B — a. Bod E je stfed prepony C'D pravothlého
trojthelniku CDP, proto |« DPE| = |xPDE| =90° + o — 3.

Ozna¢me r polomér kruznice opsané trojihelniku ABC, S stred
usecky OV a F, G paty kolmic z bodia O, S na pfimku AB. Potom
|OF| = rcosy = iccotgy, |[PB| = acosf, |PV| = acosfBcotga,
|SG| = 3(|OF| + |PV|) = 3ccotgy + acos Beotga, |GP| = 3(|[FB| -

—|PB|) = 3¢ — 3acos B,

ISG|  jccotgy + jacos B cotga _

tg | xGPS| = -
gl | |GP]| ic—tacospB
1 b 1 ¢ 3
_ 1 gy + 2sinwCOS cosa _ cosy+2cosacosf
= 1 1 0 - . _ . -
_c__cs.,lnacosﬂ siny — 2sin acos
4 2 sinvy

—cos(a + B) +2cosacos B
- = cot — =t DPE)|:
sin(a + ) — 2sina cos 8 cotg(f —a) glx l;

odtud |<GPS| = |xDPE|, a tudiz body S, P a E lez{ na jedné p¥imce.
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A-1ll-6

Ukazeme, ze jedina funkce f, ktera splnuje podminky tlohy, je
1
=14+ —.
fl@) =1+~

Ze zadani plyne, ze f(y) # 0 pro libovolné y > 0, tudiz

1
zy f(y)

Ozna¢me f(1) = a > 0. Volbou z = 1, resp. y = 1 v rovnici (1)
postupné dostaneme

f(z f(y) = f(@)

. (1)

1 1
f(f(y))Zf(l)—m:a—m (y € RT), (2)
flaz) = f@) - = (x € RY). ®

Volbou z = 1 v rovnici (3) obdrzime

Volbou z = a v rovnici (1) a uzitim (4) dostaneme

F@f@) = @) = s =0 =1 = s (W ERY),

zatimco pomoci vztaht (3) a (2) muzeme levou stranu predchozi rovnice
upravit na tvar

11
afy) — yfly) af(y)’

Porovnanim pravych stran predchozich dvou rovnic vypocitame

flaf@) =f(fw)

fl) =1+ % (v € RY). (4)

Pokud tedy existuje feSeni dané rovnice, musi mit tvar (4). Dosazenim
do rovnice v zadani a naslednou tpravou zjistime, ze pro vSechna kladna
redlnd x a y m4 platit (a —1)?> = 1. Vzhledem k ptedpokladu a > 0
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je tato rovnice splnéna, pravé kdyz a = 2. Timto krokem jsme zaroven
provedli zkousku spravnosti nalezeného feSeni.

Jiné FeSeni. Vztahy (1) a (2) z predchoziho FeSeni mizeme vyuzit
i nasledujicim zptisobem. Pro libovolné redlné ¢islo t je f(t) > 0. Volbou
x = f(t) v rovnici (1) obdrzime pomoci (2)

1 1 1
FEW W) =10~ 570 = 170 T v IG)

Zameénou proménnych t a y odtud ziskdme

t,y € RT.

1
yfly)  fy)tf)

Jelikoz vyrazy na levych strandch predchozich dvou rovnic jsou shodné,
musi byt shodné i vyrazy na pravych stranach, takze plati

f(fw) f(t) =a (t,y € RT).

a— 1 _ 1 . o 1 .
W T0ue v Twam Ve

Upravou dostaneme

t(ft)—-1) =y(fly)—1) (t,yeR").

Volbou t = 1 v predchozi rovnici ziskdme rovnost
a—1 4
f(y)=1+—y— (y € RT),

kterou vyuzijeme stejné jako v predeslém feseni.

99



