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Pripravna soustredéni pred 52. MMO

V pribéhu 60. roéniku se konalo vybérové soustredéni pro pripravu na
mezinarodni matematickou olympiadu bezprostifedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 4. do 8. dubna 2011 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustfedéni bylo pozvano 9 nejlepsich
resiteltl III. kola kategorie A. Soustredéni bylo zaméfeno na pripravu
reprezentantli a ke kone¢né nominaci Sesticlenného druzstva.

Uspésnost jednotlivych studenttl ukazuje nasledujici tabulka:

Toméas Zeman 8/8 G J. Keplera, Praha 6 83
Anh Dung Le 3/6 G Tachov 78,5
Michael Bily 8/8 G J. Vrchlického, Klatovy 76
Miroslav Koblizek 8/8 G Zamberk 68,5
Stépan Simsa 6/8 G J. Jungmanna, Litomérfice 65
Dan Safka 8/8 G J. Keplera, Praha 6 60
Jakub Solovsky 4/4 G M. Kopernika, Bilovec 59
Jan Kuchaiik 3/4 G Jihlava 57
Ondrej Bartos 7/8 G Zdar nad Sézavou 56,5

Na zakladé uvedenych vysledki, v nichz jsou zapocitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
tacniho druzstva a sedmy byl urcen jako nahradnik. Toto druzstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stretnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminére vedli a tlohy pripravili:
dr. Jaroslav Zhouf (4.4.)

dr. Pavel Calabek (5.4.)

dr. Martin Pandk (6.4.)

dr. Jaroslav Svréek (7.4.)

a doc. Jaromir Simsa (8.4.)
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Ulohy zadané na pripravném soustredéni

1. Dekadické zapisy prirozenych cisel ag,aq,as,...,a1p neobsahuji nuly,
jedno z druhého se ziska pouze zménou poradi cifer a je

ar =k (mod 11) pro k=0,1,2,...,10.

Urcete nejmensi mozné takové cislo ag.

2. Vrcholy krychle méame ocislovat ¢isly od 1 do 8, kazdy vrchol jinym
¢islem, a pro kazdou hranu vypocitat soucin ¢isel na jejich koncich. Jak
maji byt vrcholy ocislovany, aby soucet 12 uvedenych soucinti byl co
nejmensi?

3. Je dan trojuhelnik ABC. Pouzitim pouze oboustranného primého pra-
vitka sestrojte nejvyse pomoci sedmi primek bod D na strané AB takovy,
aby |AD| : |BD| = |BC| : |AC|.

4. Na tabuli na konci vyucovaci hodiny zustal kousek grafu funkce y =
= tgx a kousek osy z z kartézské soustavy souradnic. Pomoci pravitka
a kruzitka sestrojte tsecku délky 1.

5. Necht f: N — N je funkce, pro niz f(1) =1a f(n) =n— f(f(n—1))
pro libovolné prirozené n = 2. Dokazte, Ze pro vSechna pfirozena n plati

f(n+ f(n)) =n.

6. Necht n je prirozené ¢islo. Najdéte nejmensi hodnotu vyrazu
(1 —22)2 + (o —23)2 + ... + (Tn_1 — )2 + (20 — 1)3,

kde z1,xo,...,T, jsou navzajem ruzna celd cisla.

7. Mezi n + 1 hromddkami (n = 3) oznacdenymi A;, As,..., A, a O mu-

zeme provadét nasledujici presuny karet:

(i) Jestlize na hroméadce A; jsou alespor tii karty, potom z hroméadky A;
tii karty odebereme a na hromadky A;_1, A;11 a O (pfi oznaceni
Ag = A, Ay = A, 41) priddme po jedné karté.

(ii) Jestlize na hroméddce O je alespon n karet, potom z hromadky O
n karet odebereme a na kazdou z hromdadek A; po jedné karté pfi-
dame.

Dokazte, Ze jestlize na tyto hromadky libovolné rozmistime alespon n? +

+ 3n + 1 karet, mtizeme popsanymi operacemi dosahnout stavu, kdy na

kazdé z hromadek je alespon n + 1 karet.
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8. Necht R je mnozina vech kladnych redlnych éisel. Najdéte viechny
funkce f: Rt — R* takové, Ze pro vSechna kladna redlna ¢isla x a y plati

F@)f(y f(@) = f(z +).

9. Necht ABC je ostrotihly trojihelnik. Ozna¢me po tfadé D, E, F paty
jeho vysek v,, vy, ve, dile ozna¢me P jeden z pruseciki kruznice jemu
opsané s primkou E'F' a poté prisecik piimek BP a F'D jako Q. Dokazte,
ze |AP| = |AQ)|.

10. Na koncerté bude zpivat postupné 20 zpévaku. Je mozné, aby bylo
pravé 2 010 moznosti usporadani jejich vystoupeni tak, aby bylo vyhovéno
vSem jejich pfanim? Prani kazdého sestava z mnoziny kolegu (i prazdné),
kteri by meéli vystupovat pred nim.

11. Nekonecna posloupnost zi,zs,... je ddna vztahy 7 = 1 a x9 =
= —Zp, Top_1 = (—1)¥T1xy, pro viechna k > 1. Ukazte, 7e 1 +xo+ ...+
+ z, = 0 pro vSechna n = 1.

12. Necht ABCD je tétivovy c¢tyiihelnik a P pruse¢ik jeho uhlopricek.
Ozna¢me E, F, G, H po tadé paty kolmic z bodu P ke stranam AB, BC,
CD, DA. Dokazte, ze ptimky EH, BD a FG jsou bud rovnobézné, nebo
se protinaji v jednom spole¢ném bodé.

13. V roviné je dana kruznice a bod C' v jeji vnéjsi oblasti. Urcete mno-

zinu pruseciki vysek (ortocenter) vsech trojuhelniki ABC, kde AB je
pramér dané kruznice.

14. V roviné je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC, kde D je stiedem
jeho zakladny BC. Bod F je takovym vnéjsim bodem daného trojuhel-
niku, pro ktery plati CE L AB a souasné |BE| = |BD|. Necht M
je stiedem usecky BE a F' je takovy bod kratsiho oblouku AD kruz-
nice opsané trojihelniku ABD, pro néjz plati M F | BE. Dokazte, ze
ED 1 FD.

15. Napiste priklad kvadratické rovnice s korenem cos %n, ktera ma celo-
¢iselné koeficienty, popripadé uvedte ,neexistuje®.

16. Vypiste vsechna feseni (z,v, 2) € R?® soustavy rovnic:

3(x2 +y2 + 2% =1,
z2y? + 222 + 222 = zyz(z +y + 2)3.
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17. Pro kazdé n € N udejte aspon jedno feseni (z,y) € N? rovnice
23+ % 4+ 1 = 7292 F1,
18. Urcete nejmensi pocet poli, které je nutné oznacit na ¢tvercové Sa-

chovnici 10 x 10, aby zadnd c¢tyfi z neoznacenych poli nebyla rohovymi
poli nékteré podsachovnice p x ¢, kde 1 <p<10al < ¢ < 10.
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