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52. mezinarodni matematicka olympiada

Padesaty druhy roc¢nik Mezinarodni mate-
matické olympiady se uskutecnil od 12. do
24. cervence 2011 v Nizozemi. Olympiddy se
zucastnilo 564 soutézicich ze 101 zemi.

Ceské druzstvo tvofili Michael Bilij z Gym-
nazia Jaroslava Vrchlického v Klatovech, Mi-
roslav Koblizek z Gymnézia Zamberk, Dung
Anh Le z Gymnazia Tachov, Daniel Safka
z Gymnézia Jana Keplera v Praze, Stépdn
SZZTVL.SG, z Gymnazrlva Josefa JungmaITa.v Lito- \ \pia d Am
méticich a Tomds Zeman z Gymnéazia Jana ’ f
Keplera v Praze. Vedoucim ceského druzstva sterdam 2011
a zastupcem Ceské republiky v mezinarodni
jury byl dr. Martin Pandk z Prirodovédecké fakulty Masarykovy uni-
verzity v Brné, jeho zastupcem a pedagogickym vedoucim byl dr. Pavel
Calabek z Prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci.

Organizace celého prubéhu olympiddy byla na velmi vysoké trovni.
Ostatné Nizozemi je znamo tim, ze se zde vse dikladné planuje. To je
déno i tim, ze zhruba tfetina tizemi této zemé lezi pod trovni more.

Olympiada zacala tradi¢né zasedanim mezinarodni jury, slozené z ve-
doucich narodnich delegaci. Jednim z tikolt jury je vybrat Sest soutéznich
tloh z problém, které navrhly jednotlivé zemé. Jury mé rovnéz na sta-
rost pripadné zmény reguli olympiady, jednani o budoucich poradatelich
a v neposledni fadé pak vedouci jednotlivych delegaci prekladaji zadani

sledujicich mezindrodnich olympidd byly schvileny tyto zemé: 2013 —
Kolumbie; 2014 — Jihoafrickd republika; 2015 — Thajsko (vzdy se jednalo
o0 jediné kandidaty). Jednédni se odehravala v arealu byvalého klastera ne-
daleko Eindhovenu. Mistni univerzita, Technickd univerzita Eindhoven,
byla jednim z organizatorti a sponzori celé akce.

Soutézici a pedagogicti vedouci prijeli do Amsterdamu v sobotu
16. cervence a byli ubytovani v hotelu Novotel, jizné od centra mésta.
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V nedéli 17. ¢ervence bylo na programu slavnostni zahajeni v kongreso-
vém centru RAI, coz je jedno z nejvétsich konferenénich zafizeni v celém
Nizozemi. Tohoto zahdjeni se zticastnili i vedouci delegaci, ktefi sem byli
prevezeni pouze na né. Béhem zahéjeni se na pddiu kratce predstavily
vsechny vypravy, doprovazené tane¢ni skupinou ISH. Soucasti byl i video-
pozdrav nizozemské ministryné vzdélavani, kultury a védy Janneke Mar-
lene van Bijsterveldtové- Vilegenthartové.

Ve dnech 18. a 19. ¢ervence probéhla vlastni soutéz, ktera jako vzdy
probihala ve dvou dnech, pricemz kazdy den soutézici méli na tii pii-
klady ¢tyri a pul hodiny. Béhem prvni pulhodiny po zaddni tloh mo-
hou soutézici klast otazky k textim uloh. Ty jsou poté elektronicky ode-
slany do mista, kde jury zaseda. Vedouci druzstva, jehoz zak polozi dotaz
(v rodném jazyce), prelozi dotaz pro celou jury, navrhne odpovéd a ta je
pak schvilena ¢i upravena a odeslana zpét. Druhy soutézni den se seSlo
189 otazek, zejména ke Ctvrté tloze, jejiz znéni nebylo v nékterych jazy-
cich zcela srozumitelné. Zodpovidani téchto dotazu zabralo pres dvé hodi-
ny. Nasledné byly vedouci delegaci definitivné presunuti do Amsterdamu,
do stejného hotelu, kde uz prebyvali pedagogicti vedouci a soutézici.

V dalsich dnech pobytu byly pro soutézici pfipraveny nejriznéjsi ex-
kurze (vylet na kolech — typicky pro Nizozemi, plavba na jachté, navstéva
plédze). Vedouci se pak vénovali opravam feSeni. Ta jsou po soutézi zko-
pirovana a nezavisle opravena téz koordinatory, coz jsou zkuSeni mate-
matici z celého svéta, které zajistuje poradajici zemé (v tomto roce bylo
pritomno téméf 80 koordindtort). Po opravich se vedouci a koordindtori
sejdou, porovnaji bodova hodnoceni a snazi se dospét ke shodé. Cely
proces koordinace trva tfi dny.

Slavnostni zakonéeni olympiddy se konalo opét v centru RAI (v ,,rdji“,
jak tikali ¢esti a slovenst{ Gcastnici). Pfeddvani medaili se z vyznamnych
osobnosti zucastnil i pfedseda organizac¢niho vyboru Robbert Dijkgraaf,
predni svétovy a holandsky matematik. I pfi zakonceni vSechno pékné
klapalo, projevy byly kratké a vystizné, nikdo se nenudil. Na zavér byla
predéana vlajka IMO poradateltim pristi olympiady. Ta se uskutecni v Mar
del Plata v Argentiné.

Co se tyce vysledku ceského druzstva, splnil nas tym nelehky kol
ziskat presné tolik bodu, kolik bylo ziicastnénych zemi. Tento ,,jedine¢ny*
vykon néas zafadil na 39. misto v hodnoceni zemi, pét mist za Slovenskem
(v porovnani s lotiskym rokem jsme si polepili o 17 bodii a 9 mist). Zadny
z ¢eskych tcastniki neodjizdél s prazdnou: Anh Dung Le ziskal stfibrnou
medaili, Stépan Simsa, Michael Bily a Tom4$ Zeman medaili bronzovou
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a kone¢né Miroslav Koblizek a Daniel Safka ¢estné uznani za bezchybné
vyreseni alespon jedné tlohy. Nutno podotknout, ze Miroslavu Koblizkovi
unikla o jediny bod bronzova medaile a Stépanu Simsovi o bod medaile
sttibrné.

Absolutni vitézkou olympiady se stala s nejvétsim moznym bodovym
ucastnici olympiad vSech dob (celkem ziskala ¢tyfi zlaté a jednu stii-
brnou medaili). Divky tvorily 11 % ucastniki, coz je na matematickou
i kdyz druhé Spojené staty americké ji slapaly na paty. Velkym prekva-
penim je pak treti misto Singapuru se slusnym naskokem pred ¢tvrtym
Ruskem.

V nésledujicim prehledu muzete najit vysledky celkova poradi ¢lenti
¢eského a slovenského druzstva. Na zlatou medaili tentokrat stacilo 28 bo-
di, na stfibrnou 22 bodu a na bronzovou 16.

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

202.-221. Michael Bily 7106 40 18 B

83.-112. Anh Dungh Le 507740 23 S

282.-302. Miroslav Koblizek 700 710 15 HM
403.-420. Daniel Safka 700100 8 HM
145.-170. Stépan Simsa 700770 21 B

253.—281. Tomas Zeman 700 7 2 0 16 B

Celkem 42 1 73518 0 101

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

316.-320. Marian Horndk 310720 13 HM

222.-252. Natalie Kardskova 7007 21 17 B
74.-82. Ondrej Kovac 7406 70 24 S

186.-201. Matus Stehlik 700750 19 B

253.-281. Michal Téth 7107 10 16 B

113.-144. Martin Vodicka 710770 22 S

Celkem 38 7 04124 1 111

Pro tplnost uvadime i tradi¢né sestavované neoficialni poradi zemi
podle poctu dosazenych bodi spolecné s pocty medaili, které ziskaly
(Gisla v zévorce za ndzvem zemé znaci pocet reprezentantl, pokud byl
nizsi nez Sest):
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IT IIT body

II III body

CLR

USA
Singapur
Rusko
Thajsko
Turecko
KLDR
Rumunsko
Tchaj-wan
fran
Némecko
Japonsko
Korea
Hongkong
Ukrajina
Polsko
Kanada
Velka Britanie
Italie
Brazilie
Bulharsko
Mexiko
Indie

Izrael
Australie
Madarsko
Srbsko
Nizozemi
Indonésie
Novy Zéland
Belgie
Peru
Vietnam
Francie
Slovensko
Chorvatsko
Rakousko
Kazachstan
Ceskd republika
Recko

JAR
Malajsie
Bolivie
Svycarsko
Litva
Moldavsko
Portugalsko
Spanélsko
Argentina
Dansko
Estonsko
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189
184
179
161
160
159
157
154
154
151
150
147
144
138
136
136
132
132
129
121
121
120
119
119
116
116
116
115
114
114
113
113
113
111
111
110
110
105

OHOOOHFHONOFHFHFOFFNFNFOONNNNNNWORNNWWFHFNNNEFEWNWRARARARTTWNN R =OO
NHFOWNOBRFBERFNWWWNUTWRARIINWNERE WHF WWENERE WWHFNWHWWONNOODOOHRHHOKROO

Kolumbie

Makao

Filipiny (5)
Mongolsko
Svédsko

Finsko

Gruzie

Lotyssko
Tadzikistan
Norsko
Bélorusko
Maroko
Slovinsko
Turkmenistan
Uzbekistan (5)
Arménie (5)
Azerbajdzan
Kostarika (4)
Saudska Arabie
Kypr

Bangladés

Sri Lanka

Chile

Island
Lucembursko
Tunisko

Nigérie
Makedonie
Paraguay (5)
Pékistan (4)
Pobrezi slonoviny
Ekvador
Portoriko (4)
Trinidad a Tobago
Uruguay (4)
Irsko

Albénie

Kosovo
Honduras (3)
Venezuela (2)
Bosna a Hercegovina (4)
Kyrgyzstan (5)
Syrie

Cerna hora (4)
Salvador (2)
Guatemala (4)
Panama (1)
Lichtenstejnsko (1)
Kuvajt (5)

Spoj. arab. emiraty (5)
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Texty soutéznich tloh
(v zavorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Pro libovolnou mnozinu A = {ay,as,as,as} ¢tyt (navzajem ruznych)
kladnych celych ¢isel oznac¢me sa soucet aj + as + as + aq. Déle necht na
znadi pocet dvojic (i,7),kde 1 £ i < j < 4aa;+a; déli sa. Urcete vsechny
¢tyfprvkové mnoziny A kladnych celych éisel, pro které je hodnota na
nejvetsi mozna. (Meziko)

2. Je ddna mnozina S alespon dvou bodu v roviné, z nichz zadné tti nelezi
v piimce. Vétrngm miynem rozumime nasledujici proces. Zpocatku zvo-
lime néjakou primku [ prochézejici pravé jednim bodem P € S. Tou pfim-
kou za¢neme otacet ve sméru pohybu hodinovych rucicek okolo stredu P,
dokud ,nenarazi“ na dalsi bod mnoziny S — oznac¢me jej Q. Primkou
nadale otac¢ime ve stejném sméru, nyni ovsem okolo stiedu @, dokud
nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak dale. Tento proces neustéle pokra-
¢uje (nekonecné dlouho). Dokazte, ze bod P € S a ptimku [ prochazejici
bodem P lze zvolit tak, ze jimi zac¢inajici vétrny mlyn bude mit za stied
otaceni kazdy z bodi mnoziny S nekonec¢nékrat. (Velkd Britanie)

3. Necht R zna¢i mnozinu redlnych cisel a necht f: R — R je funkce, jez
pro vSechna redlnd z a y splnuje nerovnost

fle+y) S yf(x)+ F(f(2)).

Dokazte, ze f(z) = 0 pro vSechna z < 0. (Bélorusko)

4. Necht n je celé kladné cislo. Méjme rovnoramenné vahy a n zavazi
o hmotnostech 2°,2%,...,2"1. V n krocich mdme na vahy postupné po
jednom umistit vsechna zavazi. Kazdy z kroku spociva ve vybéru jednoho
ze zavazi, které jesté neni na miskach vah, a jeho umisténi bud na levou,
nebo na pravou misku vah tak, aby obsah pravé misky nebyl nikdy tézsi
nez obsah levé. Kolik riznych posloupnosti takovychto n krokt existuje?

(Irdn)
5. Necht f je funkce z mnoziny celych ¢isel do mnoziny celych kladnych
Cisel takovd, ze pro libovolna celd m a n je rozdil f(m) — f(n) délitelny
¢islem f(m —n). Dokazte, ze pro libovolna celd m a n takova, ze f(m) <
< f(n), je ¢islo f(n) délitelné ¢islem f(m). (Irdn)

6. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik a k kruznice mu opsana. Déle
nechf ¢ je tecna kruznice k a t,, tp, t. jsou po radé obrazy piimky ¢
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v osové soumeérnosti podle primek BC, CA, AB. Dokazte, ze kruznice
opsana trojuhelniku ur¢enému primkami t,, t;, t. se dotyka kruznice k.
(Japonsko)

ReSeni soutéznich tloh
1. Dvojic (4,7) splnujicich 1 < i < j < 4 je jen Sest. Bez jmy na
obecnosti predpokladejme, ze a; < as < az < ay4. Potom plati 0 <
< ay+as <az+asgataké 0 < ap +az < as + aq, takze

az + aq < sa < 2(az +a4) neboli %sA < asz+ ag < Sa

as + ag < sp < 2(az +ay4) neboli %SA < as+ag < Sa.

To znamend, ze ani ag + a4, ani as + a4 nemuze délit sa. Prinejmensim
dva ze souctli a; + a; tedy nedéli sa, proto na < 4.

Predpokladejme, ze pro néjakou mnozinu A plati na = 4. V takovém
pripadé vSechny zbylé ctyti soucty ay + as, a1 + as, a1 + a4, as + az uz
museji byt déliteli sa. Jelikoz ani jeden z nich neni roven sa, musi byt
kazdy z nich nejvyse roven %SA. Pro souéty a; + a4, as + az to znamena,
Zea, +as=ay+az= %SA, nebot (aj + aq) + (a2 + az) = sa.

Pro zbylé dva soucty pak plati a1 +ay < a1 + a3 < as +aq4 = %SA,
a protoze oba déli ¢islo sa, musi byt

s s
arta="> a a+taz=—> (1)
z )

pro vhodné prirozena ¢isla x, y, pricemz x > y = 3. Je tedy

s s s
2a1:(a1+02)+(01+a3)—(az+a3)=?A+?A—7A>0 (2)
neboli
1 1 1
z oy 2

Vidime, ze nemuze byt 1/x < 1/y < 1/4, tudiz y < 3, coz s predchozi
opacnou nerovnosti davd y = 3, a 1/ > 1/2 — 1/y = 1/6 neboli z < 5.
Je tedy 3 = y < £ 5. Témto nerovnostem vyhovuji jen dvé dvojice
pfirozenych ¢éisel: (z,y) = (4,3) a (z,y) = (5,3).

Pro z = 4 dostavame z (2) a1 = 2—143A az (1) pak as = 2%3/’«’ az =
= 2—743A a konec¢né z rovnosti a; + a4 = %sA plyne a4 = 2—743/\, je tedy
A = {k,5k, Tk, 11k} pro néjaké ptirozené ¢islo k.

Podobné pro z = 5 vyjde A = {k, 11k, 19k, 29k} pro né&jaké pfirozené
¢islo k. Snadno ovérime, ze pro kazdou takovou mnozinu opravdu na = 4.
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Odpovéd. Nejvétsi mozna hodnota na je 4 a nabyva se pro mnoziny A
tvaru {k,5k,7k,11k} a {k,11k,19k,29k}, kde k je libovolné pfirozené
¢islo.

2. Zvolime-li na dané p¥imce orientaci, mizeme mluvit o levé a pravé po-
loroviné (v obr. 41 je levé polorovina oznacena Sedou barvou). VSimnéme
si, ze kdyz se béhem vétrného mlyna meéni stfed otaceni z bodu 7' na
bod U, po zméné se bod T nachézi v téze poloroviné urcené pirimkou [,
v niz se pred zménou nachdzel bod U (obr.41). Vidime, ze kdyz pomi-
neme okamziky, v nichz se méni stied otéceni (I obsahuje pravé dva body
z S), zustava pocet bodi z S nachazejicich se v Sedé ¢asti stale stejny.

— ~ —a

Obr. 41

Déle vyuzijeme toho, ze kazdym bodem mnoziny S lze vést (orien-
tovanou) pfimku, kterd obsahuje jediny bod mnoziny S a déli jeji body
,hapul“, a to takovym zptsobem, ze vlevo od ni je stejny pocet bodi
z S jako vpravo (je-li n = |S]| liché), anebo o jeden bod méné nez vpravo
(v pripadé sudého n). Stadi si totiz uvédomit, ze pokud né&jakou orientova-
nou primku v daném bodé otoc¢ime o 180°, vymeéni se poc¢ty bodt nalevo
a napravo od dané primky. Protoze pri postupném otaceni primky se po-
¢et bodli feknéme vlevo méni vzdy o jeden, v jisté poloze tak musi nastat
popsana rovnovaha. Nazvéme kazdou takovou primku pilici. Vezméme
nyni libovolnou ptlici pfimku [ a bod P na ni. Vzhledem k tomu, ze se
béhem vétrného mlyna neméni pocéty bodl nalevo a napravo od [, bude
prislusna piimka (s vyjimkou okamziku, kdy se méni stied otéceni) stile
pulici primkou. Pfitom béhem otoceni o prvnich 180° zfejmé nemuze mi-
nout zadny z bodlt mnoziny S, a tak se postupné vsechny vysttidaji v roli
stfedu otaceni. Zaroven je ziejmé i to, ze pii otdceni o dalsi ndsobky 180°
bude piimka [ prochazet znovu vSemi body z S ve stejném poradi jako
pfi prvnim otoceni. Tim je tvrzeni tlohy dokéazano.
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3. V dané funkciondlni nerovnici se jako argumenty funkce objevuji vy-
razy x +y a x. Abychom se zbavili souc¢tu v argumentu, pouzijeme sub-
stituci y =t — x. Pro vSechna realnd ¢isla z, t pak plati

f@) s tf(2) —af(z) + f(f(2)). (1)

V dalsim kroku eliminujeme ¢len f(f(x)) tak, Ze do (1) dosadime nejdfive
t = f(a), x = b a potom t = f(b), z = a. Dostaneme

f(a)f(b) = bf(b),
f(@)f(b) —af(a).

Sectenim dostavame, ze pro vSechna a, b plati

2f(a)f(b) 2 af(a) + bf(b).

Volbou b = 2f(a) dosdhneme, ze levéd strana posledni nerovnosti bude
stejnd jako druhy sc¢itanec na pravé strané. Po jejich odecteni tak zustane
nerovnost af(a) < 0, kterd musi byt splnéna pro vSechna a € R. Proto

f(a) 20 pro vSechna a < 0. (2)

Pokud by pro néjaké x platilo f(z) > 0, byla by pro takovou hodnotu
prava strana nerovnosti (1) v proménné t rostouci linearni funkci, tedy by
nabyvala na oboru zdpornych ¢isel urcité i ziporné hodnoty. Pak by vsak
zaporné hodnoty na oboru zapornych ¢isel musela nabyt i leva strana,
¢ili funkce f, coz je ve sporu s (2). Proto

f(x) £0 pro vsechna = € R. (3)

Spojenim (2) a (3) ihned mame f(x) = 0 pro vSechna x < 0. Zbyva urcit
hodnotu f(0). Pokud v (1) polozime t = z < 0, dostaneme 0 < 0—0+ f(0)
neboli f(0) = 0. Vzhledem k (3) uz pak nutné f(0) = 0.

Pozndmka. Dana funkciondlni nerovnice ma i netrivialni reseni

0, z <0,
1—e®, 20,

fz) =

které je dokonce spojité.

4. Oznac¢me p, hledany pocet posloupnosti. VSimnéme si, ze na vahach
nikdy nenastane rovnovéha. Kazdé zdvazi je totiz (o jedna) tézSi nez
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vsechna lehci zavazi dohromady. Zavazi o hmotnosti 1 tudiz mizeme
polozit na libovolnou misku vah v libovolném kroku, pouze v prvnim
kroku je musime polozit vlevo. Navic vynechame-li v néjaké pripustné
posloupnosti kroku zdvazi o hmotnosti 1, obdrzime p¥ipustnou posloup-
nost umisténych zévazi o hmotnostech 2, 22,...,2" 1. Takovych posloup-
nosti je zfejmé p,_1, protoze vynasobeni hmotnosti dvéma nemd na
(ne)rovnovahu vliv. A naopak do libovolné z takovych posloupnosti mi-
zeme zafadit zavazi 1 pravé 2n — 1 riznymi zpusoby, nebot jen v prv-
nim kroku neméme na vybranou mezi obéma miskami, nacez ziskame
piipustnou posloupnost zavazi 1,2,...,2" 1. Dostdvame tak rekurentni
vztah p, = (2n — 1)p,_1, coz spolu se zfejmou hodnotou p; = 1 dava

n=02n-1)2n-3)-...-3-1=(2n -1

Jiné FeSeni. Ozna¢me p,, hledany pocet posloupnosti. VSimnéme si,
7e pripustnych zpiisobti umisténi zavazi 1,2,...,2" "1 je stejné jako pii-
pustnych zpuasobt umisténi libovolné sady n zavazi, z nichz kazdé ma
tu vlastnost, ze je t&éz3f nez vSechna lehéi zavazi dohromady. Rikejme
takovéto sadé nevyvdzZend. Navic vybérem libovolného poctu libovolnych
zévazi z nevyvazené sady dostavame opét nevyvazenou sadu.

Zptsoby umisténi zavazi 1,2, ...,2" ! rozdélme podle toho, kdy jsme
na vahy umistili nejtézsi zavazi (musi prijit vzdy na levou misku). Dejme
tomu, ze se tak stalo v k-tém kroku. Pred tim bylo umisténo néjakych
k —1 (z n — 1 zbyvajicich) zavazi tvoficich nevyvéazenou sadu. Ta mohla
byt umisténa pg_1 zpusoby. Po polozeni nejtézsiho zdvazi jiz mizeme
kazdé ze zbyvajicich n — k zavazi polozit na libovolnou z obou misek.
Dostavame tak rekurentni vztah

- n— n e ek
=3 (L2 et = 3 e

k=1 k=1

(klademe po = 1). Upravami pak dostavame

Ve i .
k=1 k=1
B = (n-1)-1lp k B

= 2(” - 1)pn—l +pn—1 = (2TL - 1)pn—1)

a dostavame stejny rekurentni vztah jako v predchozim feseni.
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Jiné FeSeni. Jak uz jsme poznamenali v predchozim TfeSeni, nezdvisi
pocet zminénych posloupnosti na konkrétnich hmotnostech zavazi, ale
jen na jejich ,nevyvazenosti“.

Oznaéme p,, hledany pocet posloupnosti a predpokliadejme, ze 2* je
hmotnost posledniho umisténého zdvazi (0 < k < n—1). ProtoZe mnoZina
{1,2,...,277 1} \ {2*} je zfejmé nevyvézend, existuje v tomto pifpadé
celkem p,,_; rtiznych posloupnosti, jak realizovat n — 1 krokt bez pouziti
zavazi o hmotnosti 2¥. Pro jeho umisténi v poslednim kroku pak mame

Vv,

v vvs

dodrzet podminku tlohy. Celkové tak dostavame
Pn = ('fl - 1) “2Dn_1 + P11 = (2TL - 1)pn—1-

Odpoved. Hledany pocet zptisobli je roven soucinu prvnich n lichych
Cisel (zkracené tento vyraz oznaCujeme jako v prvnim feseni (2n — 1)!!
a nazyvame dvojny faktoridl).

5. Pokud f(m) = f(n), neni co dokazovat. Predpokladejme tedy, ze pro
celd ¢isla m, n plati f(m) < f(n). Z dané podminky diky tomu plyne
fm —n) < [f(m) = f(n)] = f(n) — f(m) < f(n). Dostavime tak

—f(n) < =f(m—n) < f(m) = f(m —n) < f(m) < f(n).

Prod = f(m)— f(m—mn) tudiz plati |d| < f(n), zatimco z dané podminky
plyne
f(n) = f(m—(m—-n))|d,

coz ovsem znamend, ze d = 0 neboli f(m) = f(m—n). Z dané podminky
tak konecéné plyne, ze f(m) déli f(m)— f(n), a tedy i f(n), coz jsme méli
dokazat.

6. Oznac¢me T bod dotyku pfimky ¢ s kruznici k a vrcholy trojihelniku ur-
¢eného pfimkami t,, tp, t. oznacme nasledovné: A’ := t,Nt., B’ = t, Nt
a C' := t,Nty. Pro zjednoduseni zapisu budeme pracovat s orientovanymi
thly: pro piimky p, ¢ bude (p, ¢) znacit thel, o ktery je nutno pfimku p
oto¢it v kladném smyslu, abychom dostali pfimku rovnobéznou s piim-
kou ¢. Orientované thly pocitdme modulo 180°.

Ozna¢me po fadé X, Y, Z body soumérné sdruzené s bodem 7" podle
primek BC, C A, AB. Protoze kolmé priméty bodu 7" na tyto tfi primky

162



lezi na Simsonové primce daného trojuhelniku ABC), lezi v primce i body
X, Y, Z coby jejich obrazy ve stejnolehlosti se stfedem 7'. Oznacme
p = (t,TC) = (BT, BC), pak vzhledem k osové soumérnosti dle primek
AC a BC plati

(BC,BX) = (BT, BC) = ¢,
(XC,XC"Y = {t,TC) =(YC,YC') = ¢.
Z posledni rovnosti ovSem plyne, ze body X, Y, C, C’ lezi na kruznici,
kterou oznacime k.. Podobné zavedeme i kruznice k, a kj. Kruznici opsa-

nou trojuhelniku A’B’C’ oznacime k' (obr.42). Podle zndmé Miquelovy
véty,! kterou pouzijeme na piimky A’B’, A’C’, B'C’ a XY, nyn{ plati, Ze

Obr. 42

vSechny ¢tyti kruznice k', kg, ky, k. maji spoleény bod, ktery ozna¢ime K.
Jakmile se ndm podari dokazat, ze bod K lezi i na kruznici k a ze obé
kruznice k a k' v ném maji spole¢nou tecnu, bude tvrzeni tilohy dokézéano.

Ze soumérnosti plyne | X B| = |TB| = |ZB|, takze bod B je stfedem
jednoho z oblouku X Z kruznice ks, je tedy (KB,KX) = (XZ, XB).

1 Viz napf. Vrba, Horak: Vybrané tlohy matematické olympiady kategorie A, SPN,
Praha 1988, feseni tlohy 96.
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Podobné plati (KX, KC) = (XC, XY). Se¢tenim obou téchto rovnosti
a ze soumeérnosti podle primky BC' dostavame

(KB,KC) = (KB,KX) + (KX,KC) = (XZ,XB) + (XC,XY) =
=(XC,XB) = (TB,TC).

To znamena, ze bod K lezi na kruznici k.
Ozna¢me nyni s tecnu kruznice k v bodé K. Pak plati

(3¢, KC") = (3, KC) + (KC,KC') = (KB, BC) + (XC, XC") =
= ((KB,BX) - (BC,BX))+¢=(KB',B'X)-—p+¢=
= (KB',B'C').

To znamen4, Ze s je te¢nou i kruznice k’.

Jiné Feseni. Ozna¢me body T', A’, B’, C' jako v predchozim FeSeni.
Zéaroven vyuzijeme i tam zavedené znaceni orientovanych thli. Necht A”
je takovy bod na kruznici k, ze A je stfedem oblouku T'A” (tj. |TA| =
= |AA”], bod A" je rizny od T, pokud T'A neni primérem). Podobné
definujme i body B”, C” (obr. 43).

Obr. 43
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Protoze body B, resp. C jsou stiedy oblouku T'B”, resp. TC", plati:

<t,B/lc//> <t,TC”> + <TclI’BIlcll>
2(t,TC) + 2(TC" ,BC") =

2((t,TC) + (TC, BC)) = 2{t, BC) = (t, ,).

Piimky t, a B”C” jsou tudiz rovnobézné. Podobné jsou rovnobézné i t,,
a A”C" ataké t.a A”B".

Trojuhelniky A’B’C" a A”B”C” tak budou stejnolehlé, ukazeme-li,
7e piimky B’'B” a C'C"” nejsou rovnobézné. Zjistime dokonce, ze jejich
prusecik — stred zminéné stejnolehlosti — lezi na kruznici k, jez je opsana
nejen trojihelniku ABC, ale i trojihelniku A”B”C”. Timto stfedem
proto bude prochézet i stejnolehld kruznice opsand trojuhelniku A’B’C’,
takze obé kruznice se v ném budou dotykat, jak jsme méli dokazat.

Existenci a polohu pruseciku piimek B’B" a C'C" vyvodime ze dvou
pomocnych tvrzeni.
> 1. Prisecik X primek B”"C, BC" lezi na primce t,.

Bod B je stfedem oblouku 7'B”, tedy |<BCT| = |« BCB"| a pifimka
B"C je obrazem piimky T'C v osové soumérnosti podle BC. Podobné
je piimka BC" obrazem piimky BT. Bod X je tudiz obrazem bodu T'
v této soumérnosti, takze lezi na t,.
o> 2. Prasecik I primek BB', CC' leZi na kruznici k.

Uvazme pouze pripady, kdy t je rtiznobézné se vSemi stranami troj-
uhelniku ABC. Zbylé moznosti 1ze vytesit limitnim prechodem. Oznac¢me
D=tNBC,E=tNCA, F=tNAB (obr.43).

Vzhledem k soumérnosti je primka BD osou jednoho z 1hli uréeného
prfimkami B’D a FD. Obdobné je piimka BF osou jednoho z ihl urce-
ného piimkami B’F a DF. Bod B je tak stfedem kruZnice trojihelniku
B’F D vepsané nebo stfedem nékteré z kruznic mu pfipsanych. V kazdém
ptipadé je (BD,DF) + (DF, FB) + (B'B, B'D) = 90°, takze plati

(B'B,B'C') = (B'B, B'D) = 90° — (BC, DF) — (DF, BA) =
=90° — (BC, AB).

Obdobné je (C'C, B'C") = 90° — (BC, AC). Plati tedy

(BI,CI) = (B'B, B'C") + (B'C",C'C) = (BC, AC) — (BC, AB) =
= (AB, AC),
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coz v Teci orientovanych hli znamena, ze body A, B, I, C' lezi na kruz-
nici.

Oznaéme K druhy prisecik piimky B’B’ s kruznici k. Dikaz do-
kon¢ime pouzitim Pascalovy véty pro Sestici bodia K, B”, C, I, B, C”
na kruznici k. Podle ni lezi body B’ = KB" N IB, X = B"C n BC"
a S = CINC"”K na jedné primce. Proto S = C’, tudiz body K, C" a C’
lezi v pfimce. Bod K kruznice k je tak prusec¢ikem piimek B’B" a C'C”,
jak jsme pro dokonceni celého Teseni slibili ukazat.
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