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5. stfredoevropska matematicka olympiada

Pata stredoevropskd matematicka olym-

pidda (Midle European Mathematical

Olympiad, zkracené MEMO) se uskutec- PEAN ATHEMATCAL ;
nila 1.9.-7.9. 2011 v chorvatském Varaz- VARAZDIN 20717 CROATIA
dinu za tucasti Sedesati studenti z deseti zemi stredoevropského regionu,
jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy, Madarska, Némecka, Polska, Ra-
kouska, Slovenska, Slovinska a Svycarska. Soutéz je uréena studentiim
stfednich skol, kteri se v daném kalendainim roce netcastnili mezinarodni
matematické olympiddy (MMO). Vyjimku tvoii slovinsti ic¢astnici, kteri
vzhledem k relativné malému poctu obyvatel zemé nejsou kviili pripadné
ucasti na MMO vylucovani.

Ceské druzstvo tvorili Ondrej Bartos z Gymnazia Zdar nad Sazavou,
Lubomir Grund z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze, Jan Kucharik
z Gymnazia Jana Masaryka v Jihlavé, Dominik Steinhauser z Gymnazia
Jana Keplera v Praze, Jan Stopka z Gymnéazia Brno na tt. Kpt. Jarose
a Dominik Teiml z The English College v Praze. Vedoucim druzstva
byl dr. Martin Panak z Ptirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity
v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Caldabek z Prirodovédecké fakulty
Palackého univerzity v Olomouci.

Meésto Varazdin je staré chorvatské mésto, které byvalo dokonce hlav-
nim meéstem Chorvatska. Jeho populace dnes ¢ita na 50 tisic obyvatel.
Prvni den olympiady méli soutézici na programu zabavnou seznamovaci
hru spojenou s poznavanim pamatek mésta, zatimco vedouci vyprav vy-
birali priklady pro soutéz z navrhi zaslanych jednotlivymi tcastnickymi
zemeémi. Vecer pak probéhlo v prostorach Fakulty informatiky, varazdin-
ské casti Univerzity Zahreb, slavnostni zahdjeni soutéze.

Druhy den byla na poradu soutéz jednotlivet v prostorach jedné z va-
razdinskych zakladnich skol. Kazdy z acastniku resil po dobu péti hodin
¢tyti priklady. Tretiho dne se uskutecnila tymova soutéz, ve které mélo
kazdé narodni druzstvo k dispozici jednu mistnost, kde pak spole¢né fe-
silo po dobu péti hodin osm tloh. Jiz v sobotu vecer zapocala koordinace
oprav tuloh (tlohy jsou opravovany vedoucimi narodnich tymi a nezavisle
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i tymem opravovatell zajisténym organizatory; pri koordinaci se vysledky
oprav porovnaji a piipadné neshody se vytesi) a pokracovala i béhem ne-
déle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na rozdéleni medaili, které
se Iidi podobnymi pravidly jako na mezinarodni matematické olympidde.
V ttery byl program olympiady zakoncen exkurzi na znamy chorvatsky
hrad Trakoscan a navstévou méstecka Krapina, kde se nachézeji zbytky
osidleni neandertalskym c¢lovékem. Vecerniho slavnostniho zakoncéeni se
zucastnila fada vyznamnych hostli, z nichz jmenujme naméstkyni chor-
vatského ministra skolstvi Dijanu Vicanovou a rektora Univerzity Zahteb
Aleksu Bjelise.

Vysledky c¢eského druzstva byly nédsledujici: Ondrej Bartos a Dominik
Steinhauser ziskali bronzové medaile, Lubomir Grund a Jan Stopka pak
ziskali Cestné uznani za jeden bezchybné vyteseny piiklad. V tymovém
souc¢tu bodi, které ziskali jednotlivi ucastnici daného tymu v individualni
soutézi, jsme byli pati nejlepsi. Vlastni tymova soutéz se vsak ceskému
druzstvu prilis nevyvedla, kdyz skoncilo osmé. Z vitézstvi se radoval pol-
sky tym, ktery jako jediny ziskal maximalni mozny pocet bodi. Plného
bodového zisku dosahl i vitéz soutéze jednotlivei, Wojciech Nadara, rov-
néz z Polska.

Body za ilohu Body Cena

Umisténi v soutézi jednotlivci 1 2 3 4

1. Wojciech Nadara (POL) 8§ 8 8 8 32 zlato
2. Attila Szab6 (HUN) 8 8 7 8 31 zlato
27.-30. Ondrej Bartos 3 3 0 8 14 bronz
Dominik Steinhauser 6 6 2 0 14 bronz

32.-33. Jan Kucharik 5 0 7 0 12
38.-40. Jan Stopka 1 0 8 0 9 H.M.
41.-43. Dominik Grund &8 0 0 O 8 H.M.

44.-46. Dominik Teiml 3 0 2 2 7

Celkem CR 26 9 19 10 64

Detailni vysledky c¢eskych studentt véetné bodovych ziskl za jednot-
livé tlohy lze vycist z predchozi tabulky, prehled vysledki vSech zemi
v soutézi jednotliveu je v druhé tabulce. Zemé jsou v ni sefazeny podle
sou¢tu bodu celého druzstva podobné jako pri neoficidlnim poradi zemi
na MMO. Vysledky narodnich druzstev v tymové soutézi pak najdete
v tabulce nésledujici.
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I II IITHM body I II IIIHM body
Polsko 3 2 1 - 150  Slovensko - - 2 2 61
Madarsko 2 3 1 - 147 Rakousko - - 2 - 55
Neémecko 1 3 1 1 125  Litva = = 1 = 50
Chorvatsko - 2 2 - 95  Slovinsko - - 11 41
Ceskd republika - - 2 2 64  Svycarsko - - 1 - 31

Body za ulohu Body

Umisténi v tymové soutézi 1 2 3 4 5 7 8

1. Polsko 8§ 8 8 8 8 8 8 8 64

2. Madarsko 8 0 8 3 8 8 88 51

3. Némecko 8 0 8 0 8 8 8 8 48

4. Chorvatsko 2 8803880 37

5. Slovensko 1 08 086 80 31

6. Litva 6 08 080820 30

7. Slovinsko 208043380 25

8. Ceskd republika 21400583 23

9. Rakousko 106 05 280 22

10. Svycarsko 206 00080 16

Texty soutéznich tiloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tilohu navrhla)
Soutéz jednotlivcu

1. Na tabuli je napsano cislo 44. Celé ¢islo a napsané na tabuli miuzeme
nahradit ¢tyfmi rtiznymi celymi ¢isly ay, as, as, ay, jejichz aritmeticky
prameér %(al + as + a3 + aq) je roven ¢islu a. V jednom kroku soucasné
nahradime vsechna ¢isla na tabuli vyse popsanym zptusobem. Po 30 kro-

cich dostaneme na tabuli n = 430 celych éisel by, bo, ..., b,. Dokazte, ze

2 2 b2
b2 +b2+...+ b2 > 92011,
n

(Chorvatsko)

2. Je dano prirozené ¢islo n 2 3. Jeni¢ek a Mafenka hraji nasledujici hru:
Nejdrive Jenicek ocisluje strany pravidelného n-tihelniku ¢isly od 1 do n
(v libovolném poradi; kazdé ¢islo pouzije pravé jednou). Potom Marenka
zvoli n — 3 neprotinajicich se ihlopricek rozdélujicich dany n-tihelnik na
trojuhelniky. VSechny zvolené thlopficky pak oznaci ¢islem 1 a dovnitf
kazdého z trojuhelnikl napise soucin ¢isel na jeho stranach. Soucet téchto
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n — 2 soucini oznac¢me S. Jaka bude hodnota souctu S, jestlize snahou
Jenicka je, aby byl soucet co nejvétsi, a Marenka se snazi, aby soucet byl
co nejmensi, pricemz oba délaji nejlepsi mozné volby? (Chorvatsko)

3. V roviné jsou dany kruznice k; a ko o stfedech I a Io, jez se protinaji
ve dvou bodech A a B. Predpokladejme, ze tihel I; Al je tupy. Te¢na
ke k1 v bodé A protind ke jesté v bodé C a tecéna ke ko v bodé A
protind k; jesté v bodé D. Ozna¢me ks kruznici opsanou trojihelniku
BCD. Ozna¢me FE stied toho oblouku C'D kruznice k3, ktery obsahuje
bod B. Primky AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L.
Dokazte, ze piimky AE a KL jsou na sebe kolmé. (Slovinsko)

4. Necht k am (k > m) jsou kladn4 cel4 ¢isla takova, ze ¢islo km(k? —m?)
je délitelné ¢islem k3 — m3. Dokaite, ze (k —m)3 > 3km. (Polsko)

Soutéz druzstev

5. Najdéte vsechny funkce f: R — R takové, ze rovnost

Vf(@)+2°f(y) +ay = ayf(z +y) +2° +y°

plati pro vsechna z,y € R, kde R znac¢i mnozinu vsech realnych cisel.

(Chorvatsko)
6. Nechf kladna realna cisla a, b, ¢ vyhovuji vztahu
a N b n c 9
l4a 1+b 14c
Dokazte, ze pak
b c 1 1 1
\/6+—\/—+\/— z —_—t — 4+ —.
2 va Vb
(Chorvatsko)

7. Pro prirozené ¢islo n 2 3 oznaéme M mnozinu
{(z,9):z,y€Z, 1Sz =n, 1Sy=<n}

bodt roviny (7 zna¢i mnozinu vSech celych ¢isel). Urcete nejvétsi mozny

pocet prvku podmnoziny S C M, ve které zadné ti body netvori vrcholy

pravothlého trojihelniku. (Madarsko)
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8. Necht n = 3 je pfirozené ¢islo. Na soutéz podobnou MEMO prijelo
3n ucastnikn, kteri hovori n riaznymi jazyky, kazdy ucastnik mluvi prave
tfemi riuznymi jazyky. Dokazte, Ze z nich lze vybrat aspon (%n] jazyku
tak, ze zadny ucastnik nehovori vice nez dvéma z nich. (Zapis [z] ozna-
¢uje nejmensi celé ¢islo, které je vétsi nebo rovno z.) (Chorvatsko)

9. Konvexni pétithelnik ABCDE mé shodné strany. Uhlopiicky AD
a EC se protinaji v bodé S, pricemz |« ASE| = 60°. Dokazte, Ze péti-
thelnik ABCDE ma dvé rovnobézné strany. (Slovensko)

10. Je déan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Oznacme po tadé By a Cy paty
vysek z vrcholi B a C. Necht pro vnitini bod X trojuhelniku ABC' je
primka BX te¢nou kruznice opsané trojuhelniku AX Cy a primka C X tec-
nou kruznice opsané trojiuhelniku AX By. Dokazte, ze piimky AX a BC
jsou na sebe kolmé. (Ceskd republika)

11. Necht pro neprazdné navzdjem disjunktni mnoziny A a B plati
AUB = {1,2,3,...,10}. Ukazte, ze existuji ¢isla a € A a b € B tak,
ze ¢islo a® + ab® + b je délitelné 11. (Polsko)

12. Kladné celé cislo n nazveme uzasnym, jestlize existuji kladna cela
¢isla a, b, ¢, pro ktera

n = (b, c)(a,bc) + (¢,a)(b, ca) + (a,b)(c, ab).

Dokazte, ze existuje 2011 po sobé jdoucich tzasnych ¢isel. (Zépis (m,n)
znadi nejvétsi spolecény délitel prirozenych ¢isel m a n.) (Litva)

Reseni tiloh

1. Nahrazenim jednoho z c¢isel na tabuli ¢tverici popsanou v zadani se
zveétsi aritmeticky primeér druhych mocnin ¢isel na tabuli. Dokédzeme, ze
toto zvétseni je dostatecné velké. Zacneme pomocnym tvrzenim.

LEMMA. Pokud ai, as, as, a4 jsou Ctyfi navzajem ruzna celd cisla
takova, ze jejich aritmeticky prumér a = %(al +as + as + aq) je také celé
¢islo, tak plati

a% + a% + a% + a?l

2>
—a® 2
1 =

N | Ot
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DUKAz. Leva strana dokazované nerovnosti se d4 piepsat takto:

2
af +aj+aj+ai

4
a2 +a3+ a3+ al—2a(a + az + az + as) + 4a®
= 1 -
(a1 — a)? + (a2 — @) + (a3 — a)? + (ag — a)?
- 0 .

Cisla a; — a, as — a, a3 — a, as — a jsou navzajem ruzna celd cisla se
souctem 0. Pokud zadné z nich neni nulové, bude soucet jejich ¢tverci
alespont 12 +(—1)2+22+4(—2)2 = 10. Pokud jedno z nich je nula, musf jiné
z nich mit absolutni hodnotu nejméné 3; v tomto pripadé bude soucet
¢tverctt alespont 32 + 12 + (—1)2 = 11. V obou piipadech je platnost
lemmatu evidentni.

Vratme se k dokazovanému tvrzeni. Ozna¢me Sy aritmeticky prumeér
druhych mocnin ¢isel na tabuli po provedeni k kroki. Pouzijeme-li do-
kdzané lemma na Gtvefice ¢isel vzniklé nahrazenim kazdého ze 4F éisel,
kterd jsou na tabuli po k£ krocich, dostaneme, ze Ski1 — Sk = 5/2 pro
kazdé k = 0. Proto

5
S30§SO+30-§=442+75:2011.

2. Ukézeme, ze S = 1(n® + 3n — 6) pro vSechna n = 3. Pron = 3 je to
zjevné pravda, dale budeme uvazovat n > 3.

Podivejme se na situaci nejprve z pohledu Marenky. V kazdé prove-
dené triangluaci bude presné n — 2 trojuhelniki. Kazdy z nich bude mit
nejvyse dveé strany na obvodu ptivodniho mnohotihelniku a trojihelniky
obsahujici dvé strany ptivodnitho mnohotihelniku museji byt alespon dva.
Ukazeme, ze pro Marenku je nejlepsi zvolit triangulaci, ve které jsou
zminované trojuhelniky pravé dva.

Nazvéme trojuhelnik spatng, jestlize vsechny jeho strany jsou diago-
nalami ptuvodniho trojihelniku. Ukédzeme, ze Matenka musi zvolit tri-
angulaci bez $patnych trojihelnikti. Predpokladejme, ze tomu tak neni,
tj. ze pro Marenku existuje optimélni triangulace, kterda obsahuje Spatny
trojihelnik (takové triangulace budeme nazyvat spatné). Pro kazdou $pat-
nou triangulaci T ozna¢me d(7T") délku nejkratsi mozné strany Spatného
trojuhelniku v 7T'. Ze vSech Spatnych vicestrannych operaci s nejmensim
moznym poctem Spatnych trojuhelniki vezméme triangulaci Tp, pro kte-
rou je hodnota d(7") minimalni.
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Necht ABC' je Spatny trojihelnik v Ty takovy, ze |AB| = d(Tp).
V Ty mame také trojuhelnik ABD pro D # C. Strana AB je v troj-
thelniku ABC' nejkratsi, tj. ithel ACB je jeho nejmensi, a tedy ostry.
Body A, C, B, D lezi na kruznici v tomto poradi, proto tthel ADB je
tupy, a tedy AD i BD jsou kratsi nez AB. Zménme triangulaci Ty na T3
tak, ze trojuhelniky ABC a ABD nahradime trojtihelniky ACD a BCD
(obr.44). Ohodnoceni usecek AD a BD necht jsou a a b. Zménu hod-
noty S umime vyjadrit jako

S(Ty)—S(Ty) =a+b—ab—1=—(a—1)(b—1) £ 0.

Triangulace Ty vSak byla optimalni, proto i 77 musi byt optimalni. Pritom
pocet Spatnych trojuhelnikii v T byl nejmensi mozny, a tedy alespon
jedna z usecek AD a BD je diagonalou. Jelikoz jsou obé tyto usecky
kratsi nez AB, dostavame spor s volbou Tj.

Obr. 44

V triangulaci bez Spatnych trojihelniki jsou pravé dva trojihel-
niky obsahujici dvé sousedni strany ptivodniho mnohothelniku; vSechny
ostatni trojuhelniky obsahuji presné jednu stranu puvodniho mnohothel-
niku. Vzhledem k nerovnosti ab > a + b, platnou pro kazdou dvojici pri-
rozenych cisel a, b vétsich nez 1, se Marenka uz snadno rozhodne, které
dva trojihelniky budou obsahovat dvé strany ptivodniho mnohotihelni-
ku: jeden z nich bude obsahovat stranu ohodnocenou 1 a sousedni stranu
ruznou od 2, druhy zase naopak stranu ohodnocenou 2 a sousedni stranu
raznou od 1. Timto zptisobem Marenka dovede zarucit, ze hodnota S ni-
kdy nebude vétsinez 3+4+...+(n—2)+1-(n—1)+2n = 1(n®+3n—6).

Na druhé strané miuze Jenicek donutit Marenku k volbé alespon ta-
kové hodnoty S tim, ze ve svém tahu oznaci strany mnohouhelniku po-
stupné ¢isly

I,n—-1,4,n-3,5,n—4, ..., n—2, 3, n, 2.
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3. Piimka AD je tecnou kruznice ko, proto usekovy tthel DAB ma stej-
nou velikost jako thel BC'A. Podobné |<CAB| = |<BDA]|. Proto

|«xDBC| = 360° — |[xDBA| — |<xCBA| = 1)
=2|xDAB| +2|xCAB| = 2|xDAC|.

Body D, L, E, B, C, K lezi na kruznici k3. Abychom se vyhnuli diskusi
vice pripadiu mozného poradi [ téchto bodu na kruznici, budeme pouzivat
orientované thly. Symbolem XY oznacime velikost thlu X ZY takového,
ze bod Z lezi na kruznici k3 a body X, Z, Y jsou podél kruznice k3
usporadany proti sméru otaceni hodinovych rucicek. Jelikoz bod E je
stredem oblouku C'D, plati

— 1= 1 — 1
|*AKE|=EC = §DC = 5(180O —CD) = 5(180O — |«DBC)) =
=90° — |[xDAC|.
Proto primka KFE je kolmd na AD (obr.45). Podobné piimka LE je

kolma na AC, bod E je tudiz prusecikem vysSek trojuhelniku K LA,
a primka AFE je tedy kolma na primku KL, coz bylo tfeba dokazat.

Obr. 45

174



Jiné FeSeni. Uhel BC A je shodny nejen s tihlem BAD, ale také s tihlem
KDB (diky tétivovému ¢étyfiahelniku DKCB). Z rovnosti |XKDB| =
= |xBAD]| ovsem plyne, ze KD je tecnou kruznice k; stejné jako KA.
Trojtihelnik ADK je tedy rovnoramenny, pricemz K F je jeho osou, nebof
puli jeho vnitini ihel AK D, kdyz bod F piili oblouk C'D, coz dohromady
znamend, ze bod E lezi na osich obou tsecek AD a CD. Jinymi slovy
bod E je stfedem kruznice opsané trojihelniku ADC, takze bod E lezi
i na ose strany AC'. Podobné zjistime, ze primka LC' je tecnou kruznice ko
neboli ze bod L lezi na ose strany AC. To dohromady znamen4, ze ptimky
LE a KF jsou vyskami v trojihelniku ALK, a tudiz jei AE L KL, coz
jsme chtéli dokazat.

4. Oznacme d nejvétsiho spolecného délitele ¢isel k a m. Pro vhodna cela
¢isla a a b plati k£ = da, m = db, pricemz a a b jsou nesoudélnd a a > b.
Cislo
km(k* —m?)  d'ab(a® —b*)  dab(a+b)
k3—m3  d3ad—b3)  a2+ab+b?

je podle piedpokladu ze zadani celé, proto a? + ab + b? | dab(a + b).
Z nesoudélnosti éisel a, b vyplyva, ze a? + ab + b? je nesoudélné s a, b
i a + b; prvni dvé nesoudélnosti jsou evidentni, tfeti dostaneme pomoci
Eukleidova algoritmu:

(a+b,a%+ab+b%) = (a+ b,ala+b) + b?) = (a + b,b?) = 1.

Plat{ tedy a® + ab+b? | d, tudiz d = a® + ab+ b*> = (a — b)? + 3ab > 3ab.
Odtud
(k—m)3 =d*(a—b)>2>d® > d?- 3ab = 3km.
5. Po dosazeni y = 0 dostaneme z2f(0) = 22 pro kazdé realné ¢islo z,
proto f(0) = 1.
Zavedme novou funkci g: R — R takovou, ze g(x) = f(x) — 1, a pre-
piSme danou rovnici s g namisto f:

y2g(z) + 2°gly) = zy g(z +v), (1)

pfi¢emz uz vime, ze g(0) = 0.

Kazdé funkce tvaru g(z) = czx je pro libovolnou redlnou konstantu c
feSenim rovnice (1). Ozna¢me h(z) = g(z) — g(1)x. Ukédzeme, ze h(z) = 0
pro kazdé realné cislo x.

Funkce h splnuje pro kazdou dvojici realnych cisel x, y rovnost

y*h(z) + 2*h(y) = sy h(z + y); (2)
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navic vime, ze h(0) = h(1) = 0. Po dosazeni z = y = 1 do (2) dostaneme
h(2) =0, po dosazeni x = —1, y = 1 vyjde h(—1) = 0.

Pripustme, ze existuje realné ¢islo a takové, ze h(a) # 0 (zjevné a # 0).
Dosazenim x = 1, y = a+1 do (2) dostaneme h(a+1) = (a + 1)h(a + 2)
a dosazenim x = 2, y = a do (2) dostaneme 2h(a) = ah(a + 2). Z téchto
dvou riznych vyjadieni hodnoty h(a + 2) vychazi

h(a+1)  2h(a)

a+1 a (3)

Pritom z dosazeni z = 1, y = a do (2) vyplyva, ze h(a) = ah(a + 1), coz
spolu se vztahem (3) dévé a = —3. Dosazeni = y = —3 do (2) ndm
viak diky h(—1) = 0 prozradi, Zze h(—3) = 0, a to odporuje volbé ¢&isla a.

Jedinymi feSenimi jsou tedy funkce f(z) = cx+1 pro libovolné realné
¢islo ¢, coz snadno ovérime zkouskou.

Jiné FeSeni. Stejné jako v prvnim feseni zavedeme funkci g a do-

kézeme, ze g(0) = 0. Navic dosazenim y = —z do (1) zjistime, Ze
g(—z) = —g(x). Po dosazeni y =1 a y = —1 do rovnice (1) dostaneme

g(x) + 2%g(1) = 2z g(x + 1), (4)

g(a) +a’g(~1) = ~zg(z - 1). (5)

PrepiSeme-li vztah (5) s £+ 1 namisto x, dostaneme spolu se vztahem (4)
soustavu dvou rovnic s nezndmymi g(z + 1), g(z). Ze soustavy vyjad-
fime g(x):

g@) (@ +x+1)=g(Dz(2®>+z+1).

Protoze ¢islo 22 +x + 1 je vzdy kladné, jedinou moznosti je g(z) = g(1)x,
a tedy f(x) = cx+ 1. Zkouskou ovéfime, ze takova funkce f dané rovnici
vyhovuje pro kazdé redlné ¢islo c.

6. Zavedme substituci a = 2z, b = 2y, ¢ = 2z. Chceme dokazat nerovnost

1 1 1
G o &~ = o ey

pricemz plati rovnost

. 1 N 1
1422 142 1422

L, (1)
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ktera vyplyva z dané podminky po trojnasobném vyuziti rovnosti

2t 1

1+2t 142t
Dokazovand nerovnost je symetrickd, proto muzeme predpokladat, ze
x 2y 2 z. Snadno nahlédneme, ze pak

z—1 > y—1 > z—1

2 2 2
2041~ 2y+1 7~ 22+1 2)

a také
2+ 1 2y—|—1>22+1

VIOV T VR
Nerovnosti (2) jsou ekvivalentni nerovnostem = = y 2 z, prvni z nerov-

nosti (3) pak snadno pfevedeme na nerovnost (/z —/y)(2\/zy —1) 2 0.
A kdyby bylo 2,/zy < 1 neboli 4xy < 1, dostali bychom

\Y

(3)

1, 1 242+
1+2r 142 1+4zy+2z+2y

coz odporuje predpokladu (1). Stejné dokdzeme i druhou nerovnost z (3).
Diky vztahiim (2) a (3) mzeme pouzit CebySevovu nerovnost:*

1 2x+1 2r+1
Z \F szﬂ N3 —322 +1Z N

cykl.
2$ +’1 1 ZE: 2$ +‘1 —'3
S
3 cykl. cykl. 2z +1
Jiné FeSeni (trigonometrické). Po substituci ¢ = 1/(a + 1), y =

=1/(b+1),z2=1/(c+1) je

a b c
1+a A Y 1xe B

takze plati ¢ +y + 2 = 1 a puvodni proménné mizeme vyjadrit jako
a=(y+z2)/z,b=(x+2)/y, c=(x+y)/z. Chceme dokdzat nerovnost

\/:c—i—y \/y+z \/ \/ 2y +\/ 2z

22 V y+z 2+ y+a

1 Zkracenym zapisem Y, V(z) rozumime ,cyklicky“ soucet V(z) + V(y) + V().
cykl.
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Tato nerovnost plati pro vSechny trojice kladnych redlnych ¢isel z, y, 2
Dokazeme to tak, ze nejprve obé strany nerovnosti vynasobime soucinem
tii (kladnych) séitanci z jeji levé strany; dostaneme tak ekvivalentni
cyklickou nerovnost

Zw+y /y+z z+x Z +z z+a: (1)

cykl. cykl.

Provedme substituci p = x +y, ¢ = y+ 2,7 = 2+ z. Cisla p, q, 7
jsou pak délkami stran trojihelniku a muzeme psat p = 2Rsina, ¢ =
= 2Rsin 5,7 = 2Rsin~y, kde R je polomér opsané kruznice a a+ 3+~ = n.
Tti analogické zlomky z posledni nerovnosti pak maji vyjadreni, ktera
odvodime pouze pro prvni z nich:

T4y D sin o
2z qg+r—p sinf+siny—sina
s 1 1
2sm2acosza B
QCosQacos (B—7)—2sin 5 acoséa
1
sin 5 sm§a

~ cosi(B—7) —cosi (ﬁ+’y):2sin%6sin%fy’

kde jsme prfi posledni upravé vyuzili vzorec pro rozdil dvou kosinti. Diky
témto tfem vyjadirenim plati pro odmocniny ze soucinu vzdy dvou z dané
trojice zlomku vzorce, které odvodime pouze pro jednu z nich:

/y+z z—{-x \/ sin%ﬂ sin%’y 1
1 1. 1 N 1"
2sinzasingy 2sinjasingf  2sinza

Po dosazeni do (1) vidime, Ze je nasim tkolem dokézat nerovnost

am, 4singfsingy = £ 2sin o

2

kterd po vynasobeni vyrazem 4sin Lo sin  3sin 1~ ziskdva tvar
2 2 2

31n%+31n§+sm% >2(Sin%sin§+sin§sing+sin%sin%)

neboli
sin & -+ sing +sin% >

2 2
2
> (sin% +sin§ +sing> — (sm2 5 + sin? g + sin? g)
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Jelikoz diky Cauchyové nerovnosti plati

o
2

1 2
sin? +sin2§+sin2% > §<sing—+—siné +sin1> ,

2 2 2

sta¢i misto nerovnosti, kterou mame dokazat, ovérit silnéjsi nerovnost
Lo By 2 oa B 7\
sin — +sin — +sin = = = - (Sln— + sin — —l—sm—) .
2 2 2~ 3 2 2 2

Tu po vydéleni levou stranou jesté zjednodusime na

| W

sin%+sin§+sin%§

Posledni uz plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci sinus, jez je na in-
tervalu (0, ) konkdvni:

6%
sin—+sin—5—+sinzé3sin =3sin- =

a+ B+ n_3
2 2 2 = 6 6 2

7. Mnozina

S=({1}x{2,....n ) U({2,...,n} x {1})

ma 2n — 2 prvki a zadné tii jeji body netvori vrcholy pravouhlého troj-
uhelniku. Ukézeme, ze kazdd vyhovujici mnozina S mé nejvyse 2n — 2
prvki.

Vezméme vyhovujici mnozinu S. Oznac¢me S; mnozinu téch bodt
(z,y) z S, které maji unikatni prvni soutadnici, tj. v S neni zddny bod
(z,y) pro ¥’ # y. Podobné ozna¢me S; mnozinu bodl z S s unikétni
druhou soutradnici.

Nejprve sporem dokazeme, ze S = S; USy. Kdyby totiz néjaky bod P
patril do S, ale nepatfil by ani do jedné z mnozin S; nebo Sy, nasli bychom
k nému bod P, se stejnou prvni souradnici i bod P, se stejnou druhou
souradnici. Takové tii body P, P, P, vSak tvoii pravouihly trojahelnik
s pravym uhlem pfi vrcholu P.

Pokud |S;] = n, je S = Sy, potom vSak mnozina S mé n prvku, a to je
pro kazdé n = 3 méné nez 2n—2. Podobné se vyporadame s mnozinami S,
pro néz |Sq| = n. V kazdém jiném piipadé vsak |S1| S n—1a|Ss| S n—1,
mnozina S m4 tedy nejvyse 2n — 2 prvki.
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8. Jazyky budeme volit nahodné a ukdzeme, ze pravdépodobnost priznivé
volby je kladna. Z toho ovsem plyne, Ze existuje pozadovana volba jazykd.

Necht p € [0, 1]. Kazdy jazyk bude zvolen s pravdépodobnosti p; volby
pro jednotlivé jazyky jsou nezéavislé. (Formélné: elementérni udalosti je
n-tice w = (a1, as,...,a,), kde a; = 1, pokud i-ty jazyk byl zvolen,
jinak a; = 0; je-li k£ pocet jednotek v elementarni udalosti w, je jeji
pravdépodobnost rovna p*(1 — p)"~F.)

Budeme zkoumat dvé ndhodné veliciny A a B, kde A oznacuje pocet
zvolenych jazykl a B pocet ucastniku, jejichz vSechny tti jazyky byly
zvoleny. Vypocitame stfedni hodnoty téchto dvou veli¢in:

E(A)= Y 1-P(zvolili jsme jazyk {) = np,
jazyk 1
E(B) = Z P(vSechny jazyky studenta s jsou zvoleny) = 3n - p3.

student s

Dale vyuzijeme nerovnost
P(X 2 E(X)) >0,

kterd evidentné plati pro kazdou ndhodnou veli¢inu X. V nasem pripadé
pro X = A — B dostavame, ze

P(A — B = np—3np®) > 0.

Odtud plyne, ze existuje volba jazykt (tj. elementdarni udalost w) takova,
7e A(w) — B(w) = np—3np®. Pro tuto volbu miizeme ze zvolenych jazyki
odstranit jeden jazyk za kazdého z ucastniki, pro kterého byly zvoleny
vsechny t¥i jazyky, jimiz hovofi, a stédle zustane alespon A — B jazyku.
Prop= % jevsak A— B = %n. Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

9. OznaCme « velikost Ghlu EAD. Stejnou velikost ma i thel EDA,
a z dané velikosti | < ASE| = 60° snadno dopocitame |<AEC| = 120° —a
a |[XDEC| = 60° — a. Ozna¢me F obraz bodu A v osové soumérnosti
podle piimky CE. Uhel FED mé velikost (120° — a) — (60° — o) = 60°,
a protoze |EF| = |EA| = |ED|, je trojuhelnik DEF rovnostranny. Rov-
noramenné trojuhelniky ABC a FDC jsou tedy shodné podle véty sss.

Pokud se bod D nachézi mimo trojihelnik ACF' (obr. 46), jsou body
B a D soumérné sdruzeny podle pfimky CE, a proto |EB| = |ED|, takze
¢tyfihelnik BCDE je kosoctverec a BC || DE.
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A <_4
v D

C
Obr. 46 Obr. 47

Pokud bod D lezi v trojihelniku ACF (obr.47), jsou body C a F
soumeérné sdruzeny podle osy AD, protoze uhly ADC i ADF maji veli-
kost 60° + « (vyuzili jsme, ze [« ECD| = |[xCED| = 60° — «). Potom
vSak |AF| = |AC|, takze trojuhelniky ABC a AEF jsou shodné. Bod E
musi lezet mimo trojuhelnik AC'F', jinak by pétithelnik ABC DE nebyl
konvexni. Ze shodnosti trojihelniki ABC' a AEF pak plyne, ze body
B a FE jsou soumérné sdruzeny podle piimky AD. Proto |DB| = |DE|,
tudiz ¢tyituhelnik ABDE je kosoctverec a plati AB || DE.

10. Dotyk primky s kruznici mizeme popsat pomoci mocnosti bodu ke
kruznici. V nasem pripadé z mocnosti bodu B ke kruznici opsané trojihel-
niku AXCy plyne |BX|? = |BA|-|BCy|. Podobné |CX|? = |[CA|-|CBy|.
Oznaéme Ay patu vysky z vrcholu A (obr.48). Ctyithelnik ACA,Cy je
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tétivovy, proto pro mocnost bodu B k opsané mu kruznici plati |[BA| -
-|BCy| = |BAy| - |BC|; podobné dostaneme |CA| - |CBy| = |C' Aol - |CB].
Dohromady tak mame

|IBX|?> 4+ |CX|?> = |BA| - |BCy| + |CA| - |CBy| =
= |BAy| - |BC| + |CAy| - |BC| = |BC|?,

tj. thel BXC je pravy (obr.48). Navic z rovnosti |BX|?> = |BAg| - |BC|
podle Eukleidovy véty o odvésné v pravothlém trojihelniku BXC' vy-
plyva, ze bod Ag je patou vysky z vrcholu X na preponu BC. Jinak
receno, primky AAg a X Ag jsou totozné, proto je piimka AX kolma na
primku BC.

Jiné feSeni. Z mocnosti bodu B a C' k uvazovanym kruznicim dosta-
vame
IBX[? = |BA|- |BGy|, |CX|? = |CA|- |CBl.

V daném trojuhelniku ABC' tyto rovnosti jednoznacné urcuji vzdalenosti
bodu X od vrcholi B a C, a protoze o bodu X predpoklddame, zZe je
vnitinim bodem ostrothlého trojihelniku, je tim takovy bod X jedno-
znacné urcen. Ukazeme, ze pozadované vlastnosti ma prisecik Y vysky
trojihelniku ABC z vrcholu A s Thaletovou kruznici nad primérem BC
(obr.49). Tim bude tvrzeni tlohy dokdzano.

C

Obr. 49

Ctytihelnik BCByY je tétivovy, proto |£CBBy| = |¥CY By|. Potom
|xCAY| = 90° — [xACB| = |xCBBy| = |xCY By|, a podle véty o tse-
kovém thlu se pfimka C'Y dotyka kruznice opsané trojihelniku AY By.
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Analogicky muzeme ukdazat, ze se primka BY dotykd kruznice opsané
trojiuhelniku AY Cy, takze bod Y ma obé vlastnosti urcujici bod X.

11. Staci ukdzat, ze existuji a € A a b € B, pro néz a = 2b (mod 11),
protoze pro takova a, b plati

a® 4 ab® + b* = 8b® + 26 + b* = 0 (mod 11).

Podle zadani je mnozina AUB tvotfena pravé vSemi nenulovymi zbytky
modulo 11. Zvolme néjaké ¢ € B. Cisla c, 2¢, 2%¢c, ..., 2°¢ davaji vesmés
rizné nenulové zbytky modulo 11, z nichz aspon jeden musi patrit do
mnoziny A (ta je neprazdnd). Je-li k nejmensi takové, 7e zbytek ¢isla 2% c je
v B a zbytek 2¥*1c je v A, bude pro b = 2¥¢ ziejmé platit a = 2F1c = 2b.

12. Zvolme nejprve Cisla z1, x2, ..., Tao11 tak, aby cisla
y1 =73 (71 +2), y2=a35(z2+2), ..., Y2011 = T3011(T2011 + 2)
byla navzajem nesoudélna. Muzeme napriklad vzit z; = 1 a pak po-

stupné volit z; = y1y2...v;—1 — 1 pro kazdé i € {2,3,...,2011}. Takto
zvolené c¢islo x; zabezpedi, ze y; bude nesoudélné se vsemi predchozimi
cisly y1, 2, .-, ¥i-1.

Diivod volby cisel z; spociva v tom, ze kazdé ¢islo délitelné cislem
tvaru 2%(z + 2) je tzasné. Opravdu, pokud n = z%(z + 2)m, pak pro
a =mz?, b=mz a c = z plati pozadovana rovnost.

Jelikoz ¢isla y1,y2, ..., Y2011 jsou navzajem nesoudélnd, podle ¢inské
zbytkové véty existuje prirozené Cislo k takové, ze

= —i (mod y;) pro kazdéi e {1,2,...,2011}.
Cislo k +1 je pak délitelné éislem y; pro kazdé i € {1,2,...,2011}. Cisla

k+1,k+2,...,k+2011 jsou podle predchoziho odstavce vSechna tizasna,
a tvori tak hledanych 2011 po sobé jdoucich tizasnych cisel.
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