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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1
Prirozené c¢islo m > 1 nazveme k-nasobnym délitelem prirozeného ¢is-
la n, pokud plati rovnost n = mFq, kde ¢ je celé ¢islo, které neni
nasobkem ¢isla m. Urcete, kolik sedmindsobnych déliteli ma ¢islo 100! =
=1-2-3-...-100. (J. Simsa)

A-1-2

Zékladnou trojbokého hranolu ABCA’B’C" je pravouhly rovnoramenny
trojuhelnik ABC' s odvésnami AB, AC dané délky a. Bo¢ni hrany AA’,
BB’, CC' sviraji s rovinami zékladen thel 60°. Uhlopficka BC’ boéni
stény BCC'B’ mé délku av/6 a je kolméa na hranu AC. Uréete objem
hranolu. (P. Leischner)

A-1-3

Je dan trojuhelnik ABC, jehoz ihel AC'B ma velikost 140°. Oznac¢me X
prusecik osy thlu ABC se stranou AC a Y bod strany AB, pro ktery
m4 thel YCB velikost 100°. Uréete velikost tthlu YXB.  (P. Cernek)

A-1-4
Pro kterd celd n > 2 existuji raciondlni ¢isla p a ¢ takovd, ze ¢/n =
=p+qV2? (J. Simsa)
A-1-5

Najdéte nejmensi realné cislo p, pri kterém nerovnost
a+b—p-Vab < Va?+ b2
plati pro libovolnou dvojici kladnych ¢isel a, b. (J. Simsa)
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A-1-6

Zjistéte vsechna ¢isla, kterd jsou cifernymi soucty druhych mocnin pfiro-
zenych Cisel (zapsanych v desitkové soustave). (P. Cernek)

A-S-1

Udejte priklad prirozeného ¢isla n, pro které mé ¢islo 2™ prave 1993 riz-
nych 1994-nasobnych déliteli. (Prirozené ¢islo m > 1 nazyvame k-nasob-
nym délitelem piirozeného ¢isla n, pokud plati rovnost n = m¥*q, kde q je
prirozené ¢islo, které neni nasobkem ¢isla m.) (J. Simsa)

A-S~-2

Je dan trojihelnik ABC a bod M na polopfimce opacné k polopiim-
ce AB. Bodem M vedte pfimku p # AB tak, aby jeji pruseciky P, Q
s pfimkami AC, BC ur¢ily trojihelnik PQC, ktery ma stejny obsah jako
trojuhelnik ABC. (J. Vinarek)

A-S-3

V roviné je nakreslen konvexni n-thelnik (n 2 3) a nékteré jeho thlo-
pricky tak, ze zadné dvé vyznacené uhlopricky se neprotinaji. DokazZte,
ze jeho vrcholy je mozno obarvit pomoci tii barev tak, ze zadné dva
vrcholy spojené stranou nebo nakreslenou thloprickou nemaji stejnou
barvu. (P. Hlinény)

A-1l-1

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo, které ma pravé pét dvojnasobnych déli-
teli. (Pirozené ¢islo m > 1 nazyvdme k-nasobnym délitelem prirozeného
¢isla n, pokud plati rovnost n = m¥*q, kde ¢ je pfirozené &islo, které neni
nésobkem ¢isla m.) (J. Simsa)

A-I11-2

Uvazujme trojuhelnik ABC s thlem 100° pri vrcholu A a ozna¢me po
radé D, E pruseciky os uhlid pfi vrcholech B, C' s protéjsimi stranami.
Urcete vSechny mozné velikosti ithlu ABC, vite-li, ze |BE| = |CD|.
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A-11-3

V roviné uvazujme systém n navzdjem ruznych primek pi, pa, ..., Pn.
Kazdy bod, kterym prochézeji pravé tii z téchto primek, obarvime Cer-
vené a oznacime a; pocet Cervenych bodi na ptimce p;, i = 1,2,...,n.

Rozhodnéte, zda existuje systém
a) 4 pfimek, pro néjz (a1, a2, as3,a4) = (1,1,2,2).
b) 6 pfimek, pro néjz (a1, ag, as, as, as, ag) = (2,2,2,2,2,2),
c) 9 piimek, pro néjz (a1, as,...,a9) = (2,2,2,2,2,2,3,3,3),
d) 9 primek, pro néjz (a1, az,...,a9) = (2,2,2,2,2,2,2,3,3).
(J. Kratochvil)
A-I1l1-4

Rozhodnéte, zda existuje kubickd rovnice
B 4+p22+qr+r=0

s celociselnymi koeficienty p, ¢ a r, kterd ma v oboru realnych c¢isel jediny
kofen zg = 1+ v/2 + V4. (J. Simsa)

A-1l1-1

Nechf f: N — N je libovolna funkce na mnoziné ptirozenych ¢isel, kterd
spliiuje nerovnost

f@)+flz+2)=2f(z+1)

pro kazdé prirozené c¢islo z. Dokazte, ze potom v roviné existuje primka,
na které lezi nekonecné mnoho bodt s kartézskymi souradnicemi [n, f(n)].
(P. Hlinény)

A-1lI1-2

V kvadru o objemu V je umistén konvexni mnohostén M. Kolmy priameét
mnohosténu M do kazdé stény kvadru je totozny s touto sténou. Jaky
nejmensi objem mize mit M? (P. Leischner)

A-1l1-3

V roviné je nakreslen konvexni 1 994-ihelnik M a nékteré jeho ihlopricky
tak, ze z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna nakreslenda uhlopricka.
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Délkou tihlopricky rozumime pocet stran mnohothelniku M, které tato
uhlopficka od M odfezévd (minimum dvou moznych éisel). Oznaéme
(d1,da, . .., dgg7) délky nakreslenych tihlopficek, usporddané sestupné po-
dle velikosti. Rozhodnéte, zda je mozno thlopricky nakreslit tak, aby
a) (dy,da,...,dog7) = (3,...,3,2,2,2,2,2,2),
e N ——

991 6
b) (dy,ds,...,dee7) = (8,8,8,8,6,...,6,3,3,3,3,3,3,3,3).
—— —— ———
4 985 8
(J. Kratochvil)
A-1l1-4

Necht (a,)52; je libovolna posloupnost pfirozenych éisel takova, ze pro

kazdé n je &islo (an—1)(an—2) ... (an—n?) celym kladnym nasobkem &fsla
2

n™ ~1. Potom pro kazdou kone¢nou mnozinu prvoéisel P plati nerovnost

1
] 1
pep O p
Dokazte. (J. Kratochvil)
A-1l-5

Oznacme Ay, By, Cy paty vysek ostrouihlého trojuhelniku ABC a V jejich

prusecik. Jestlize trojuhelniky AC1V, BA1V, CB;V maji stejny obsah,

plyne odtud, ze trojihelnik ABC' je rovnostranny? (J. Simsa)
A-1l1-6

Dokazte, Ze z kazdé Ctvefice riznych ¢isel lezicich v intervalu (0,1) lze
vybrat dvé ¢isla a # b tak, aby platila nerovnost

—n . 201
(=) - 0) > -+ - —ab— .

(J. Vindrek)
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Reseni tloh
A-1-1

Odvodime nejprve obecny vzorec pro pocet Pj(n) vSech k-ndsobnych
délitela ¢isla n s rozkladem n = pi'p3?...pY", kde p; jsou navzijem
rizna prvocisla a exponenty al jsou prirozena cisla. Plati mk | n, pravé
kdyz m je tvaru p’{ pb . pN , kde celd b splnuji 0 < b; < a;/k pro

kazdé i. Proto je takovych ¢isel m pravé H < [ . D Hodnotu Py (n)
i=1

uréime, kdyz od poctu ¢isel m s vlastnosti m* | n odeéteme pocet téch
z nich, pro které dokonce plati m*+1 | n, takie

N

P =TI+ %) -TI(+[f2]) o

i=1 i=1

Nyni uréime rozklad ¢isla 100! = 221 392 543 | . Snadno uvazime, ze prvo-
¢islo p ma v rozkladu ¢isla n! exponent rovny

[g] + [iﬂ I L%} + [z%] +.. 2)

(pouze koneény pocet séitanct je nenulovych). Takto mizeme stanovit
prvoéiselny rozklad 100! = 297 348 524 716 119 137 175 . . ., kde tecky vyzna-
¢uji dalsi prvocisla, jejichz exponenty jsou mensi nez 7, a tedy neovlivni
hodnotu

P;(100!) =
) FD O ED 0 FD O+ ED ) -
-+ [0+ [])4(1+[§D( )0+ [5])=

=14-7-4-3-2-2-13 -3 4704 — 2184 = 2520.
A-1-2
Objem naseho hranolu je V = —a v, kde v je neznama vzdalenost jeho

podstav. Obé primky BC’ a AB a tedy i rovina ABC’ jsou kolmé na
piimku AC. Je-li P kolmy prumét bodu C’ na priimku AB, pak obé
piimky AB a AC, a tedy i rovina ABC, jsou kolmé na ptimku C’'P



Hledana vzdélenost v je proto rovna |C’P| a oba tthly CPC’, APC’ jsou
pravé. Navic |x PCC’| = 60°, takze v = |CP|/3. Oznaéme z soufadnici
bodu P na pfimce AB v soustavé, ve které A = [0] a B = [—a] (tedy
x = £|AP|, kde znaménko —, resp. + vezmeme podle toho, zda P padne
na polopiimku AB ¢i na polopiimku opac¢nou.) Pak z trojihelniku AC'P
plyne |CP|? = a? + 22, takze v? = 3(a? + 22). Protoze |BC'| = av/6, ma
Pythagorova véta pro trojihelntk BPC’ tvar 6a? = (a+z)? + 3(a® + 22).
Tato rovnice ma dva koreny z; = %a, 9 = —a. Podminky tlohy proto
spliiuji dva hranoly (obr. 21 a obr. 22) o vyskach

a? av'15
= 3 2 — = s
U1 (a + 4) 2

respektive
vy = 1/3(a2 + a2) = V6.

Jejich objemy jsou Vi = 1a®V/15, respektive Vo = £a3V/6.

A-1-3

Necht P znaci kolmy prumét bodu X na pfimku BC (obr. 23). Protoze
plati [<xXCY| = 40° = |« X CP)|, lezi bod X nejen na ose thlu ABC, ale
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také na ose ihlu YC'P. Proto ma bod X stejnou vzdalenost od tii primek
AB, BC a CY, takZe lezi i na ose ihlu AYC, tj. |[xAY X| = §|xAYC)|.
Oznacime-li § = |<xABC|, pak |[«xCY B| =80° — 8, |<xAY C| =100° +
a|xAY X| =50°+ %5, tedy |« XY B| = 130° — %B. 7 trojuhelniku XY B
koneéné plyne, ze |XY X B| = 180° — (130° — 18) — 13 = 50°.

2
P C
\g 407 100° B
x|
Y
A Obr. 23

A-1-4

Umocnénim na treti dostaneme ekvivalentni rovnost
n = (p® +2¢%) + 3p%qV2 + 3pg*V/4. (1)

Zabyvejme se nejdiive piipadem n = 4. Je-li ¥4 = p + ¢V/2, pak z (1)
plyne
4= (p°+20°) + 3p°qV2 + 3pa*(p + ¢ V/2) (2)

neboli 4 — p* — 2¢°® — 3p?¢% = V/2(3p?q + 3pq®). Protoze V/2 je iracionélni
&islo, je posledni rovnost mozna, jen kdyz 4 — p3 — 2¢* — 3p%¢* = 0
a 3pq(p + ¢*) = 0. Z druhé rovnice plyne p = 0, ¢ = 0 nebo p = —¢?,
dosazenim do prvni pak po fadé ¢3 = 2, p® =4, resp. ¢® +¢> -2 = 0.
Protoze ¢isla p a ¢ jsou raciondlni, je z posledni trojice splnitelnd jen
tfeti podminka, kterd znamend, Ze ¢ = —2, nebo ¢ = 1. Dostdviame
tak jedinou dvojici (p,q) = (—1,1), pro kterou sice plati (2), ne vSak
V4 = p + ¢q¥/2. Proto posledni rovnost nesplituji Zadné racionalni p a q.

V obecném piipadé ukazeme, ze plati-li (1) pro nékterd raciondlni n,
p a ¢, pak koeficient 3pg? u ¢lenu /4 musi byt roven nule. Jinak by totiz
slo z (1) vyjadrit

va_n=P =2 P o5
3pg? a

coz by byl spor s tim, ze &islo 4 neni Fesenim. Proto plati 3pg? = 0,
tj. p = 0 nebo ¢ = 0. Pak ovSem n = p3 nebo n = 2¢3. Je-li navic ¢islo n
celé, musi byt v poslednich dvou rovnostech i ¢isla p, ¢ celd.

Odpovéd: n = k2 nebo n = 2k3, kde k > 1 je celé &islo.
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A-1-5

Dosadime-li do (1) @ = b = 1, dostaneme nutnou podminku na éislo p:
p = 2—+/2 (> 0). Ukazme, %e pro p = 2 — v/2 nerovnost (1) pla-
ti. Pro p > 0 lze nerovnost a +b < p - Vab + Va2 + b2 ekvivalentnd
umocnit na druhou, po tpravé dostaneme (2 — p?)ab < 2py/ab(a? + b2).
Dosadime-li sem p = 2 — /2, dostaneme (po déleni dvéma) nerovnost
2(v2 — 1)ab £ (2 — v2)y/ab(a? + b2). Protoze 2 — V2 = V2(V2 - 1),
je mozné posledni nerovnost po déleni kladnym vyrazem (\/2— — l)m
zjednodusit na v2ab < Va2 + b2. Tato nerovnost plati pro libovoln4
kladn4 a, b, nebot je ekvivalentn{ s 2ab < a® + b? neboli 0 < (a — b)2.
Hledané nejmensi p je tedy rovno 2 — v/2.

A-1-6

Ciferny soucet S(n) kazdého ¢isla n dava pii déleni deviti tyz zbytek
jako samo &islo n. Protoze ¢islo n? je tvaru 9k nebo 3k + 1 (podle toho,
zda 3 | n, & nikoliv), lez{ kazdé &islo S(n?) v mnoZiné {9,18,27,...} U
U{1,4,7,10,...}. Nyni je tfeba zjistit, pro kterd k majf rovnice S(n?) =
= 9k, resp. S(n?) = 3k + 1 aspon jedno feSeni n. UkaZeme, Ze je tomu
tak pro kazdé k. Pfedné S(12) = 1. Déle pozorujme piiklady

32 =9, 332 =1089, 3332 = 110889, 33332 = 11108889, ...
22 =4, 322 =1024, 3322 = 110224, 33322 =11102224, ...
Ozna¢me ey, ¢islo zapsané k jednic¢kami a vyslovme hypotézu, Ze S(n?) =

= 9k pro n = 3e; a S(n?) = 3k + 1 pro n = 3e;x — 1. K jejimu diikazu
staci overit rovnosti

(3ex)? =11...1088...89 = 10" 1e,_; + 80ex_1 + 9,
k—1 k—1

1
(Bex —1)2=11...1022...24 = 10" ¢e;_; + 20e,_; + 4. )
k—1 k—1

I kdyZ rovnosti (1) je moZné ovéfit dosazenim formulf e,, = $(10™ — 1)
prom =k am =k — 1, je mozny i jiny postup: Protoze 9ej = 10* — 1,
platf 9¢2 = (10* — 1)ey, a tedy

(3€k)2 = 10kek — €k,

2
(3er, — 1)2 = 92 — 6ey, + 1 = 10%e;, — Tep, + 1. @)
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Dekadicky zdpis pravych stran (2) uz lze snadno zjistit uzitim pravidel
pro pisemné s¢itani a od¢itani — provedte sami.

A-S-1

Kazdy délitel ¢isla 2™ je zase mocnina 2% a ta je k-nasobnym délitelem,

n
we kdyz kx <n < (E+1 boli
pravé kdyz kz < n < (k + 1)z ne Olk+1

k-nésobnych délitelt ¢isla 2™ roven [%} — [kL—Fl] . Prikladem TeSeni rov-
n n
— | — |—=| =1993.
|52 ~ Lioms) = 1902

n
<z < T Proto je pocet

nice

je hodnota n = 1993 - 1994 - 1995. Pritom je zfejmé, ze pro libovolné
celé nezdporné k < 1994 bude ¢islo n = 1993 - 1994 - 1995 + k rovnéz
vyhovovat podmince tlohy.

A-S-2

Budeme predpokladat, ze piimka p protina poloprimky opacné k polo-
piimkam CA, CB.! Klifovym momentem je pozorovani, Ze musi byt
(a staci) QA || PB — trojtihelniky ABC a PQC maji totiz stejny obsah,
pravé kdyz totéz plati o trojihelnicich ABP a BPQ (obr.24), to jest
kdyz vzdalenosti bodi Q a A od primky BP jsou stejné.

M A B
Obr. 24

1 To byl zfejmé i ptivodni zdmér autora ulohy. Nastésti vétsina fesitela prehlédla,
ze jde o ulohu do skolniho kola ponékud nepatficnou a ze pro nékteré polohy
bodu M blizko bodu A mtze mit tloha dokonce jesté dalsi dvé reseni.

55



Odtud jiz plyne konstrukce. Protoze piimka BP je obrazem piim-
ky AQ ve stejnolehlosti o stfedu M a koeficientu |MB|/|MA| a bod @
lezi na primce BC, lezi bod P na obraze piimky BC v této stejnoleh-
losti. Vlastni konstrukei miizeme provést napt. tak, ze bodem B vedeme
piimku ¢ rovnobéznou s AC, jeji prusecik s primkou MC oznacime D.
Bodem D poté vedeme piimku 7 rovnobéznou s BC' a jeji prisecik
s pfimkou AC ozna¢ime P. Z podobnosti trojuhelnika M AC, M BD
plyne |MA|/|IMB| = |MC|/|IMD| a z podobnosti trojihelniki MCQ,
MDP plyne |IMC|/|MD| = |MQ|/|M P|, odkud jiz porovnanim vyplyva
|IMA|/|MB| = |MQ|/|MP|, a tedy AQ || PB. Za uvedeného ptedpo-
kladu m4 tloha vzdy jediné Feseni.
poznamce pod carou. Pripad, kdy hledané primka p protina prodlouzeni
strany AC' za vrchol C jsme jiz tplné vytesili. Kdyby protala samotnou
stranu AC, byl by trojihelnik PQC ¢asti trojihelniku ABC, tudiz by
meél mensi obsah. Budeme se proto v dalsim zabyvat zbylou moznosti,
kdy ptfimka p protind prodlouzeni strany AC za vrchol A. Ozna¢me ob-
vyklym zptisobem a, b délky stran trojuhelniku ABC a « velikost (thlu
pii vrcholu C. Poloha piimky p pak bude uréena délkami r = |CQ)|
a s = |CP| > b (obr.25) a rovnost obsaht trojihelniki ABC a PQC
zapiSeme vztahem

1rssin(180° — v) = Labsiny

neboli
rs = ab. (1)

Obr. 25



Budeme nyni pocitat v kosothlé souradnicové soustavé s pocatkem
v bodé C a osami CQ, C'P (jiz vyznafenymi na obr. 25), ve které zndme
body A[0,b], B[—a,0] a M[u,v] s kladnymi parametry a, b, u, v, zatimco
body P|0, s] a Q[r, 0] hleddme. K vypoctu nezndmych r a s (pfipomerime,
zer >0 a s> b) kromé rovnice (1) jesté vyuzijeme rovnici

kterd vyjadruje, ze bod M lezi na ptimce PQ. Po jejim vynéasobeni hod-
notou rs dostaneme s ohledem na (1) rovnici

vr +us = ab. (2)

Pred vlastnim FeSenim soustavy rovnic (1) a (2) poznamenejme, ze
kazdé jeji feSeni (7, s) s vlastnosti 7 > 0 a s > b zfejmé odpovida nékteré
primce PQ, jez je feSenim puvodni tlohy a mé polohu jako na obr. 25.

Rozsifime-li rovnici (1) ¢initelem wv, muzeme vzhledem ke (2) pro
nasobky vr, us neznamych r, s rovnou napsat kvadratickou rovnici

2% — abz + uvab =0 (3)

s diskriminantem D = ab(ab — 4uv). Z jejich dvou kofenu tak dostévame
nésledujici feSeni soustavy rovnic (1) a (2):

T_abj:\/ﬁ ab¥ VD
B v 2u

= (4)
pritom v obou vzorcich je tfeba brat soucasné bud horni, nebo dolni
znaménko. Je nabiledni, ze vysledné hodnoty r, s lze ze zadanych hodnot
a, b, u, v podle vzorci (4) pomoci pravitka a kruzitka sestrojit.

Jesté ukazeme, ze vyhovujici primka p v poloze z obr.25 existuje,
pravé kdyz (kladné) souradnice u, v zadaného bodu M spliuji podminku

1
uv < Zab, (5)

pritom v pripadé rovnosti je takova primka p jedind, zatimco v pripadé
nerovnosti jsou takové primky (pravé) dveé.

Podminka (5) je zfejmé ekvivalentni s nerovnosti D = 0, navic je
D < a®bh?, takze obé hodnoty ve (4) jsou vzdy kladné. Zbyva proto uz
jen zjistit, kolik dvojic (r, s) uréenych vzorci (4) spliiuje i podminku s > b.
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Pro nezaporny diskriminant D = ab(ab—4uv) ovsem podle nerovnosti
mezi geometrickym a aritmetickym primeérem plati VD £ ab—2uv, proto
pro mensi z obou moznych hodnot s mame s = (ab — v/D)/2u > v > b,
nebot bod M dle zadéni lezi na polopfimce opacné k polopfimce AB.
Tim je vySe uvedené tvrzeni o existenci a poc¢tu vyhovujicich primek p
z obr. 25 dokéazano.

Pozndmka. VSimnéme si, ze bod M lezi na primce AB, takze jeho
souradnice splnuji rovnici

u v .U _ v
_E+5_1 neboli P 1.

S vyuzitim hraniéni podminky (5) tak pro pomér A = |AM|/|AB| odtud

dostavame g

u /v w u

)\2:_(__1):___:__,\,

a\b ab a 4
coz vede na kvadratickou rovnici A2 4+ X — % = 0, jez ma jediny kladny
kofen A = 1(v/2 — 1). Odtud plyne, %e dalii FeSeni existuje, pravé kdyz
|AM| £ MAB]|. Existence dalsich TeSeni tedy viibec nezavisi na poloze
vrcholu C, tudiz ani na délkdch a, b, které v podmince (5) vystupuji.

Jiny pristup. Rovnost (1) napovidé, ze stfed S hledané tsecky PQ

bude lezet na jisté hyperbole. Oznaéime-li totiz (z,y) = (37, 1s) sou-

fadnice bodu S v kosouhlé souradnicové soustave, zavedené v predchozi
¢ésti, bude platit 2y = 1ab (obr. 26).

Obr. 26

58



Ukéazeme jesté, ze primka PQ musi byt tecnou nalezené hyperboly.
Souradnice obecného bodu piimky PQ maji totiz vyjadieni z =tr ay =
= (1 —1t)s, kde t je redlny parametr; protoze pro kazdé ¢ plati t(1 —t) <
< % s rovnosti jediné pro t = %, pro soucin souradnic obecného bodu
pfimky PQ dostdvame diky (1) odhad

zy =t(1—t)rs < 1rs = Lab,

priéemz rovnost zy = %ab nastane pouze pro hodnotu ¢t = %, které
odpovidé stred S tsecky PQ. Ten je proto jedinym spole¢nym bodem
dané hyperboly s primkou PQ, ktera je tudiz skutecné jeji tecnou.

Prevedli jsme tak tuto ¢ast tlohy na sestrojeni tec¢ny k vétvi hyperboly
zy = +ab danym bodem M [u,v] (ten samozicjmé musi lezet v jeji vnéjsi
oblasti, takze jeho soufadnice museji spliiovat nerovnost (5)). Vrchol W
i ohnisko F' lezi na ose vnéjsiho thlu pri vrcholu C' daného trojihelniku
a pro soufadnice vrcholu Ww,w] uvedené vétve hyperboly pak plati
w = %\/&T), proéez |FC| = 2w = v/ab. Tim znime vie potiebné ke stan-
dardni konstrukei teény z daného bodu M k hyperbole. Pata U kolmice
z ohniska F' na hledanou tecnu p totiz lezi na Thaletové kruznici nad pri-
mérem MF a ziroven (jak je z teorie kuzelosecek znamo) na vrcholové
kruznici k(C, |CW1) (obr. 27).

Obr. 27

Dospéli jsme tak k nové konstrukci feseni z druhé c¢asti tlohy bez
uziti vzorca (4). Vidime pritom, Ze takové FeSeni je pravé jedno, pokud
dany bod M lezi v prisec¢iku uvedené hyperboly s primkou AB, anebo
jsou dvé, lezi-li bod M mezi zminénym prusec¢ikem a bodem A.
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A-S-3

Tvrzeni tlohy dokazeme indukci podle poc¢tu vyznacenych uhlopiicek.
Neni-li vyznacena zadna, barvime vrcholy 1-2-1-2—...-1-2 pro n sudé
a1-2-1-2-...-1-2-3 pro n liché. Pokud je nakreslena alespon jedna tih-
lopricka, vybereme libovolnou z nich a podle ni rozdélime dany n-tthelnik
na dva mensi mnohotihelniky, které maji dohromady vyznacenu o jednu
thlopricku méné nez plvodni mnohothelnik. Jejich vrcholy obarvime
podle indukéniho predpokladu. Podstatné je, ze koncové vrcholy délici
uhlopricky dostanou v kazdém z obou obarveni riizné barvy, takze po
pripadné permutaci barev lze tato obarveni sjednotit do obarveni celého
n-thelniku.

Jiné reSeni. Tvrzeni staci dokazat pro pripad, kdy nakreslené h-
lopticky déli vnitfek m-tihelniku na trojihelniky (takovy m-tihelnik se
nazyva triangulovany, kazdy systém neprotinajicich se thlopticek 1ze do-
plnit na triangulaci). Poté dokazujeme opét indukei. Vybereme vrchol,
ze kterého nevychdzi zddnd uhlopficka (takovy musi existovat, jinak
by se nékteré tihlopficky protinaly). Po odebréni tohoto vrcholu zbyva
(n — 1)-thelnik, jehoz vrcholy je podle indukéniho predpokladu mozno
obarvit tfemi barvami. Odebrany vrchol méa pouze dva sousedy, takze
vzdy pro néj zbyva alespon jedna volna barva, kterou jej obarvime.

A-11-1

Podle vzorce odvozeného v feseni tilohy A-I-1 budeme hledat nejmensi
¢islo = s prvociselnym rozkladem

a1 a aN
=Py *Pp"---"PN >

které splinuje podminku

fe-[g)-fle2h-s o

Jisté muZzeme predpokladat, Zze ay = 2 pro kazdé k; v pripadé ap = 1

bychom totiz mohli ¢initel pi* v rozkladu ¢isla  vynechat, aniz bychom

narusili podminku (1). Déle rozli§ime pfipady N =1, N=2a N = 3.
V pripadé N =1 m4 (1) tvar (pro jednoduchost piSme a misto ay)

51-[5]=5 ®
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Je-lia=6r+s,kder 20a0<s<5 jsou celd éisla, pak

a a s s
| === =1 = 1.
[2] [3} e {2] [3] =T+
Proto z (2) plyne r = 4, tj. a 2 24. Nyni uz rychle najdeme nejmensi
feseni rovnice (2) a = 26. V piipadé N = 1 je tedy nejmens{ z rovno 2.
V piipadé N = 2 vypiSeme nékolik nejmensich ¢isel z a u kazdého
v zavorce pripojime pocet jeho dvojnasobnych délitelt:

2232 (3), 2233 (2), 223% (4), 2235 > 2334
2332 (2), 233% (0), 233* > 232,

2432 (4), 243% (2), 23% > 233%,

2532 (4), 253% > 2334,

2632 = 576 (5).

Kazdé dalsi  je alespon 2732 nebo 2334, tedy vétsi nez 576.

V piipadé N 2= 3 je kazdé x alespon 223252 = 900, tedy &islo vétsi
nez 576.

Shrneme nase tvahy: protoze plati 226 > 576, je hledané nejmensi
rovno 576. (Jeho dvojndsobni délitelé jsou préavé éisla 3, 6, 8, 12 a 24.)

A-11-2

Ozna¢me a = |BC|, b = |AC| a ¢ = |AB|. Protoze osa thlu déli protéjsi
stranu v poméru velikosti prilehlych stran, je

be ac
|AB| = =, |BB|= =,
b
AD| = 2 op|= -2
a+c a—+c

a rovnost |BE| = |CD| je ekvivalentni s rovnosti

ab ac

at+c a+b

kterou lze upravit na tvar
ala+b+c)(b—c) =0.
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Protoze a(a + b+ ¢) > 0, je |BE| = |CD|, pravé kdyz b = c, to jest
pravé kdyz je trojihelnik ABC rovnoramenny se zékladnou BC. Uhel
pri vrcholu B ma tedy jednoznac¢né urcenou velikost 40°.

Jiné FeSeni. Oznacme |BE| = |CD| = s, a protoze BD a C'E jsou osy
prislusnych vnitinich ahld, plati

s |BC| s |BC]
|AD| — |AB|’ |AE|  |AC|’
s |AD||BC| _ |AE||BC]|

|AB| —  |AC|
|AC| _ |AE]
|AB|  |AD|’

Odtud ovSem plyne, ze je |AC| > |AB|, pravé kdyz |AE| > |AD|, a tudiz
i |AB| —s = |AE| > |AD| = |AC| — s neboli |AB| > |AC|. Vzhledem
k tomuto sporu nemuze platit ani nerovnost |AC| > |AB|, ani nerovnost
obrécend, musi proto byt |AC| = |AB], trojihelnik ABC je rovnora-
menny a snadno dopocteme, ze thel pri vrcholu B mé velikost 40°.

A-11-3

Oznatme M mnozinu vSech cervenych bodi a D = {(z,i): z € M A
A z € p;} a politejme prvky mnoziny D dvéma zpusoby: kazdy bod
z mnoziny M lezi na tfech pirimkéach, takze |D| = 3|M|, pro kazdou

2

n
primku p; je v D pravé a; dvojic neboli |D| = > a;. Odtud plyne
=1

(i) i a; =0 (mod 3),

i=1 "

(ii) M| = 3 Zla

i=

Pokud by existovaly ¢tyti pfimky podle zadani a), byl by podle (ii)
celkovy pocet cervenych bodt roven dvéma a dvé z primek by prochazely
stejnymi dvéma body, byly by tedy totozné. To je ve sporu se zadanim
a odpovéd v pripadé a) je NE.

Piipad ze zadani b) je realizovan napf. stranami a téznicemi trojthel-
niku, téz stranami a thloprickami ¢tverce. Odpovéd je v tomto pripadé
ANO.

Pripad ze zadédni c) je realizovidn napt. stranami pravidelného Sesti-
thelniku a tthloprickami protinajicimi jeho stfed. Odpovéd je opét ANO.
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V pfipadé d) je odpovéd NE, protoze soucet Zgjai = 20 neni délitelny
tfemi (viz (i)). =l
A-I1l-4
Postupné spocteme
T8 =5+4V2+3V4, z3=19+15V2+12V4.
Dosazenim do dané rovnice tak po tpravé dostaneme podminku
(194 5p+q+7)+ (15+4p+q)V2+ (12+3p+ ¢q) V4 =0,

kterd je splnéna, pokud jsou rovna nule vSechna tfi ¢isla 19+ 5p + ¢ + 7,
15+4p+qa 12+ 3p+q. (Podle tlohy A-1-4 je to nejen postacujici, ale
i nutnd podminka.) Snadnym vypoctem zjistime jedinou trojici (p, q,7) =
= (—3,-3,—1). Zbyva dokézat, Ze rovnice

22 —322-32-1=0

ma jediny redlny kofen. To lze provést vice zpusoby (asi neprilis schiidné
by bylo déleni kofenovym dvojclenem = — xg), naptiklad takto: protoze
3z% + 3z + 1 > 0 pro kazdé redlné z, je kazdy kofen rovnice z° = 32 +
+ 3z + 1 kladny; ze zdpisu

=343, 1
Tz o2 28

plyne, Ze tento kofen je nejvyse jeden (prava strana je totiz pro kladnd
klesajici).

Jiné reseni. Plati
-(#2)° _ 1
1=58 {01

1
takze — = /2 — 1. Proto je z¢ feSenim rovnice
Zo
il 3
Gy -2
z

pricemz je jasné, ze tato rovnice ma v oboru realnych ¢isel jeding koten.
Pro z # 0 je ovSem tato rovnice ekvivalentni s (1 + z)® = 223, coz je po
roznasobeni hledand rovnice.

13
$o=1+\3/§+\2/41=
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A-1I1-1

Ozna¢me d(z) = f(z+1) — f(z). Podle zadani tlohy je funkce d: N — 7
nerostouci. Funkce d je ale také nezapornéd: Kdyby totiz pro nékteré k
bylo d(k) < —1, byla by f ostfe klesajici pro z 2 k, a bylo by

1(k)
Fk+f(k)+1) = (k) + Y d(k+1i) <
=0
< f(k)+d(k)(f(k) +1) < f(k) — (f(k) +1) = —1<0.

Je tedy d(1) 2 d(2) = ... 2 0 a existuje c e NU{0} a ng € N takové,
ze pro kazdé x = ng je d(z) = ¢ neboli f(z) = f(ng) + c(x —ny). Pak ale
vechny body [z, f(z)], © 2 no, lezi v jedné piimce.

A-1I1-2

Ozna¢me vrcholy jedné podstavy kvadru A, B, C, D a vrcholy ve druhé
podstavé E, F, G, H (tak, ze AE, BF, CG, DH tvoii hrany). Prinik
mnohosténu M s kazdou hranou kvadru musi byt neprazdny. Vyberme
tedy na kazdé hrané kvadru jeden bod patiici mnohosténu M a oznacme
M’ konvexni obal téchto 12 (ne nutné riznych) bodi. Mnohostén M’
vznikne z kvadru odfiznutim osmi rohovych ¢tyfsténi, jejichz objemy
odhadneme po seskupeni do dvojic podle hran AF, BF, CG, DH.

Necht X, Y, Z, U, V jsou po fadé vrcholy mnohosténu M’ lezici na
hrandch AB, AD, AE, EF, EH (obr.28). Ozna¢me z = |[AX],y = |AY],
2= |AZ|,u=|EU|,v=|EV|,w=|EZ|aa=|AB|,b=|BC|,c = |AE|.
Pritom z,u < a, y,v < b a z + w = ¢. Potom dostavame

a Z+a, w a Z+w aoc [’

[IN
| = cﬂ —

Protoze M’ vznikl odiiznutim éty¥ takovychto dvojic rohovych ¢tyfsténi,
je

anngmgv—%vzév

Hodnoty 3V nabyvd napf. objem ¢tyfsténu BDEG (obr. 29). Tudiz
Vinin = %V.
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A-1lI1-3

Dokazeme nasledujici tvrzeni: Necht v 2n-uhelniku je vyznaceno n uhlopri-
cek tak, Ze z kazdého vrcholu vychazi prave jedna. Potom pocet ihlopricek
sudé délky je sudy.

DUKAZ: Obarvéme vrcholy 2n-thelniku stiidavé bile a éerné, mame
tedy n bilych a n c¢ernych vrchold, kazda strana 2n-thelniku spojuje
jeden bily a jeden &erny vrchol. UhlopFicky sudé délky spojuji vrcholy
stejné barvy, thlopricky liché délky spojuji vrcholy rtznych barev. Pri-
tom bilo-bilych thlopricek je stejné jako ¢erno-cernych (po odstranéni
vrcholl spojenych bilo-Gernymi thloptickami zustane stejny pocet Cer-
nych i bilych bod). Jednobarevnych thlopricek je tedy sudy pocet.

JINY DUKAZ. Ozna¢me uhlopficky wi,us,...,u,. Protoze nam jde
o kombinatorické vlastnosti, muzeme predpokladat, ze zadné tfi thlo-
pricky neprochézeji jednim bodem. Ozna¢me jesté a; pocet thlopricek,
které protinaji thlopricku u;, a pocitejme celkovy pocet P pruseciku
vyznacenych thlopricek. Z pocitani dvéma zpusoby plyne 2P = i a;
a nutné pocet uhlopricek s lichym a; je sudy. Pritom ﬁhlopfiélzal Uu;
délky d; odtfezava d; — 1 vrcholi, z nichz vychazi celkem d; — 1 tihlopricek.
Ty z nich, které neprotinaji u;, vyuziji kazda pravé dva z d; — 1 vrcholi.
Je tedy a; = d; — 1 (mod 2), tj. a; je liché, pravé kdyz d; je sudé.

V pfipadé b) se pozaduje 985 tihlopiicek délky 6 a ¢tyfi thlopiicky
délky 8, to je celkem 989 tihlopricek sudé délky, a proto je v tomto pripadé
odpovéd NE.

Pro pfipad a) je odpovéd ANO. Ozna¢me vrcholy 1994-tihelniku po
radé Xi, X, ..., Xi1994 a vyznac¢me thlopricky:
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X1X3, XoX5, X4X6 (jedna délky 3 a dvé délky 2);

X7Xg, XgXl(), X11X13, X12X14 (étyf‘l ﬁhlopf“iéky délky 2),

Xov6iX12+46is X104+6i X13+6i, X11+6i X1446i,% = 1,2,...,330 (990 Ghlo-
pricek délky 3).

A-1llIl-4

Nechf n = p je prvocislo. Z ¢isel a, — 1, ap — 2, ..., ap — p? je pravé p
délitelnych ¢islem p. Z toho pro p—1 &sel je p! nejvyssi mocnina p, ktera
je déli. Pravé jedno z ¢isel ap—1, ap—2, ..., ap —p? je délitelné p?, oviem
toto Cislo (ozna¢me je napf. a, — i, a, — i > 0) muze byt délitelné i vyssi
mocninou p. Necht z je takové prirozené ¢islo, Ze p* | ap,—i a p™! { a, —i.
Nejvyssi mocninou p, ktera délf soudin (a, — 1)(a, — 2) ... (a, — p?), je
tedy p*trP—1,

Protoze podle zadani je &slo (a, — 1)(ap — 2) ... (ap — p?)/pP 1 celé
a kladné, je nutné p? — 1 < x4+ p— 1, a tedy = p? — p. Je tedy téz
ap > ap—1i2p* 2 pP"~P. Proto pro kazdé prvodislo p je log, a, > p? —p.

Pro konecnou mnozinu prvocisel P ozna¢me k jeji nejvetsi prvek. Po-
tom mame

2

1
<D 5 S
pe

logpp %P> =P
k 1 k k 1
ggzz—zzzz(z—l ;(1—1_5)21_E<1'
A-IllIl-5

Ano. Plati totiz toto tvrzeni: Jestlize se pricky AA;, BBy, CCy protinaji
v bodé V a trojﬁhelm’ky A01V BA1V 031V majz’ stejny’ obsah je V
ziejmé rovnoramenny. Tro;uhelmk ABC'7 jehoz dvé téznice jsou zaroven
vyskami, je tudiz rovnostranny.

K diikazu uvedeného tvrzeni oznacme po rfadé w, x, y, z obsahy troj-
thelniki VBA,, VABy, VBC; a VCA; (obr. 30). Plati

|AC1]  w 2w+ 2z

ICiB] vy wHy+z’

odkud po tupravé ziskame rovnost

w(w+ z) = y(w + z).
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Obr. 30

Podobné plati (sta¢i pouzit cyklickou zdménu z — y — z — )
ww+z)=z2w+y) a ww+y)=zw+z).

Predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, Zze = y,x = 2. ProtoZze w+2z <
< w +y, z prvni rovnosti w(w + 2) = y(w + z) plyne w = y. Podobné
z druhé rovnosti w(w + z) = z(w + y) plyne w £ z. Dohromady tak
mame y S w < z £ z, takZe z tfeti rovnosti w(w + y) = z(w + z) plyne
w2z, ajetedy r =y =2 =w. V tom piipadé jsou ale body A;, Bi,

Jiné FeSeni. (Podle Karla Svadlenky, G Ceské Budgjovice, Jirovcova.)
Oznacme jednotlivé tseky podle obr. 31. Z podobnosti pravotihlych troj-
thelnikit AV By ~ BVA;, BVCy ~ CV By, CVA; ~ AVC, méme

VA _ VBl VBl _ VG|  [VCi| _ [VA| W
a by by c2 c1 az

Z predpokladané rovnosti obsahti S(B1VC) = S(C1VA) = S(A1VB)
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plyne
|VBII . b1 = |VCI| cC1 = IVA1| cap,

coz ve spojeni s (1) postupné davd a? = by b, b = cica, 2 = ajag, a tudiz
2,12, 2
aq + bl + C1 = ai1az + b1b2 + c1co. (2)
Kone¢né sec¢tenim t¥{ Pythagorovych rovnosti |V A; |2 +a? = |VC1|? + 3,
[VB1|2+b% = VA1 |2+ a3, [VC1|2 + ¢2 = [V By |? + b3 pro dvojice pravo-
thlych trojuhelnikii se spoleénymi preponami VB, VC a VA dostaneme
a2+ b2 +c2=a2 402+ (3)
Vtipnou kombinaci obou rovnosti (2) a (3) ziskdvame rovnost
a2 4+ b2 4 2 + a2 + b2 + & = 2a1a9 + 2b1by + 2¢100,
jez je ekvivalentni rovnosti (a3 — az)? + (by — b2)? + (c1 — ¢2)?2 = 0. A ta
plati, pravé kdyz a; = as, by = bg, ¢c1 = co. VSechny vysky tedy puli

protéjsi stranu, coz je mozné jen v rovnostranném trojihelniku.

A-1l1-6

Kazdé &islo z intervalu (0,1) je tvaru cos o, kde v € (0, 37). Proto z kazdé
¢tverice takovych riznych ¢isel mizeme vybrat a = cosa a b = cos g tak,
aby bylo 0 < |a—f| < %%n == %n. Nerovnost cos(a— ) > %\/5 muzeme
prepsat do tvaru

ab+ /(1 - a?)(1 - 2) > ‘/73

odkud po umocnéni na druhou a tpravé dostaneme

2ab\/(1 — a2)(1 — b2) > a® + b* — 2a%b* — i,

odkud po déleni ¢islem 2ab vyjde dokazovana nerovnost.
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