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1. Dokazte, Ze zlomek
2ln + 4
14n + 37
v némz 7 je pfirozené Cislo, nelze zkratit.

2. Cislo 17'* + 197 je délitelné &islem 17 + 19. Dokazte.

3.% Dokazte, ze ke kazdému celému Cislu ¢ existuje neko-
netnd mnozina M, slozend z pfirozenych cisel a takova, zZe
pro kazdé m e M, plati

c=4+12422 L .., 4 m?
pii vhodné volbé znamének.

4. Najdéte vSechna pfirozena Cisla n, pro néz je Cislo 2» — 1
druhou nebo vy3si mocninou (s celym exponentem) piirozeného
Cisla.

5. a) Najdéte vSechna pfirozena Cisla n, pro néZ je Cislo
2n — 1 délitelné sedmi.

b) Dokazte, Ze pro zadné pfirozené ¢islo n neni Cislo 27 + 1
délitelné sedmi. '

6. Najdéte vSechna pfirozend Cisla n, ktera maji tuto vlast-
nost: Mnozinu

{n,mn+1,n+2,n+3,n+4,n+5}

Ize rozlozZit ve dvé podmnozZiny bez spolecného prvku tak, Ze
soucin vSech prvki jedné z téchto podmnoZin je roven sou-
¢inu vSech prvki druhé podmnoziny.
7. Pro které dvojice celych ¢&isel x, vy plati, Ze obé c':islg
I4+x 1 : - AT
Ll 5 L+y jsou cela? Vysledek znazornéte nacrtkem v ro-
X

viné pravouhlych soufadnic x, y.
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8. Vyjasnéte, zda Ctverec nékterého pfirozeného Cisla zacina
Ctytcislim 1976.
9. Je dan trojclen: 2x% — x — 36.

Najdéte vSechna celd Cisla x, pro néz je hodnota daného troj-
¢lenu rovna druhé mocniné prvocisla.

10. Necht z je pfirozené Cislo a f(x) mnohoClen jedné pro-
ménné x s celoCiselnymi koeficienty. Pismenem M ozna¢me
mnozinu vSech celych ¢&isel x takovych, ze n déli f(x). Vy-
Setfte, zda se pocet prvki mnoziny M muZe rovnat vaSemu
oblibenému &islu.

11. Bud # pfirozené cislo. Dokazte, Ze z Cisel 0, 1, 2, ...,
37 — 1 lze vybrat 2" ruznych Cisel, z nichz Zddné neni arit-
metickym prumérem jinych dvou vybranych Cisel.

12. Piirozena Cisla p, ¢ jsou nesoudélnd pravé tehdy, jsou-li
nesoudélni Cisla 2» — 1, 2¢ — 1. DokaZte.

13. Jsou-li m, n dvé rGzna pfirozend &isla, pak Cisla 22" +
-1, 22" 4 1 jsou nesoudélni. DokaZte a odvodte z toho, Ze
existuje nekonecné mnoho prvocisel.

14. Zjistéte vSechna pfirozené Cisla, ktera nelze vyjadfit jako
soucet aspon dvou, ale méné nez 1976 po sobé nasledu;mch
pfirozenych Cisel.

15.% Dokazte, Ze posloupnost

n—3Y (n=2,3,4,...)
obsahuje nekoneéné mnoho Cisel, z nichz kazda dvé jsou ne-
soudélna.

16. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené Cislo n plati nerovnost

1 1 1 5

R Al S T o
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17. Zjistéte, pro ktera realna Cisla x je definovina funkce

y = ’/1 - 73;— | x l“—‘—;]‘/-/l— %‘ | x '!_—

%, T
_I/I_T“” Al/l——zﬂxb,

a sestrojte jeji graf.

18. Predpisem
_ px
Y= ;z*:; ’PTj_il
je dana funkce redlné proménné x s realnym parametrem p.
Dokazte, Ze vSechny hodnoty, kterych tato funkce nabyva,
1 1
lezi v i ——y —.
ezi v intervalu ( 20 )
Vypoctéte parametr p tak, aby funkce méla nejvétsi hodnotu

.

4V tomto pripadé vysetite jeji prubéh a nalrtnéte jeji graf.

19. Je mozno rozlozit mnozinu vsech prirozenych Cisel na
dvé casti tak, aby Zadné neobsahovala nekonecnou aritmetickou
posloupnost ?

20. Najdéte vSechny realné kofeny rovnice
I/x2 —p+2 l’xz —1=ux,
kde p je realny parametr.

21. Dokazte, Ze ke kazdému pfirozenému Cislu n existuje
pfirozené Cislo m takové, Ze plati

Y21 =m 1+ |m

J2—vr=)m+1—}m.

a zaroven
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22. V oboru reilnych cisel feSte soustavu rovnic

x+y + 2 =a,
x? +y2 + 22 = P2,
xy = 2%,
kde a, b jsou dand realna Cisla.

Udejte nutné a postacujici podminky pro dana disla a, b,
aby existovalo feSeni soustavy skladajici se z kladnych a na-
vzijem ruznych Cisel.

23. Najdéte vSechny Ctvefice redlnych Cisel x;, X5, X35 X4
pro néZ plati, Ze souet kazdého z téchto Cisel se soucinem tii
zbyvajicich je roven dvéma.

24. Je dana soustava rovnic

A% + AeXs + ay3x3 = 0,

AX) + AgeXy + Ggg¥y = 0,

AzX) + AgeXy + Agxy = 0
s neznamymi x,, X,, X5. Jeji koeficienty spliiuji tyto podminky:
a) ayq, Qg9 Ay jsou kladnd Cisla;
b) vSechny ostatni koeficienty jsou zéporné Cisla;

c) v kazdé z danych rovnic je souet vSech tii koeficientd
kladné cislo.

Dokazte, ze dana soustava ma jediné feSeni x;, = x, = x, = 0.
25. Reste soustavu

lay —as | x4+ |a, —ag|x3+lag —a|x,=1,

a, —ap | %, +lay—ag|xg+lag—alx=1,
lay —ag| % + | a, —ag | x, +lag—alx =1,
lay —ag|x +|as —ag| % + | a3 —ay| x5 =1,

kde ay, a,, a;, a, jsou Ctyfi dand navzdjem ruzna redlna Cisla.
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26.* Reste soustavu rovnic
X5 + Xp =YXy,
X + X3 = YXo,
Xy -+ Xy = YXs,

X3+ X5 = YXy
Xy + X =YX

kde y je parametr.

27. Je dano n kladnych d&isel a,, a,, ..., a,, jejichZ soucin
je 1. Dokazte, Ze plati

a+ay+...+a, =n,
pricemZ rovnost zde nastava pravé tehdy, je-li a; = a, =

=...=a,=1

28. Jestlite @, <a,<...<a, a b <b,<...<b, pak
plati

(ay+ay+...4+a)0b, b, +...+b)=

= n(ayb; + asb, — ... + aub,),
pfiCemZ rovnost nastiva pravé tehdy, je-li bud a, =a, =
=...=a, nebo b, = b, = ... =b,. Dokazte.

29. Jsou-li d,, d,, d, kladna c¢isla takova, ze d; =< d, < d,,
pak pro libovolna nezdporna cisla ¢, ¢,, ¢, plati

o | ¢ c
(c1dy + cods + c3ds) ([Ti + dz; 1 Eii) <
P (dl + d3)2
< DAY 3 Nt Sl 7
< (e +¢ +cy) idd, -

Dokazte.

30. Jsou-li x, y kladna Cisla a m > 1 prirozené, pak plati
X _‘,_y 1111g x"l +ym )
2 - 2
Dokazte a zjistéte, kdy nastiva rovnost.
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31. Dokazte, Ze tvrzeni

,»Pro libovolna redlna cisla ay, a,, ..., a, plati nerovnost
(e —ay) (@ —ay)...(ay —a,) + (a2 — @) (az — ay) . »
coc(@—a)+ ...+ (a,—a)(a,—ay)...(a,—a,—)=0

je pravdivé pro n = 3 a n — 5 a neni pravdivé pro Zadné jiné
piirozené Cislo n > 2.

32. Jsou-li koeficienty a, b, ¢, d mnohoclenu ax® + bx? -+
+ cx + d cela Cisla takova, Ze ad je liché a bc sudé, pak aspon
jeden kofen tohoto mnohoclenu neni raciondlni. Proc?

33. Necht mnohoclen p(x) s celo¢iselnymi koeficienty nabyva
hodnoty 5 pro pét riznych celo¢iselnych hodnot x. Dokazte,
Ze p(x) nenabyva hodnoty 8 pro Zadné celé x.

34. Po mofi (povazovaném za rovinu) pluly dvé lodi stalymi
rychlostmi pfi stalych kursech. V 9.00 hod. ¢inila jejich vzda-
lenost 20 mil, v 9.35 hod. 15 mil a v 9.55 hod. 13 mil. Kdy si
byly lodé nejbliZe a jakd byla pfi tom jejich vzdalenost?

35.%* Komplexni ¢islo z neni redlné neziporné, pravé kdyz
Ize najit ptirozené Cislo n a kladna ¢isla a, ay, . . . , a, tak, Ze plati

ay+ a2+ ...+ az® =0.
Dokazte.

36. Dokazte, Ze vSechny nerovnosti
sin o = sin 2o = sin 30t < . ..
plati jen pro Cisla tvaru « = kx, kde % je celé dislo.
37. V oboru realnych Cisel fe$te rovnici
sin x -+ cos x + sinx cos x = 1.
38. V oboru realnych Cisel fe$te rovnici
cos" x —sin”® x = 1,

v niZ n je dané pfirozené Cislo.
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39. Najdéte vSechna Cisla x z intervalu 0 < x < 27, ktera
vyhovuji nerovnicim

2cosx < | |/1+sin2x — /1 —sin2x| < J2.

40. V roviné je déna soustava pravouhlych soufadnic. Na-
jdéte mnozinu vsech bodu, jejichZ soufadnice x, y spliiuji v§ech-
ny nerovnice

0=x=n, 0=y=m,
1+ |cosx| = 2sin?y.

41. Budte dany redlné konstanty a;, a,, ..., a, (kde n je
dané pfirozené Cislo) a funkce

1
f(x):cos(a1+x)+—§cos(a2+x)+... —

1
1 Ccos (an + x)

_J[_ .

2

realné proménné x.
DokaZte tato tvrzeni:

1° Existuje Cislo x, takové, Ze f(x,) = 0.
2° Jestlize také f(x,) =0, pak x, = x, + mn pro vhodné
celé m.

42. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku plati
l<cosoc+cos[)’+cosy§—3~ 5
kde «, f8, v jsou velikosti vnitfnich thld.
43. Jsou-li «, f§, y velikosti vnitfnich hlt trojihelnika,

potom plati
3

cos? o + cos? f + cos?y = e
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Dokazte. Najdéte vSechny trojuhelniky, pro néz v pfedchozim
vztahu plati rovnost.

44. Bud x realné cislo. Které z Cisel cos sin x a sin cos x je
veétsi?

45.%* Dokazte, ze plati

n cos 2 -+ cos 37
cos — — o — =
7 7 7 2

46. V roviné je dano n = 3 bodu, které nelezi v jedné
primce.

Potom lze najit kruZnici, kterd obsahuje alespon tii z da-
nych bodi, pficemZ zadny z danych bodi nelezi uvnitf této
kruznice. Dokazte.

47.* V roviné je ddna mnozina n bodd (n = 3), kazdé dva
z nich jsou spojeny useckou. Ozna¢me d délku nejdelsi z téchto
useCek. Primérem dané mnoziny nazveme kazdou z téchto
usecek, kterd ma délku d.

Dokazte, Ze pocet prumérti dané mnoziny je roven nejvyse
Cislu n.

48. Konvexni n-thelnik, jehoZ po sobé nasledujici strany
maji délky a,, a,, ..., a,, ma tyto vlastnosti:
a) vSechny jeho vnitini dhly jsou shodné;
b) pro délky jeho stran plati nerovnosti
a =a, = = ay.

Pak je a; = a, = ... = a,. Dokazte.

49.% V roviné je ddna konvexni mnoZina K. Jeji bod E na-
zveme ekvichorddinim bodem, jestlize vSechny pfimky této ro-
viny, které prochézeji bodem E, protinaji mnozinu K v dseéce
stejné délky.

Dokazte, Ze mnozina K nemi vice nez dva ekvichordalni
body.
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50. V roviné je déna kruznice k o stfedu S a poloméru 1.
Bud ABC libovolny trojihelnik, jemuz je kruZnice k vepsana,
s oznaenim volenym tak, Ze

§4 = §B = SC.

Najdéte geometrické misto vrchold 4 (B, C) vSech takovych
trojuhelnika.

51. V roviné je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC, jehoz
zakladna AB je men$i neZ jeho rameno. Sestrojte uvniti tsecek
CA, CB po tadé body X, Y a v poloroviné X YC bod Z tak, aby
platilo :

AN XYZ ~ A ABC.

Najdéte geometrické misto bodu Z.

52. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC (v némz < ACB =
= 90°), jsou-li diny délky téznic ¢, 7, pfislu$nych k vrcho-
lim A, B. Provedte diskusi feSitelnosti.

53. V roviné jsou dany dva ruzné body A, M o vzdalenosti d.
Dale je dano kladné Cislo v. V této roviné sestrojte koso-
ctverec ABCD o vysce v tak, aby bod M byl stiedem jeho
strany BC.

Najdéte podminku fesitelnosti a zjistéte pocet feSeni ulohy.
Muze byt feSenim Ctverec?

54. Pouhym kruzitkem sestrojte stfed usecky, jejiz -krajni
body jsou dany. :

55. Je dana kruznice 2 a na ni tfi razné body A, B, C.
Sestrojte na kruznici & dalsi bod D tak, aby vznikl ctyi-
thelnik ABCD, jemuz lze vepsat kruZnici.

56. Je dan pravouhly rovnoramenny trojihelnik APQ s pre-
ponou AP. Sestrojte Ctverec ABCD tak, aby pfimky BC,
CD prochazely po fadé¢ body P, Q. Vyjadrete délku strany
¢tverce ABCD pomoci délky a odvésny daného trojihelniku.
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57. Je dan pravouhly trojihelnik ABC, jehoz pifepona BC
je rozdélena na lichy pocet n» shodnych usecek. Oznacme o
thel, pod kterym je z bodu A vidét tu ze shodnych usecek,
kterd obsahuje stfed pfepony daného trojuhelniku; dale
oznaCme % vySku a a délku prepony daného trojuhelniku.

Dokazte, ze potom plati

o
n* —1)a’

58. Do trojuhelniku ABC se stranami o délkiach a, b, ¢ ve-
piSeme kruZnici a sestrojime k ni tfi nové teny rovnobézné
se stranami daného trojihelniku. Kazda z téchto teCen utini
od trojuhelniku ABC po jednom trojihelniku. Do kazdého
z téchto tfi novych trojihelniki vepiSeme kruznici. Vypoctéte
soucet obsaht vSech ¢tyf vepsanych kruhd.

tgo =

59. V roviné je dan konvexni pétithelnik P; s vrcholy 4,
A,y Ay, Ay, Ay Oznalme P; (1 = 2, 3, 4, 5) pétithelnik, ktery
se dostane z P, rovnobéZnym posunutim, pfi némz bod A4,
pfejde do bodu 4; (¢ = 2, 3, 4, 5).

Dokazte, Ze alesponi dva z pétithelnika P,, P,, P,, P, Py
maji spolecny vnitini bod.

60. V roviné lezi pét bodu O, 4, B, C, D. Pro jejich vzda-
lenosti plati O4 < OB = OC = OD.

Dokazte, ze pro obsah P konvexniho Ctyfuhelniku, jehoZ
vrcholy jsou body A4, B, C, D, vzdy plati

P< ; (04 + OD) (OB + OC).

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

61. Uvnitf stran AB, BC, CA trojuhelniku ABC zvolime
po fadé libovolné body K, L, M. Dokazte, Ze obsah aspon
jednoho z trojahelnikt MAK, KBL, LCM je mensi nebo rovny
¢tvrtiné obsahu trojihelniku ABC.
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62. Je dan duty thel <t XAY a uvnitf né¢ho bod M. Na polo-
pfimkich AX, AY sestrojte po fadé body B, C takové, aby
pfimka BC prochézela bodem M a aby obsah trojuhelnika
ABC byl co nejmensi.

63.* Jsou déana kladna ¢isla a, b, ¢, d. Sestrojte Ctyfuhelnik
ABCD s AB = a, BC =b, CD = ¢, DA = d tak, aby jeho
obsah byl co nejvétsi. Zjistéte podminku feSitelnosti.

64.* Pro kazdé Ctyii body A, B, C, D v roviné plati
AB .CD + AD . BC = AC . BD.

Rovnost zde nastava, pravé kdyz body 4, B, C, D lezi (v tom-
to cyklickém poradi) na kruZnici nebo v pfimce (v uspofddini
A, B, C, D nebo B, C, D, A nebo C, D, A4, B nebo D, A, B, C).
Dokazte.

65. Je dan teCnovy Ctyfuhelnik. Dokazte, Ze tseky spo-
jujici dotykové body protéjsich stran s vepsanou kruZnici
prochazeji prusecikem uhlopficek.

66. Na kulové plose o stfedu S a poloméru r = 1 budte
dany c¢tyfi body A, B, C, D, které jsou vrcholy ctyfsténu
ABCD. Jestlize bod S lezi uvnitf Ctyfsténu ABCD, potom
alesponl jedna ze tfi hran AB, AC, AD ma délku véts$i nez

|/2. Dokazte.
67. V kazdém cCtyfsténu existuje takovy vrchol, Ze z usecek

rovnych hrandm, které z ného vychazeji, lze sestrojit troj-
thelnik. DokaZte.

68. Je-li odchylka kazdych dvou stén Ctyfsténu ostry thel,
pak vSechny stény tohoto Ctyfsténu jsou ostrouhlé trojihel-
niky. DokaZte.

69.* Necht A4,4,4;4, je Ctyfstén, ¢y (GF£k, 1, k=1,
2, 3, 4) vnitfni dhly stén, protéjsi k hranam A4;A4,.. Potom plati:
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a) alesponi jeden z Ghld @5, @13, @14 j€ OSLIY;
b) alesponi jeden z dhla ¢, Pra> Paz> Pou € ostry;
c) alespon tfi ze Sesti Ghli ¢y jsou ostré.

Dokazte a najdéte ptiklad Ctyfsténu, ktery mé pravé tii ostré
vnitfni dhly.

70.* V prostoru je dino n =3 rtznych bodu tak, Ze Zadné
tfi z nich netvofi trojihelnik s maximalnim dhlem mensim
nez 120°. Potom lze tyto body oznaclit 4,, A, ..., A, tak,
Ze pro vSechna pfirozend i, j, k, 1 =1 <j< k =mn plati
X A;4;4, = 120°. Dokazte.*)

71.% V prostoru je dina koneénd mnozina bodua takova, Ze
kazda pfimka prochazejici dvéma jejimi body obsahuje jesté
alesponl jeden dalsi bod této mnoziny.

Dokazte, Ze vSechny body dané mnoZiny lezi v jedné pfimce.

72. V prostoru je dina bodovd mnozina M, jejiz pravouhlé
pruméty na vSechny roviny jsou kruhy.
Dokazte, ze M obsahuje kulovou plochu.

73. Je dan ctyistén ABCD, jehoz hrany AB, BC, CD, DA
se dotykaji jisté kulové plochy. DokaZte, Zze dotykové body
" lezi v jedné roviné. .

74. Nutné a postacujici podminka k tomu, aby bylo mozno
sestrojit kulovou plochu, kterd by se dotykala vSech hran
Ctyfsténu, je, aby soulty vSech tfi dvojic protéjSich hran si
byly rovny. Dokazte.

75. Bud SABC ctyistén. Existuje-li pét kulovych ploch,
z nichZ kazda se dotyka Sesti ptimek SA4, SB, SC, AB, BC,
CA, pak je tento Ctyfstén pravidelny. Obracené ke kazdému

*) V této tloze vyjimecné uzivime znafky < nejen pro tzv. duté
uhly, ale i pro thly nulové a primé.
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pravidelnému Ctyisténu lze sestrojit pét takovych kulovych
ploch.

Dokazte obé tyto véty.

76.% V prostoru je dan bod P a mnozina bodid M takova,
Ze jeji prunik s kazdou rovinou prochdzejici bodem P je kruh.
Dokazte, Ze M je koule.

77. Ctyistén ABCD je rozdélen ve dvé télesa rovinou &
rovnobéznou s pfimkami AB, CD; pomér vzdalenosti roviny &
od piimky 4B a od pfimky CD je roven k. Vypoltéte pomér
objemti obou vzniklych téles.

78. Na jaky nejmensi pocet Ctyfsténid lze rozfezat krychli?

79. Body 4,, A,, ..., A, jsou pravé vSechny vrcholy kon-
vexniho mnohosténu,

d=max A;A; proi,j=1,2,...,n

Dokazte, ze vzdalenost kazdych dvou bodt tohoto télesa je
mensi nebo rovna d.

80. Vysky Cctyfsténu ABCD (tj. pfimky vedené vrcholy
kolmo k rovindm protilehljch stén) se protinaji v jednom
bod¢ pravé tehdy, plati-li

AB? 4+ CD? = AC? + BD?* = AD?* + BC2.
Dokazte.

81. V prostoru je dana tsecka AB a pfimka p | AB.
Najdéte geometrické misto prasecika vysek trojuhelniki ABX,
probiha-li bod X piimku p.

82. Je dan bod A a tseCka BC. Najdéte geometrické misto
viech bodl v prostoru, které jsou vrcholy pravych uhld, jejichz

jedno rameno obsahuje bod 4 a druhé rameno ma s useckou
BC spole¢ny aspoini jeden bod.
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83.* Je dan Ctyistén ABCD a jeho vnitini bod M; objemy
Ctyfsténu MBCD, MACD, MABD, MABC oznatme po fadé
Vi Vi, Ve, V. Dokazte, Ze plati

—> —> —> o
V,.MA+Vy.MB+V..MC+V,.MD=0.

84. Ctyfstén ABCD m4 vlastnost, Ze
AB = BC = CD = DA = 1.

. e . 2 5
Dokazte, Ze jeho objem je nejvyse 27 V3. Maize nastat rovnost ?

85.% Ma-li jedind hrana Ctyfsténu délku vétsi nez 1, pak

. ) v 1 y
je jeho objem mensi nebo roven 8 Dokazte.

86.* Je dan ctyfstén ABCD a bod D,, ktery lezi uvnitf
podstavy ABC. Rovnobézky k pfimce DD,, vedené vrcholy
A, B, C, protinaji po fadé¢ roviny BCD, CAD, ABD v bo-
dech 4,, B;, C,.

Dokazte, ze objem Ctyfsténu ABCD je roven jedné tfetiné
objemu Ctyfsténu 4,B,C,D;.

87.* Ctyfi body Ctyfsténu, které neleZi v jedné roving, maji
stejny soucet vzdalenosti od rovin jeho stén. Dokazte, Ze
stény tohoto Ctyfsténu jsou navzajem shodné trojuhelniky.

88.* Najdéte geometrické misto stfed vSech kruhti o polo-
1 .
méru 5 které lze umistit do dané krychle o hrané 1.
89. Je dan Ctyfstén ABCD a jeho vnitini bod X. Dokazte, zZe
existuje kladné Cislo r takové, Ze kazda koule o poloméru 7,

kter& neobsahuje Zadny z vrcholtt A, B, C, D, neobsahuje ani
bod X.

90. Soutéze se zucastnilo pét zaka A, B, C, D, E. Kdosi
predpovédél, Ze vysledné umisténi bude ABCDE. Tato pied-
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povéd se vsak nesplnila: zadny soutéZici nebyl na pfedpové-
déném misté a zddna dvojice bezprostiedné za sebou nasle-
dujicich soutézicich nebyla pfedpovédéna spravné.

Kdosi jiny predpovédé]l umisténi DAECB. Tato ptredpoveéd
byla spravnéjsi: pravé dva soutéZici byli na pfedpovédénych
mistech a pravé dvé dvojice bezprostfedné za sebou nésle-
dujicich soutézicich byly predpovédény spravné.

Jaké bylo skutecné vysledné umisténi?

91. Je dano » = 3 bodd, z nichZ Zzadné tfi nelezi v pfimce,
a mnozina U skladajici se z n (rdznych) usecek, které spojuji
vzdy dva z danych bodu.

Pak Ize z danych 7 bodua vybrat £ = 3 bodu 4, 4,, . . ., 4;
tak, Ze vSechny usecky A4,4,, A,A;, ..., Ap— A, A4,
naleZeji mnoziné U. Dokazte.

92.* Sedmnict osob si navzijem dopisuje, kazda z nich se
vSemi ostatnimi. V celé korespondenci se objevuji celkem jen
tfi ruzna témata. Kazda dvojice osob si spolu dopisuje pouze
o jednom z téchto témat.

Dokazte, Ze existuji alesponl tfi osoby, které si navzajem
pisi o témze tématu.

93. Kolik existuje (navzajem neshodnych) trojuhelniki,
jejichz délky stran jsou pfirozena Cisla nepfevySujici dané pfi-
rozené Cislo n? .

94. Na stole lezi patnact Casopisu, které jej cely pokryvaji.
Dokazte, ze lze ubrat sedm z nich tak, aby zbyvajicich osm
Casopisi zakryvalo alespori osm patnictin plochy stolu.

95. Jaky je nejvétsi mozny pocet oblasti, na které rozdéluji
kruh tsecky spojujici » bodd danych na jeho obvodu?

96.* V roviné je dano 100 bodul, z nichz zadné tii nelezi
v pfimce. Uvazujme vSechny trojuhelniky, jejichz vSechny
tfi vrcholy jsou nékteré z danych bodi.
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Dokazte, Zze nejvyse 70 9, uvazovanych trojihelnika jsou
trojihelniky ostrouhlé.

97.* Trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou oznaceny Cisly 1, 2, 3,
je rozdélen na koneCny pocet menSich trojuhelnikd, z nichz
kazdé dva mohou mit spolecny pouze vrchol anebo celou
stranu. Kazdy z vrcholt téchto mensich trojihelnikid je ozna-
¢en jednim z Cisel 1, 2, 3, a to tak, Ze se na Zadné strané za-
kladniho trojuhelniku neobjevuje islo jeho protéjsiho vrcholu;
jinak je oznaceni libovolné.

Dokazte, ze vrcholy alespon jednoho z mensich trojihelnika
jsou oznaceny tfemi raznymi Cisly 1, 2, 3.

98. Zrcadlenim podle priméru ciferniku hodin piejdou
rucicky do novych poloh, které mohou byt v rozporu s me-
chanismem hodin, tzn. nemuseji ukazovat mozny cas. (napi.
v pravé poledne nedavd obraz ruciek podle priaméru 9—3
mozZny cas.)

Pro které casy a pro které polohy osy soumérnosti vznika
po zrcadleni mozny cas?

99. V roviné¢ bud déna soustava Kkartézskych soufadnic
s pocatkem P. Body, jejichz obé soufadnice jsou cela cisla,
nazveme mfigové body. Budiz p > 2 dané pfirozené Cislo.
Mfizovy bod (p, k), kde 1 =k < p — 1, oznaCme 4,.

Dokazte, Ze p je prvocislo, pravé kdyz se pocet miizovych
boda uvnitf kazdého z trojuhelnika

PA,A,, PAAs, ..., PA, A4,
1
rovna Cislu > (p» — D.
100.* V roviné je dano nekonecné mnoho bodi, jejichz
vSechny vzajemné vzdalenosti jsou pfirozena Cisla.

Dokazte, Zze vSechny tyto body lezi v jedné piimce.
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101. Najdéte viechna redlna Cisla x, pro néz plati
.1 1 1
l1+xsin— — —cos— > 0.
x 2 x

102.* Kazdému redlnému Cislu x je pfifazeno redlné cislo
A (x). Ptitom pro libovolna redlna Cisla x, y plati

A(x +y) =4 (x) + A(y),
Alxy) =4 . AQ).
Dokazte, ze je bud 4 (x) = x pro vSechna x anebo 4 (x) =0
pro vsechna x.

103.* Budiz dana posloupnost

|

€, =a; + Ay + ...+ Gy
ca=al+al+ ...+ a}

kde @, a,, ..., ag jsou redlnad Cisla, ne vSechna rovna nule.
Necht déile nekonetné mmnoho Clenti posloupnosti {c,} je
rovno nule. Zjistéte vSechna pfirozena Cisla n, pro kterd je
¢ = 0;

104. Najdéte vSechny funkce f(x) definované v intervalu
<0, 1) takové, ze pro libovolna cisla x,, x, z tohoto intervalu

plati
Flx) —f(x) = (% — x0)%
105.% Dokazte, Ze k libovolné skupiné ¢islic (v niz na prvém
misté neni nula) existuje pfirozend mocnina dvojky, jejiz de-
sitkovy zapis zacina touto skupinou.

106.* Vrcholy pravidelného n-thelniku (n = 6) jsou obar-
veny nékolika (alesponn dvéma) barvami, kazdy vrchol jednou
barvou. Pfitom vSechny body téZe barvy tvoii vrcholy pra-
videlného mnohothelniku.
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Dokazte, Ze mezi témito barevnymi mnohothelniky 1ze najit
dva shodné (a ruzné).

107.* Kazdému redlnému cislu x je pfifazeno redlné Cislo
f(x). Pfitom je splnéna tato podminka: Existuje kladna kon-
stanta M tak, Ze nerovnost

Y f@<M
xeK

plati pro kazdou kone¢nou mnozinu K realnych disel.
Dokazte, Zze pro nékteré ¢ je f(c) = 0.

108. V roviné lezi n = 3 tuselek tak, ze kazdé tfi z nich maji
spole¢ny bod. Dokazte, Ze 1ze najit bod spolecny vSem témto
tseckam.

109.% V roviné je dédno n = 3 navzijem rovnobéznych
usecek. Pfitom pro kazdé tfi z nich existuje pfimka, kterd je
vSechny protina.

Dokazte, Ze néktera pfimka protina vsech n danych dsecek.

110.* Dokazte, ze pro kazdé pfirozené Cislo m existuje
neprazdna kone¢na mnozina S bodu v roviné s tou vlastnosti,
Ze ke kazdému A € S lze najit v S pravé m bodu, jejichz vzda-
lenost od A se rovna jedné.

111. Je dana c¢tvercova tabulka

a1 Qg+ . . Ay
Aoy Ao« .« . Qg
An18nz + -+ - Auns

sestavena z celych nezapornych cisel, ktera spliuje tuto pod-
minku: jakmile ¢; = 0, pak

@Gy @+ F oy, taytay . ay =n



Dokazte, Ze pro soucet s vSech Cisel dané tabulky plati
1

1
s =5
112. V prostoru jsou dany body 4, 4,, 4y, . .., A, = A,.
Zvolme bod B, a sestrojme dalsi body B,, B,, ..., B, tak,
aby pro kazdé & =1, 2, ..., n stfed dvojice B;—, B, splynul
se stiedem dvojice A;—, A;.
Udejte nutné a postacujici podminky pro to, aby B, = B,.

113.* Necht M je mnozina bodi v prostoru takova, Ze ke
kazdému bodu prostoru lze v mnoziné M najit pravé jeden
nejvzdalenéjsi bod.

Dokazte, ze mnozina M je jednobodova.
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