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1

Ponévadz
3(14n +3) —2(2ln + 4) =1,

je kazdy spolecny délitel Cisel 14n + 3, 21n + 4 délitelem 1,
takZe Citatel a jmenovatel jsou nesoudélna cisla, c. b. d.

2
Prvni feSeni. Plati
179 4 197 = (17 — 1797) 4 (177 + 19%7) = 1797 (17 — 1) +
17 +19) (17 — 175019 + ... 4+ 191) — 1717 . 16.18 -+
1+ 36.B —36 (4 + B), kde A — 17" . 8, B — 171 — 17%.
.19 4 ... -+ 19" jsou pfirozena &isla. Cislo 1727 4 19%7 je tedy
délitelné tiiceti Sesti, c. b. d.

Druhé feSeni. Ponévadz 17 + 19 = 36 = 4.9, musime
o Cisle x = 17% + 197 dokazat, Ze je délitelné obéma nesou-
délnymi Cisly 4 a 9. To je vSak snadné; plati totiz
179 = (16 + )Y = 16a + 1,

1917 — (20 — 1)V =206 — 1,
odkud
x = 4 (4a + 5b)

(a, b jsou pfirozena cisla), a podobné
17" = (18 — 1) = 18¢ — 1,

19'7 = (18 + 1)V = 18d + 1,
odkud
x =9 (2c + 2d)

(¢, d jsou opét pfirozena Cisla).

Zobecnéni. Jsou-li p, ¢ dvé po sobé nasledujici licha cisla,
je Cislo p7 + g7 délitelné Cislem p + g.
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Dukaz. Plati
prtg=0p-D+(+1)=
=@-—-D@Et+p 2+ + 1)+
+@+ D@ —¢g2+...+1)=
—(p—1@m+ 1)+ (g+1)@2n+ 1),
nebot Cisla prt - pt2 ... F 1, gt —gr2 ...+ 1
jsou liché (lichy pocet lichych sc¢itanct). MiZeme pfedpokladat,
Ze je napf. p << ¢, takZe p = ¢+ 2,p — 1 = g + 1. Pak ale
P =2p—Dm+n+1)=
=@p—1+g+Dm+n+1)=

=@+ g9m+n+1),
c. b.d.

3

Mizeme predpokladat, Ze ¢ = 0. Nejdfive dokazeme, Ze ke
kazdému celému ¢ = 0 existuje pfirozené Cislo m takové, Ze

c= 412422 4 ... 4+ m? (1)
pfi vhodné volbé znamének. Pro ¢ = 0, 1, 2, 3 mame vyjadieni
0=124+2%-32 442 -5 — 624+ 73
1=1%,2=—12—-22 -3 42, 3 = —1% 4 22

Ponévadz dale
m+12—(m+2P—m+3+m+49°=4 )

plyne nase tvrzeni indukci.
To je zaroven kli¢ k feSeni, nebot podle (2) plati

(m 4 1% — (m + 2)2 — (m + 32 + (m + 42 —
—(m 5P (m 4 6F - (m+ T2 — (m + 82 =0,

takZe v (1) mizeme m nahradit &isly m + 8, m -+ 16 atd.
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4

Cislo n = 1 vyhovuje poZadavkam tilohy, a proto budeme
v dal§im predpokladat, Ze je n = 2. M4 platit

2* —1=am, (1)
kde m > 1, a jsou pfirozena Cisla. Pfedev$im je jasné, ze Cislo
a musi byt liché a vétsi nez 1; piSme tedy a = 2k + 1, kde
k je ptirozené Cislo.

Je-li m sudé, m = 2p, dostaneme z (1)
2n — 1 =2k + 1)
20 = [4 (k> + k) + 17 + 1,
2" = 4K -+ 2,
kde K je pfiroiené Cislo. Pak ale

2n1=2K + 1,
coZ neni mozné.

Zbyva tedy druha moznost, Ze m je liché. Pak z (1) plyne

2" =(a+1)4, 2
kde 4 =am 1 —am 24 ... — a1 je soucet lichého poctu
m lichych sCitancl, pficemZ pro pfirozend 2 = g=m — 1
plati a? — a1 =qa21(a —1)> 0. Cislo 4 je tedy liché
a vétsi nez 1, takZe ani vztah (2) neni moZny.

Uloha ma jediné feSeni n = 1.

5
Tabulka
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vede k domnénce, Ze hledana cisla » budou nésobky tfi. Proto
budeme pro zbyvajici ¢isla # > 10 rozliSovat tfi moZnosti

o) n =3k, f) n=23k+1, y) n =73k + 2,

kde % je pfirozené Cislo.
V pripadé o) plati

1 =2% 1 =8 —1=(7+1F—1="174,

kde A je pfirozené Cislo; skuteéné je tedy 27 — 1 délitelné
sedmi.
V ptipadé ) mame

2" —1=2*k1-1=2.8—-1=2.7T4+1)Ff—-1=7B+1
(B ptirozené), coz znamend, Ze Cislo 2® — 1 dava pri déleni
sedmi zbytek 1.

Konecné v pripadé y) lze psat
2n—1=2%+ —1=4.8—-1=4.7T+1F—1=7C+3

(C prirozené), takze Cislo 2» — 1 dava nyni pfi déleni sedmi
zbytek 3.

Reseni tlohy a) jsou tedy pravé ta piirozena Cisla n, kterd
jsou nasobky disla 3.

b) Ponévadz v zadném z probranych pfipadd nebyl zbytek
Cisla 2» — 1 pfi déleni sedmi roven Cislu 5, nemtze byt Cislo
27 + 1 (které je o 2 vétsi nez 2" — 1) délitelné sedmi pro zadné
pfirozené 7, c. b. d.

6

Prvni feSeni. Oznalme M = {n, n +1, n + 2, n 4 3,
n + 4, n + 5} a budte 4, B ob¢ hledané podmnoziny. Budiz
p prvocinitel &isla a € M; pak je napf. a € A, takZe existuje
aspon jedno Cislo b € B (tedy b =~ a), které je rovnéz délitelné
prvodislem p. Pak i rozdil a — b je délitelny prvocislem p
a protoze 0 < | a — b | =< 5, plati, Ze

p je bud 2 nebo 3 nebo 5.
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Je ziejmé, Ze 5 muZe byt prvolinitelem jediné &isel n, n -+ 5,
(jinak by M neobsahovala dva nasobky péti). MnoZina

N={n+1,n+2,n+3n+4

obsahuje tedy jediné Cisla tvaru 2*.37 (a, f celd nezdporna).
Mnozina N vsak obsahuje dvé Cisla sudd a dvé licha. Obé
licha ¢isla z N muiZeme tedy napsat ve tvaru

37, 39
s prirozenymi exponenty. AvSak |3" — 39| < 4, a protoZe
37 — 39 je Cislo sudé, plati | 37 — 3% | = 2. Zvolime-li ozna-

Ceni tak, aby bylo v > 4, bude
3 — 30 =3k =2,

kde % je prirozené (islo; to vSak neni mozné.
Dokéazali jsme, Zze zadné pfirozené Cislo » nemd vlastnost
popsanou v zadani tlohy. _
Druhé feSeni. MnoZina {n;n + l;n + 2;n + 3; n + 4;
n + 5} se skladd ze Sesti po sobé& jdoucich pfirozenych Cisel.
Predpokladejme, Ze ji lze rozlozit ve dvé podmnoziny poza-
dovanych vlastnosti. Potom zfejmé soucin

S,=nn+1)mn+2)n+3)(n+4)(n+5)

je Ctvercem prfirozeného Cisla. Rozlozime-li tedy soulin S,
na prvocinitele
kde pi, Pos -..» P, jSOU navzajem ruznd prvocisla, budou
exponenty 7y, ¥y ..., r, pfirozend suda cisla. Pfitom prvo-
Cislem p; musi byt délitelna aspon dvé z cisel n, n + 1, ...,
n -+ 5 (souliny prvkd obou podmnozin musi byt délitelné
prvocislem p;).

Ze Sesti po sobé nasledujicich pfirozenych Cisel je aspor
jedno délitelné péti. Proto, jak jsme ukazali, aspon dvé z Cisel
n,n+ 1, ..., n-+ 5 musi byt délitelnd péti. Protoze Cisel n,
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n-+1, ..., n+5 je Sest, nastane tato moznost jen tehdy,
bude-li » délitelné péti, tj. kdyz

" n = 5k, €))]
kde % je pfirozené cislo.

ProtoZze nejvySe jedno ze Sesti po sobé jdoucich dCisel je
délitelné sedmi, nemiZe byt v naSem piipadé Zadné z Cisel
ny,n+1,...,n 4+ 5 délitelné sedmi. To je mozné jen tak, Ze

n="1+1, )
kde 7 je celé nezaporné cislo.

Jedna z podmnoZzin obsahuje Cislo #. Soucin prvki druhé
podmnoziny je tedy délitelny cislem z. Potom i soucin

M+ 1D)(m+2)(m+3)(n+4)@m+5 =4A.n+ 120

je délitelny Cislem n. Ponévadz A je ziejmé celé Cislo, je n
nutné délitelem Cisla 120. Vzhledem k (1) vSak pfichazeji
v uvahu jen tito délitelé Cisla 120:

5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 120.
Z nich pouze 15 a 120 spliuji podminku (2). Vypocteme-li
pfislusné souciny S, tj.
S5 =27.3%.52.17.19,
Sip0 =26.32.54.112.31.41.61,
vidime, Ze u prvociniteld obou Cisel se vyskytuji liché expo-
nenty, takze zddné z Cisel S;;, S;90 neni Ctvercem prirozeného
¢isla.
Neexistuje tedy zadné Cislo #» poZadovanych vlastnosti.
7

Cisla x, y jsou nutné riizna od nuly.
[1] V pfipadé x > 0, y > 0 musi byt

l+x=y a l+y=x
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neboli
x—1=y=x-+1.

Zde mame tii moZnosti:

a) y =x — 1. Potom je - j;y :%:lcelé Cislo. Ale
l+x_x+l_ 2
y a1t teo1e

a to je celé Cislo pravé tehdy, je-li x — 1 délitelem 2, tj. vzhle-
dem k x > 0 dostavame x = 2 nebo 3; pfislusné y = x — 1 =
=1 nebo 2. Obé nalezené dvojice (x =2, y = 1), (x =3,
vy = 2) vyhovuji dloze, o ¢emZ se miZeme snadno presvédcit
- dosazenim.

b) y = x. Pak
1+x:1+y:1+x:1+17'
y x x X

Nutné x = 1. Dvojice (x = 1, y = 1) vyhovuje tloze.

oy=x+11. x =y — 1 To je zfejmé obdobné jako
v a); vysledek zde dostaneme symetrickym obrazem vysledka
z a) podle pfimky y = x.

V 1. kvadrantu je tedy celkem pét feSeni (viz obr. 1).

[2] Je-li x = —1, pak pro kazdé celé y - 0 dostavame vy-
hovujici dvojici (obr. 1).

V piipadé x << —1, y > 0 ziejm¢é musi platit

—(1+x)=y a 1+y=—x,
cili
, —A+D=y< — (A +x),
tj.
y=—x—1L
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Potom skute¢né

1—}—x_41—|—x
y 1 +4+x

= —1 je celé Cislo

x . .
= — — = —1 je rovnéz celé {islo.
X

Nalezené dvojice jsou opet znazornény na obr. 1.

[3] Pfipad y = —1 je zase snadny (viz obr. 1). Mé&me tedy
x < —1, y < —1. Pak musi platit

—(l+x)=-y a —(1+3=—x
neboli
x+l=y=x—1
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coz vak neni mozné, nebot
x+1>x—1.

V tomto pfipadé nenachidzime tedy Zzadnou vyhovujici dvojici
X Y.
[4] Vzhledem k soumérnosti vysledku podle pfimky y = x
nemusime uz IV. kvadrant vySetfovat.
Tim je cela rovina prozkouména; tiloha ma nekonecné mnoho
feSeni (viz obr. 1).

8

Vsechna ¢isla zapisujeme v desitkové soustavé. Bud abe . . . f
k cifer

libovolné k-ciferné (&islo (a ##~ 0). UkadZeme, Ze ctverec né-
kterého pfirozeného Cisla ma za prvnich & Cislic zleva pravé
abc...f.

Vezméme dCisla
N, =abc...f00...0, N,=abc...f99...9.

[ — [ —

k 3k k 3k

Bud 7 nejvétsi Ctverec pfirozeného Cisla, ktery nepievySuje
Cislo N;. Vsimnéme si, Ze n < 10%, Dale
Ny<m+12=n>4+2n+1< N, +2.10% +1<
< N; +10% — 1 = N,.

Ponévadz tedy
Ny < (n+ 1)? < N,,

zalina Cislo (n + 1) Cislicemi abc . .. f a odpovéd na otizku
dlohy je kladna.

Pozndmka. Rozmyslete si, plati-li obdobné tvrzeni pro
vys$i mocniny neZ druhé.
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9

Pomoci kofent kvadratické rovnice 2x%2 —x — 36 =0,
2 ey .9 .
jimiz jsou Cisla 5 —4, najdeme rozklad

2% —x — 36 = (2x — 9) (x + 4).
Nyni musi byt bud ’

[1] 2 — 9= 41, x +4 = 4p
nebo

[2) x+4=+41, 2 — 9= +p2,
nebo

(3] x+4=4p, 2x—9=+p,

kde p je prvodislo.
V ptipadé [1] dostaneme z prvni rovnice bud x = 5 nebo

x = 4, naceZ druhi rovnice did bud p? =9 nebo p* = —8.
Vychazi tedy jedno feSeni
x =5.
V pripadé [2] dostaneme z prvni rovnice bud x = —3 nebo
x = —5, coZz dosazeno do druhé rovnice dava bud p* = —15

nebo p? = 19. To nevede k Zidnému dal$imu feSeni.
Konecné v pifipadé [3] musi byt x + 4 = 2x — 9; odtud
vychazi x =13, (x + 4) 2x — 9) = 17%. Mame tedy druhé
feSeni
x = 13.

Uloha je vyfeSena; hledana &isla jsou x =5 a x = 13.
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10
Bud x celé ¢islo. Je-li k& pfirozené ¢islo, plati
(x+nf=x"+n.C,
kde C je celé Cislo. Proto také

fx+n)=f() +n.F

kde F je celé Cislo. Jakmile tedy x e M, je téZ x + ne M.
Z toho vsak plyne, Ze mnozina M je bud prazdnid nebo ne-
konecna.

11

Predstavme si vSechna ¢isla 0, 1, 2, ..., 3* — 1 zapsina
v trojkové soustavé. Mezi nimi je pravé 27 Cisel, v jejichZ troj-
kovém zapise se neobjevuje Cislice 2. Dvojnasobek kazdého
takového Cisla nema tedy ve svém trojkovém zéapise Cislici 1,
zatimco soucet dvou riznych takovych disel ji ma. To zna-
mena, Ze tato skupina Cisel vyhovuje pozadavku tulohy.

12

Prvni feSeni. Predpokladejme nejprve, ze Cisla 27 — 1,
2¢ — 1 jsou nesoudélnd, a dokaZme (sporem), Ze i Cisla p, ¢
jsou nesoudélnd. Kdyby bylo p = km, ¢ = kn (k, m, n pii-
rozena, k> 1), méla by disla 27 — 1 = (2¥)m — 1, 2¢ — 1 =
= (2%¥)» — 1 spole¢ného délitele 2* — 1 > 1, coZ by byl spor.

Obracené, budte p, ¢ nesoudélnd Cisla a necht je napf.
p > ¢ (ptipad p = ¢ =1 je totiz jasny); dokazeme, Ze i Cisla
27 — 1, 2¢ — 1 jsou nesoudélna. PonévadZ pro ¢ =1 to plati,
méjme ¢ > 1. Predpoklddejme naopak, Ze Cisla 27 — 1, 27 — 1
maji spolecného délitele d > 1.

Délme d&islo p Cislem ¢ a oznaéme r pfislusny zbytek: p =
— gt +r, kde 1, r jsou pfirozena Cisla a 0 < r < ¢. Cisla
g, r jsou tedy také nesoudélna. Z upravy
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20 — 1 =2a4r — 1 =2r 20t —2r L 2r — ] =
— 2@ —1) 42 —1=2[Q) — 1]+ @ —1)

vyplyva, Zze d je spolenym délitelem i cisel 2¢ — 1, 27 — 1,
pfiemz mame ¢ > r.

Opakovinim postupu naznaleného v predchozim odstavci
(nyni s Cisly ¢, r misto p, ¢) bychom nasli pfirozené Cislo s,
0 << s < r takové, Ze Cisla 27 — 1, 2° — 1 by méla opét spo-
le¢ného délitele d. Pak bychom provedli tutéz uvahu s Cisly r,
s misto g, r atd. PonévadZ p > ¢ > r > s..., dosli bychom
po konecném poctu krokd k takovému Cislu u této posloup-
nosti, Ze 2* — 1 < d. Pak by ale d nemohlo byt délitelem cisla
2 — 1, coz by byl spor.

Cisla2? — 1,2¢ — 1 jsou tedy nesoudélna a véta je dokdzana.

Druhé feSeni. Jsou-li ¢isla p, ¢ soudélnd, pak stejné jako
v pfedchozim feSeni se dokéze, Ze i Cisla 27 — 1, 22 — 1 jsou
soudélna.

M¢jme tedy dvé nesoudélna Cisla p, ¢ (napf. p > ¢) a pro
dikaz sporem predpoklidejme, Ze Cisla 27 — 1, 2¢ — 1 maji
spole¢ného délitele d > 1; pfitom d je liché.

Vyjadfime-li ¢islo 22 — 1 ve dvojkové soustavé, bude

2 —1=11...1, )

kde na pravé strané je pravé p jednicek a zadné nuly ; analogicky
zapis ma i Cislo 2¢ — 1.

Vezméme nyni nejmensi pfirozené Cislo, které je délitelné
Cislem d a jehoZ zapis ve dvojkové soustavé se pritom sklada
ze samych jedniCek; pocet téchto jednicek oznacme m (ziejmé
m > 1). Jinymi slovy, m je nejmensi ze vSech pfirozenych
Cisel n takovych, ze 2" — 1 je délitelné Cislem d. Je tedy 1 <
< m = g < p. UkdZeme, ze m je spolecny délitel Cisel p, ¢,
coz bude spor. Dokazme napf., Ze p je ndsobek m.

Nahradme ve vyjidfeni (1) poslednich m jedni¢ek nulami,
tj. odeCtéme od Cisla 27 — 1 ¢islo 2 — 1. Vznikly rozdil bude
tedy délitelny Cislem d. Je-li nyni p — m > m, nahradme
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dalsich (v pofadi zprava) m jedni¢ek nulami, ¢imZz vznikne
opét Cislo délitelné d (rozdil dvou d&isel délitelnych d). Tak
postupujeme dale. Jsou dvé moznosti: bud po nékolika kro-
cich vSechny jednicky zmizi (takZe p bude néasobkem m,
c. b. d.) nebo zbude prvnich 2 < m jedniCek, za nimiz bude
nasledovat p — & nul. Posledni ¢islo je pak rovno (2 —1).
.2r% 3 je délitelné Cislem d (jak vyplyva z naSeho postupu).
Ponévadz vsak d je liché, nutné d déli 2 — 1. To je ale spor
s volbou disla m.
Tvrzeni je dokdzano.

13

Budiz napt. m > n a piSme m = n -+ x, kde x je pfirozené
Cislo. Kdyby dana dvé cisla byla soudélnd, existovala by pfi-
rozena Cisla d > 1, p, g takova, Ze

2" L 1=d.p, tj. 22" =d.p—1, (1)

2"+ 1=d.qg t. 22"=d.q— 1. (2)
Ponévadz ale

QoM _ gewts _ gam v 9T _ (ganyar
dostali bychom podle (1), (2)
d.p—1=@{d.q— 13,
a dale (vzhledem k sudému exponentu na pravé strané)
A.d=2,

kde A je pfirozené Cislo. Z toho plyne, Ze d = 1 nebo 2.
Avsak nemiZe byt d = 2, nebot d je délitel danych lichych cisel.
Je tedy nutné d = 1, coZ je ovSem spor s nasim piedpokladem,
ze d > 1. ;

Kdyby bylo jenom konecné mnoho prvocisel

PP+ 5 Pro>
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pak by nékteré z nich muselo byt spoleénym prvocinitelem dvou
z k + 1 riznych &sel 22’ 4 1,kdej =1, 2, ..., k+ 1. To
by byl spor s tvrzenim dokdzanym v piedchozim odstavci.
Existuje tedy nekone¢né mnoho prvocisel.

Poznamka. Ctenafi jisté znaji pfimé&jsi dikaz posledniho
tvrzeni.

14
Pro soucet r (=2) po sobé jdoucich pfirozenych Cisel
mm-+1,...,m+r—1

plati znamy vzorecek
r—1 1
Y m+j)=—=r@m+r—1).

; i=o 2
Z toho predevsim vyplyva, Ze Cisla tvaru N = 2* (x celé ne-
zéporné) patii mezi hledana &isla. Nelze je totiz vibec vy-
jadfit jako soucet alesponi dvou po sobé jdoucich pfirozenych
Cisel, nebot Cislo r 2m + r — 1) ma zfeymé lichého délitele
vét§iho nez 1.

Hledejme nyni pfirozené cislo N vyhovujici podminkim
tlohy, které ma alesponl jednoho lichého prvocinitele 2% + 1.
Miazeme tedy psat

N=_2k+ 1)n,

kde 7 je vhodné pfirozené Cislo. Vezmeme-li posloupnost
celych Cisel

n—kn—k+1,...,nn+1,...,n+ 4, (1)

ktera ma pravé 2k + 1 ¢lend, bude jeji soulet roven Cislu
(2k +1)n = N. Cislo N se nim tedy podatilo vyjadiit jako
soucet 2% 4 1 po sobé jdoucich celych cisel. Nékolik prvnich
Clenti v (1) vSak mohou byt nekladni disla; vynechame-li je
i s Cisly k nim opacnymi, zbude posloupnost alesponi dvou
po sobé jdoucich pfirozenych &isel, kterd ma méné nez 2k + 1
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Clend, ale tyz soucet N (soucet vynechanych ¢lent je totiz
nula). Z toho vyplyva, Ze kazdy lichy prvocinitel hledaného
¢isla N musi byt vétsi nez 1976.

Oznacme nyni 2/ 4 1 soucin vSech lichych prvociniteld
hledaného &isla N, takze

N =2+ 1)s,
kde s je (cela nezaporna) mocnina dvojky. Pfitom uZ vime, Ze
20 4+ 1 > 1976, tedy I > 987. Je-li s =1, je nutné s = 1024
(nejbliz§i mocnina dvojky pfevySujici Cislo 987 je 1024). Je-li
s < I, vezmeme opét posloupnost celych Cisel
s—Ls—1+1,...,8,s+1,...,8s+1,

jejiz soucet je (2 + 1) s = N. Z ni vsak jiz dovedeme utvofrit
posloupnost po sobé jdoucich pfirozenych Ccisel, kterd ma
rovnéz souCet N. Poclet Clent této posloupnosti bude

@I+1)—20—s)—1=2s.

Proto musi byt 2s = 1976, tedy opét s = 1024.
Zatim jsme dokazali, Ze hledané pfirozené Cislo N (pokud
neni mocninou dvojky), musi mit tvar

N =1024.2¢. M,

kde ¢ je celé nezaporné Cislo a M je soucinem prvocisel vétsich
nez 1976.

DokaZzme nyni, Ze pravé popsand ¢isla N skutecné vyhovuji
pozadavkim ulohy. Provedme nepfimy dikaz tohoto tvrzeni.

Predpokliadejme nejprve, Ze by takové Cislo N bylo souctem
lichého poctu 2r + 1 << 1976 (r = 1) po sobé jdoucich pii-
rozenych &isel. Oznalime-li p prostiedni z nich, bude N
souctem pfirozenych cisel

p—rap—r+1,...,pp+1L...,p+1
tj. bude
N =(Q2r + 1)p.
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Cislo 2r 4+ 1 bude tedy lichym d&litelem ¢&isla N, a proto
2r 4+ 1 > 1976, coZ je spor.

Predpoklddejme nyni, Ze by naSe Cislo N bylo souctem
sudého poftu 2r < 1976 (r = 1) po sobé jdoucich pfiro-
zenych Cisel. Oznacime-li m prvé z nich, bude

N =r(2m + 2r — 1).
Cislo v zavorce je liché, proto plati » = 1024, tedy 2r = 2048 >
> 1976, coZ je opét spor.

Zavér. Hledana cisla jsou jednak vSechny celé nezdporné
mocniny ¢isla 2, jednak vSechna Cisla, ktera maji vSechny liché

prvocinitele vétsi nez 1976 a ktera jsou zaroven délitelnd
Cislem 1024.

15

Prvni feSeni. Tvrzeni dokdZeme sestrojenim vybrané po-
sloupnosti s uvedenou vlastnosti uzitim matematické indukce.
Predpokladejme, Ze kazda dvé z pfirozenych Cisel

a=2"—3,a,=2"—3, ..., aq =2"%—3, 1

kde 2 =n, < n, < ... < m, jsou nesoudéna a sestrojme Cislo
@y = 2"+ — 3 nesoudélné s kazdym z Cisel (1) takto:
OznaCme s = a;ay ..., Z s+ 1 Cisel 20, 21, ..., 25 lze

vybrat alesponn dvé takova, Ze pfi déleni Cislem s davaji tyz
zbytek. Necht jsou to &isla 2%, 27 (o > f). Pak tedy

20 — 20 =p.s, (2)
kde p je ptirozené Cislo. Vztah (2) lze psat ve tvaru
=3 —1)2=p.s
a ponévadz s je liché, plyne odtud, Ze
220 —1=gq.s, (3)
kde ¢ je pfirozené cislo. Z (3) pak dostaneme

20-3+2 3 =4,2%0 —3=4(¢gs +1) —3 = 4¢s + L.

45



Staci tedy vzit
My =0 — 4 2, apyy = 4gs + 1.

Ponévadz ziejmé plati a;., > a;, je téZ n,., > n, a v celé
konstrukci muzeme neomezené pokraCovat.

Druhé feSeni. Budiz

A5 Aoy o v o 5 A ¢))
k = 2 po dvou nesoudélnych ¢lent dané posloupnosti. Necht
P1>Pos- v s Py ©)

jsou vSechna prvocisla, ktera déli nékteré z Cisel (1). Prvodisla
(2) jsou ziejmé licha, takze podle Fermatovy véty (pozn. za
feSenim) plati
271 =1 mod p; 3)
pro kazdé i =1, 2, ..., r. PoloZme '
s=(p—D@—1)...(p, — D).
Vhodnym umocnénim kongruence (3) dostaneme
2 =1 mod p; 4
pro kazdé 1 =1, 2, ..., r. Z (4) plyne, Ze
2571 =2 mod p;
opét pro kazdé 7 =1, 2, ..., r. Kazdé p;, tedy déli cislo
2s+1 — 2 a nedéli tudiz Cislo 25+1 — 3. To znamena, Ze Cislo
ak+1 — 28+1 i 3 > 1

je nesoudélné s kazdym z cisel (1), takze je také ruzné od
kazdého z nich. Naznacena konstrukce dokazuje tvrzeni.
Poznimka. Jestlize celé Cislo a neni délitelné prvocislem
p, pak Cislo a»—! dava pfi déleni prvocislem p zbytek 1, tj.
plati
ar—!' =1 mod p. (1)
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To je Fermatova véra; muzeme ji dokdzat napf. takto:

Necht ry, 15, ..., 1, jsou pofadé zbytky cisel a, 2a, ...,
(p — 1) a po déleni prvocislem p. Kazdy z téchto zbytku je
nékteré z Cisel 1, 2, ..., (p — 1) a plati

a=r, modp,
2a =r, mod p,

(p —1)a=r,_, modp.

Ci§1a Tys Tas ... T,y jsOU navzijem riznd (ovéfte nepiimo
uzitim predpokladu véty). Proto
ety oo Ty =1.2. ... (p— 1. (2)

Vynasobenim uvedenych kongruenci dostaneme
1.2. ... .(p—D.a»'=r,.1ry. ... .1~ modp

a odtud jiz plyne (1), nebot soucin v (2) neni délitelny prvo-
Cislem p.

) 16
1+1~+ ! teet o <1+flf*+ﬁi~-+...
23 33 2 33—-3
1 1 1
Twea T2 ot
T oL (17 S N
n—Dnmn+1) 1.2 2.3 ' 2.3
R T S )_
3.4 777 (n—Dn namn+1)
PP SR N S DR 0§
2\2 n(n+1) 4  2n(n+1 )
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Nejprve vysetiime, pro kterd realna ¢isla x ma dana funkce
smysl. :

mwwmnWMpmnl—;+ugOnwm

x|x| =2
Tuto nerovnici spliiuje kazdé zaporné Cislo x, nebot leva strana
je v tomto piipadé zapornd; pro nezdpornd x je |x|=x
a nerovnost diva podminku x = |/2. V daliim budeme
proto predpokladat, Ze je
x =<2 (1)
Dale staci uz jen ovéfit, zda plati

I—Z—ixw—],/;j;‘wxeo;

pak totizZ i vyraz pod prvou odmocninou v defini¢nim predpisu
dané funkce bude tim spiSe nezdporny. Vzhledem k (1) mizZeme
vSak posledni nerovnost ekvivalentné upravit

PRI Voo

lfzwxr:)/l EIP

X x o X

— > =
AR (AP IR TP

(%Jxl)zzo,

¢imz je jeji platnost ovéfena. »
Defini¢ni obor dané funkce je tedy urCen jedinou pod-
minkou (1).

Polozme ¢ = Z x|, a=1—¢, b= Vli:AHZ?.
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Potom

y=Vais—Yab=Qats—Ya—by-

—Vatb—2y@—F+a—b=)2(—}ar—p)—

~J2a—c=TeD)

Prox < 0jec < Oatedyy = [/'27('1': c— (=) = Vf, zatim-
coprox =0jec=0atedyy = ]/2(1 —2) = 1/2—4—972.
Zivér.Prox <0jey = l/i konstantni a pfislusny graf je
polopfimka. Pro 0 <x=]/2 je y =]/2 —x* a grafem je
Ctvrtkruznice se stfedem v pocatku a polomérem [/2_, ktera
lezi v prvém kvadrantu.
Graf dané funkce je naznaen na obr. 2.

Yy
I =S
| ~
| S
| s
| //
|
i X
Obr. 2. -1 0 z
18

Je-li p = 0, mame konstantni funkci y = 0; v tomto pfi-
padé je prva Cast dlohy samoziejmé splnéna a druhd nepfi-
chazi v dvahu. Budeme proto v dal$im pfedpokladat, Ze je
p#0.
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Nalezi-li bod 4 = [x,y] grafu dané funkce, pak na tomto
grafu lezi i bod 4" = [—x, —y], jak je vidét pfimo z defini¢-
niho predpisu. Graf funkce je tedy soumérny podle pocitku
O = [0, 0] pravouhlych soufadnic, takze jej stali vySetfovat
jen pro x = 0.

. |
Nejprve mame dokazat, Ze vzdy plati |y | < —, tj.

2
¢ T 3
2tprt1l ~ 2"
neboli
2pl=x
Y E

Tuto nerovnost lze ekvivalentné upravit na

2|pla<x®+p*+1
neboli

O<(x—Ip+1,
coZ plati.

Déle mame zvolit p tak, aby pro vSechna x platilo y < L

cili

R

px 1 (1)
x4+ p2+1 4
a aby pro nékteré x nastala v tomto vztahu rovnost. Ekvivalent-
nimi dpravami dostaneme

dpx < x* + p* 4 1,
0=(x—2p+1—3p% 1)
Nemuze byt 1 — 3p? < 0, nebot pak by nerovnost nebyla spl-
néna napf. pro x = 2p. Nemize byt ani 1 — 3p* > 0,
nebot pak by pro vSechna x platila ostrd nerovnost. Je tedy
nutné 1 — 3p? =0, tj.

IA

N
p=%5
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V tomto ptipadé vztah (1) a tedy i (1) plati pro vSechna x a rov-
nost nastane pro x = 2p, tj.

Pro p = M;i dostavame funkci

R
Y= 3214 2
s
aprop=— 5 funkci
V3
O ®)

Ponévadz graf funkce (3) se dostane jako obraz grafu funkce (2)
v soumérnosti podle osy x, vySetfime pouze pribéh funkce (2).
Dokéazeme, Ze pro

0§x§—2~3v—3

je funkce (2) rostouci a pro

je funkce (2) klesajici.
Oznaéme y,, y, hodnoty funkce (2), které pfislusi po fadé
k hodnotdm x,, x,, pro néZz plati

0§x1<x2§2TV3 4)

%3 /3

V2T NT R s T e 4

(-3
INCT R TC

Pak je

(4 — 3x;%,). ®)

51



Prvni Cinitel (zlomek) vyrazu (5) je kladny. Z (4) plyne
4 . . ..

XXy < 55 takze 4 — 3x,x, > 0; je tedy i druhy Cinitel vy-

razu (5) kladny a tim i y, — y, > 0 neboli y, > y,. Podobné

23

se dokaze, Ze pro x = 3 je funkce (2) klesajici.

Graf funkce (2) sestrojime uzitim této tabulky:

2

| =
-

N

| -

| bl
N}

23
0|21 - -
10 0,182
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Dile uzijeme stiedové soumérnosti grafu vzhledem k bodu
O = [0, 0]; viz obr. 3.

Vysledek. Existuji pravé dvé funkce

V3 32

Y= mryar YT T mria
které spliiuji druhy poZadavek ulohy. Prvni z nich nabyvé

2
— ; ostatni hod-

13

. 1 2 ;
maxima — pro x = —,—a druh4 pro x = —
4 V3

< . g 1
noty téchto funkci jsou mensi nez .

Poznamka. Tento pfiklad je mozno fesit téZ elementarnimi
metodami diferencidlniho poctu.

19

Ano. Stali sestrojit takovy rozklad, aby kazda Cast obsahovala
libovolné dlouhé intervaly po sobé jdoucich pfirozenych cisel.
Napt. v obr. 4 jsou Cisla jedné Casti rozkladu znacena plnymi
krouzky a zbyvajici prazdnymi; Cisla 11, ..., 15 budou tedy
vyznacena plnymi krouzky, dalich Sest cisel 16, ..., 21
prazdnymi atd.

——0

obr.a. 1 2 3

oO—

5 6 * 8 9 10

Ne

20

Prvni feSeni. Je-li x kofenem dané rovnice, plati

(Vo= +2 )1y =,
x =0,
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a také obrécené, spliuje-li Cislo x vztahy (1), je kofenem dané
rovnice. Soustavu (1) upravime

4Vx2~p.]/§§—v1:p+4—4x2,
x=0.

Tato soustava je ekvivalentni soustavé

MVﬂ—¢.%W—Dh=@+4f4ﬂﬁ]
x=0, @
p+4—4x2=0, J
a dale soustavé
16(x2 —p) (x2 — 1) = (p + 4 — 4x2)?,
x=0,
p+4—4x2>0),
x? —p = 03
x2—1=0

82 —p)x* = (4 —p)%
x =0,

p+4
e S Wi
x4 =

neboli

> ©)

x2=p,
x? 1

V1

Ukazeme, Ze pii p = 2 nema soustava (3) feSeni. Je-li totiz
p =2a p +# 4, pak leva strana v rovnici z (3) je nekladna,
kdezto prava kladna; je-li p = 4, pak nutné x = 0, coz vSak
odporuje posledni podmince v soustavé (3).
V dalsim proto pfedpoklddejme, Ze je p < 2. Pak musi byt
X2 — (4 - P)2

- 82—p°

V tomto pfipadé jsou splnény obé posledni podminky soustavy
(3), nebot je lze psat ve tvaru
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Gp—4r_, ??

o/ .\ = 3 C N g 0,
8(2—p) 8(2—»2)
coz plati.
Nerovnost
(4—pP _p+4
82—p)— 4
je splnéna pravé tehdy, plati-li
23 —4) <0
2—p
¢ili (mame p < 2)
1.
4
0=p= 3 4)

Pro ¢isla p vyhovujici nerovnostem (4) je tedy soustava (3)
ekvivalentni soustavé

PGSO
8(2—p)’ (5)
x=0;

pro jind p soustava (3) nema feSeni.
Ponévadz dana rovnice je ekvivalentni soustavé (3), do-
stavame z (5) jediné feSeni

za predpokladu (4); nespliuje-li ¢islo p podminky (4), nema
uloha feSeni.

Druhé feSeni. Necht x je realny kofen dané rovnice. Pak
plati

2/ —1=2x— st —p,
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a umocnime-li obé strany této rovnice dvéma, dostaneme po
upravé

2x2 +(p — 4) = -ZxVJ?ﬁp.

Po dal$im umocnéni a upravé vyjde

44 —2p)x* = (p — 4™ M

Odtud plyne, Ze p # 2, 4 (v pfipadé p =4 da (1) kofen
x = 0, ktery vSak nevyhovuje dané rovnici). Je-li p # 2, 4,
je nutné v (1) 4 — 2p > 0 neboli p < 2. V uvahu pak pfichazi
kofen rovnice (1) dany vzorcem

—4
S Ak @
2)/4 —2p

nebot Cislo x na pravé strané dané rovnice musi byt nezaporné.
Je ovsem tieba ovéfit, zda toto x spliiuje rovnici ulohy. Vy-

pocteme
o, G Gp 4y
4(4 —2p) 4(4 —2p)°
takze
Ve —p = PR
2/4—2p
Dale
el - P
44 —2p) 44 — 2p)
a
je—1=__l2l
2|4 —2p

Cislo (2) bude tedy kofenem dané rovnice pravé tehdy, bude-li
platit

3p—4| +2[pl=1p—4]. (3)
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Pii zkoumani rovnice (3) rozli§ime Ctyfi intervaly:
a)p=0,
4
b)0=p= EE

d%gpg&

d)p=4.
V piipad¢ a) ma rovnice (3) tvar —3p +4 — 2p =4 — p, tj.
p = 0. V pfipad¢ b) rovnice (3) zni —3p +4 +2p =4 —p
a vyhovuje ji kterékoli p z tohoto intervalu. V pfipad¢ c) ma
rovnice (3) tvar 3p — 4 + 2p =4 — p a jediné feSeni p = 3
Konecné ptipad d) vzhledem k vyse nalezené podmince p << 2
nemusime uZ vysetfovat.

Vysledek: jediny mozny kofen (2) vyhovuje dané rovnici

jen v pfipadé p<2 a 0<p =< é—. Podminka feSitelnosti
tedy je 3
0< < ,4,
=p= 3
a jediny kofen
iy 2
2)/a—2p
21
Prostym vynasobenim vychazi
V2+1) =42+ B, (1)

kde A, B jsou prirozena Cisla.
Predpokladejme nejprve, Ze 7 je liché. Pak z analyzy pfedchozi
uvahy vyplyva , ‘
(2 -1 =42 —B. (2)
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Znasobenim rovnosti (1), (2) dostaneme
1 =24* — B,
z Cehoz
24® — 1. (3)
Polozime-li m = 24* — 1, obdrzime vzhledem k (1), (2), (3)
zadany vysledek
V2= |m+1+£|m.
V ptipadé, kdy # je sudé, plati obdobné

(J2 —1» = —4}2 + B. (4
Znasobenim rovnosti (1), (4) plyne
1 =B — 242,
odkud _
B =24 11. (5)

Polozime-1i nyni m = 242, dostaneme vzhledem k (1), (4), (5)
opét zadany vysledek
B2+ =|m+14m.

Véta je dokazéna.

22

Dané rovnice oznaéme postupné znaky (1) az (3). Z (2) a (3)
odvodime, Ze
(x + y) = b2 + 22,
az (1) plyne, ze
(x +3)* = (a — 2)*

Porovnanim poslednich dvou vztaht dostaneme

a? — 2az = b2,
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Je-li a = 0, b +# 0, nema soustava feSeni. V pfipadé a = b =0
nachézime z (2) jediné feSeni x =y = 2 = 0.
Bud tedy a # 0. Pak

a2 _ b2
=0 4)
Dosadime-li (4) do (1) a (3), vypocteme
a® + b?
x+y= T 3
(a2 _ b2)2
Xy = a2 (6)

Ponévadz neznamé x, y vystupuji v dané soustavé symetricky,
muzeme pfedpoklidat napf. x = y. Pak z rovnic (5), (6) vy-
pocteme , B

IR V/102%* — 3a* — 35"

4a 4a g
Q)
@+ |10a%® —3a' —3b
T 4a  4a
ovSem za pfedpokladu, Ze je
10a26? — 3a* — 3b* = 0; (8)

neplati-li (8), nema soustava realna feSeni.

Dosazenim se lze prfesvéddit, Ze trojice Cisel x, y, z dana
vztahy (7) a (4) (a téZ druha trojice, kterd vznikne vyménou
pismen x, y) skute¢né vyhovuje dané soustavé.

. ; . . a® -+ b?
Aby kofeny byly kladné, musi byt nutné x +y = % >
2 H2
> 0, odkud a > 0, a dile 2z = q7b>0’ z CehoZz a >

> | b |. Obraceng, je-lia > | b |, pak kofen z je kladny a rovnéz
koteny x, y jsou kladné, nebot byly vypocteny ze soustavy
rovnic (5), (6) [z (6) plyne, Ze x, y maji stejnd znaménka, podle
(5) vsak x, y nemohou byt obé zaporna). Necht je tedy a > | b |,
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Nalezené kofeny x, y jsou rizné pravé tehdy, je-li 10a%h* —
— 3a! — 3b* > 0 neboli @ < | b | |/3. Pak i kofen z je rizny
od x i od y; kdyby napf. x = 2, plynulo by z rovnice (3)
y =2z, a tedy x = y.

Nutna a postacujici podminka k tomu, aby disla x, y, z spl-
nujici danou soustavu rovnic byla kladna a navzijem raznd, je

bl <a<|bl]3.

23

Z4dné z hledanych ¢&isel nemiZe byt nula; kdyby napi.
x;, = 0, pak by muselo platit

XoX5Xy = 2,

Xy = X3 = X4 = 2,

coz neni mozné. Oznalime-li x;x,x,x, = p, pak pro kazdé ; =
=1, 2, 3, 4 plati
X + P _ 2
X;
¢ili
x2 —2x; +p=0.

Vsechna Ctyfi hledana Cisla jsou tedy kofeny jedné kvadratické
rovnice. Proto nejvySe dvé z nich mohou byt rizna. VySetfime
tyto tfi moznosti:

[1] x, = x, = xy = x, = m, takZie m + m® = 2. Ponévadz
funkce m -+ m® je rostouci, nachdzime jediny realny kofen
m = 1.

[2] Necht napf. x; = x, = x3 = m, x, = n. Pak mame sou-
stavu rovnic

m + mPn = 2,

n -+ m = 2.
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Odectenim
(m —n) (1 —m?) = 0.

Moznosti m = n a m = 1 nevedou k nicemu novému. V pfi-
padé m = —1 bude n = 3. Tak dostaneme celkem ctyfi feSeni.
[3] V ptipadé x;, = x, = m, x3 = x, =7 mame soustavu

m + mn?® = 2,
. n -+ nm® = 2.
Odectenim
(m —n) (1 — mn) = 0.

Opét staci uvazovat jen moznost mn = 1. Pak ale z pfedchozi
, 1

soustavy dostaneme m +n =2 a dale m + — = 2, m* —
m

—2m +1=0,(m — 1> =0,m = 1,n = 1. Ale tento pfipad
jsme uz dfive probrali.

Z4avér. Uloha m4 celkem pét feleni: x, = x, = x, = x, = 1;
jedno z Cisel x; se rovna 3 a ostatni —1.

24

Prvni feSeni. Necht trojice redlnych cisel x;, x,, x, spliiuje
danou soustavu. MuzZeme predpokladat, Ze aspoil dvé z Cisel
X1, X9, X5 jSOU nezaporna; jinak bychom piesli k trojici —x;,
—X,5, —X5, kterd rovnéZ spliiuje danou soustavu. Vhodnou
vyménou neznamych a soucasnou vyménou rovnic dosdhneme
toho, Ze

xl 2 03 x2 2 0

a Ze koeficienty takto upravené soustavy opét spliiuji podminky
a) az c). V posledni rovnici dané soustavy pak bude

Ay Xy + agpxy = 0,
a proto
Ag3%3 = 0, x5 = 0.
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Je tedy x; = 0, x, = 0, x; = 0. BudiZ napf. x; nejvétsi z Cisel
X5 Xgs X35 1).

X = x5 =0, X = x5 = 0. (1)
Vynésobime nerovnosti (1) po fadé zapornymi Cisly a;s, a3
vyjde

A9X) = AypXys 3% = a15%. )

Se¢teme nerovnosti (2) a pfiteme rovnost a;;x, = a;,%;; do-

. staneme

= (@ + arp + ar3) ¥ = apXy + agp Xy + ay3x; = 0.
Odtud plyne — protozZe a;; + a;, + a;3 > 0 — vysledek x; = 0
a dale podle (1) x, = x; = 0.
Druhé feSeni (pfedpokladd nékteré znalosti o determi-
nantech). Oznacme s; = a;; + a@;5 + a;5 proi =1, 2, 3 a vypocté-
me determinant D dané soustavy

a1 Q12 A3 i S1 G1p Qy3
D= | ay Gy a3 | = | Sy Gyp Ay | =
Qg Qg Agg 1 S3 Agp Agg

= 51(A2033 — A23a30) + $5@1303 + S3q12Ga3 — S2@19833 — S3dasdys.
Druhy, tfeti, ¢tvrty a paty scitanec jsou kladna &isla; dokaze-
me-li, Ze je Q@3 — as3as > 0, bude D > 0, takZe podle
znamé véty je x; = X, = x5 = 0 jediné feSeni dané soustavy.

ProtoZe je az; < 0,553 > 0, plati ag, + a;53 > 0; vynasobime-li
tuto nerovnost kladnym ¢islem —a,,; a pfi¢teme-li pak na obou
strandch soucin ay,ag;, dostaneme a@yyds; — dy3dgp — Agydsy >
> yya34, neboli

A2oQs3 — Q