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ULOHY



Rovnice

1. Urcete vSechny dvojice redlnych cisel x, y, pro které
plati

lx+ 1+ y+1=|x+y+ 1]

2. V oboru redlnych cisel feSte soustavu rovnic o tfech
neznamych

x(y+2 y@E+zx 2(x+y)
4 9 10

23
xy + y2 + zx=gxyz.

3. V oboru redlnych d&isel feSte soustavu n + 1 rovnic
o n + 1 neznidmych

Xp X0 + Xp—1%1 + Xp—2%X2 + ... + x0xp = 2Kxg
(k=0,1,2,...,n).

4. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro koeficienty
rovnice

x3 + ax?2 + bx +c¢c=0,
aby dva jeji kofeny byly nenulovd opacnd redlnd Cisla.
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Rovnice s parametry
5. V oboru redlnych &isel najdéte vSechna feseni rovnice
2x — |x| + a|x —a| =0,

kde x je nezndmd a a je redlny parametr.
6. V oboru redlnych Cisel feSte soustavu rovnic

¥ + xy =a® + ab
¥? + xy = a? — ab,
kde x, y jsou nezndmé a a, b redlné parametry.
7. Uréete vSechny kladné hodnoty parametru a, pro néz
m4d soustava rovnic
|* —al + a=|x] + |y
x+2y=2
s nezndmymi x, y prdvé tfi feSeni v oboru redlnych disel.
8. Najdéte vSechna redlnd Cisla a, pro kterd plati: MnoZina

vSech bodu roviny [x, y], jejichZ soufadnice vyhovuji rovnici

[x+y +alyl=1,

vyplni obvod pravotihelniku.
9. V oboru redlnych Cisel feSte soustavu rovnic s neznd-
mymi x, y

11



2x + py = 16
x—2y=3%p?
(p—1x+2y=12p — 6.

Provedte diskusi vzhledem k redlnému parametru p.
10. Kolik feSeni méd v oboru redlnych Cisel soustava

rovnic
b
ax +—=1
y
a
by +—=1
x

s neznamymi x, y? Provedte diskusi vzhledem k danym
redlnym ¢islam a, b.

11. V oboru redlnych Cisel najdéte feSeni soustavy linedr-
nich rovnic
x —a’y + a?z =1
a®x —y + az = —1

ax —ay + z2=1

s nezndmymi ¥, y, £ a redlnym parametrem a.
12. Jsou ddna redlnd Cisla a, b. Najdéte vSechny Ctvefice

12



nezdpornych redlnych cisel x1, x2, x3, xs, které vyhovuji
soustavé rovnic

X1 — X2 —=a

x3—x4:b

x1 4 %2 + x3 4 x4 = |fa2 + b2
Nerovnosti

13. Dokazte, Ze pro kazdd dvé kladnd cisla p, ¢ plati:
Jestlize pg < 1, pak

s

Kdy nastane rovnost?
14. Necht #n je pfirozené Cislo a a, b redlnd Cisla, pro kterd
plati

a=b=0.
Dokazte, ze potom

ar —bn = (a — by,

Urcete vSechny pfipady, kdy plati rovnost.
15, Jsou-li x1, x2, ..., x, kladnd ¢isla, pak plati

13



X1 X2 Xn—1 Xn
— + + ...+ + —=n;
Xn Xn—1 X2 X1

dokazte. Kdy nastane rovnost?
16. Predpoklidejme, Ze pro redlnd d&isla x1, X2, ..., xn
plati
X1+ X2+ ...+ x,=0.
Oznacime-li nejmens$i z nich m a nejvétsi M, dokaite, Ze
X+ x5 o+ xRS — nmM.
Kdy nastane rovnost?
17. Je dano 2n + 1 redlnych CdCisel a1, ag, ..., +1
(n = 2) uspofddanych podle velikosti
a<a<...<am+1.
Kazdému jejich pofadi x1, x2, ..., X2n 41 pfifadime soucet

|x1 — xa2| + [¥2 — x3] + ...+ [X2n — Xon +1] + |¥X2m +1— 21l

Dokazte, Ze nejvétsi soucet dostaneme pro pofadi
a1y Ap +25 A2, Ap +35 -+ -5 Ans A2n + 15 An + 1.

Nerovnice

18. Nalrtnéte mnozinu viech bodid v roviné, jejichz
soufadnice x, y vyhovuji nerovnici
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1= |lx+y —[x—yl|=2

19. Naértnéte mnozinu vsech boda v roviné, jejichz sou-
fadnice x, y vyhovuji nerovnici

(2% — 1323 + 36x) (x* — 17x2 + 16) =0
(y5 — 1398 + 36y) (y* — 172 + 16) —

Funkce

20. Je ddna funkce redlné proménné

+1— |/ — =1
2x 2x

1 + x2 1+ x2
+14+ }/——1
2x 2x

Urcete jeji definiCni obor a sestrojte jeji graf.
21. Funkce proménné x

ll+x2 14+ x2

y = x

y=alx| + b|x — k|

nabyvé hodnoty 0 pro x = —1 a pro x = 3; nejvétsi hod-
nota, které nabyvi, je 2. Urlete konstanty a, b, k a nakreslete
graf funkce.

22. Najdéte vSechny kvadratické funkce f(x), které spliiuji
pro viechna redlnd ¢isla x podminku

f@x + 1) = 4 f(—2).
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23, Jestlize kvadratickd funkce
fx) =ax? + bx + ¢

nabyvi vintervalu —1 = x = 1 pouze hodnot —1 = f(x) <1,
potom |a| =< 2; dokazte. Najdéte vSechny takové funkce,
pro néz |a| = 2.

24. Je ddna mnozina funkci

flx) =x2 +blx| + ¢

kde b, c jsou redlné parametry. Najdéte vSechny funkce z této
mnoziny, které v intervalu {— 1, 1> maji nejvétsi hodnotu 2
a nejmensi hodnotu 1.

25. Je ddna funkce proménné x

x2 + 2px — 2
X2 —2x + 2

f(x) =

Uréete vSechny hodnoty redlného parametru p, pro které je

) <2

pro vSechna redlna Cisla x.
26. Najdéte vSechna redlnd Cisla a, kterd maji tu vlastnost,
ze pro kazdé redlné Cislo x plati

2x2 + x — 1]
—_— < a.
¥ —x+ 1]
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Mnohodieny s celodiselnymi koeficienty
27. Jsou-li koeficienty kvadratické rovnice
ax? +bx +c¢c=0

lichd cCisla, nemd tato rovnice raciondlni kofeny; dokaZzte.
28. Je ddn mnohoclen

flx) =3 + ax? + bx + ¢

s celoCiselnymi koeficienty. Jsou-li pro nékteré celé Cislo m
¢isla f(m), f(m + 1), f(m + 2) ndsobky tfi, pak je ndsobkem
tii Cislo f(k) pro jakékoli celé Cislo k. Dokazte.

Vlastnosti celych Zisel

29. Jsou-li p, g prvocisla vétsi nez 5, je Cislo p* — g4
délitelné Sedesdti. Dokazte.
30. Je-li £ = 3 pfirozené ¢islo, je soucin

Rk + 1)k +2) ... 3k —4) 3k — 3)

délitelny druhou mocninou jakéhokoli pfirozeného Cisla
m < k. Dokazte.

31. Prirozené Cislo N > 2 je soultem aspoil dvou za se-
bou nidsledujicich pfirozenych Cisel, pravé kdyZz neni mocni-
nou Cisla 2. Dokazte. RozloZte Cislo N = 100 na soucet
za sebou ndsledujicich pfirozenych Eisel.

32. Ke kazdému pfirozenému cislu 7 = 150 existuji dva
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ruzni délitelé di, do Cisla 9 000 tak,Ze n déli rozdil di — do.
Dokazte.

33. Dokazte, Ze mezi pfirozenymi Cisly, jejichz dekadicky
zapis konéi Ctyfcislim 1978, existuje Cislo délitelné Cislem
1977.

34. At zvolime jakkoli velké pfirozené Cislo k, existuje
prvocislo tvaru 12z + 5 nebo 127 — 5 (n je pfirozené Cislo)
vétsi nez k. Dokazte.

Hledani celych Cisel s danymi vlastnostmi

35. Najdéte vSechna pfirozend Cisla #, pro néZ je ciferny
soucet Cisla 27 roven 5.

36. V dekadickém zdpisu Cisla 234 5B6 nahradte pismena
A, B {islicemi tak, aby vzniklo Cislo délitelné devatendcti.
Najdéte vSechna feseni.

37. Najdéte vSechna pfirozend Cisla x, kterd vyhovuji
rovnici

45-12720 4 48 =x(x—1)...3.2.1.

38. Najdéte vsechny dvojice pfirozenych Cisel x, ¥, pro
které plati

XY :y»T"?!_

39. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych cisel x, y, pro
které plati

20 —10v] < 5.
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40. Najdéte viechny trojice ptirozenych ¢&isel x, v, 2z
takové, Ze

%8+ 33 4+ 25 = 1979
¥z = x.

41, Najdéte vSechny dvojice celych &isel x, y, pro které
plati, Ze ob¢ Cisla

jsou cela.

42. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych cisel m, n, pro
které plati: Aritmeticky pramér C&isel m, n je dvojciferné
Cislo a vyménime-li jeho (Cislice, dostaneme geometricky
prumér cisel m, n.

Pohyb

43. Voda v fece tece rychlosti 2 m/s. Cesta od pfistavu
k mostu a zpét trvd malému ¢lunu 33 min a velkému ¢lunu,
ktery md (ve stojaté vodé) dvojndsobnou rychlost, 16 min.
Jak daleko je od pfistavu k mostu ?

44. Na kruhové draze vyjeli z téhoz mista soucasné dva
cyklisté v opacnych smérech. Prvni jel rychlosti 6 m/s a potkal
druhého cyklistu v prvnim svém okruhu dvakrat, v druhém
okruhu tfikrdt, ve tfetim okruhu zase dvakrit, vzdy mimo

misto startu. Najdéte co nejuzs$i meze pro rychlost druhého
cyklisty za predpokladu, Ze byla rovnomérnd.
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Sachovnice

45. Na sachovnici tvaru 20 X 20 poli je vyznaceno 31 na-
vzdjem raznych Sachovnic tvaru 8 X 8. DokaZte, Ze existuje
pole, které patfi aspoii Sesti vyznaenym Sachovnicim.

46. Na polich Sachovnice 8 X8 je rozestaveno 42 figurek.
Dokazte, ze nékterd jeji Cast tvaru 4 x4 md figurkami obsa-
zena aspoil 4 diagondlni pole. (Diagondlnimi poli $achovnice
4 x4 rozumime 8 poli na jejich whlopfickdch.)

47. Na Sachovnici tvaru 1000 X 1000 stoji 800 000 figurek.
Dokazte, Ze na obvodu nékteré jeji Cdsti tvaru 8 X8 stoji
asponi 22 figurek.

Operace

48. V oboru redlnych Cisel je ddna bindrni operace
X%xy=x-+3y+ xy.

a) Zjistéte, zda je tato operace komutativmi a asociativni
a zda md neutrdlni prvek.
b) Urcete vSechna redlnd ¢isla x, pro kterd plati

ax(xxx)=>bx%x;

provedte diskusi vzhledem k redlnym parametrim a, b.
49. V oboru pfirozenych Cisel zavedme operaci * takto:
Pro kazdé x je x %1 =1 % x=1. Je-li x>1, y>1
ajsou-i x=p1...9a5 ¥y =q1 ... qp rozklady Ccisel x, y
na soudin prvociniteli, definujeme x * y jako soucin viech
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souttd p; + qx (Ge{l,...,a}, ke {1,...,b}). Dokaite,
Ze operace * je distributivni vzhledem k ndsobeni.

MnoZiny

50. Sestrojte dvé neprdzdné podmnoziny A, B mnoziny C
viech celych ¢isel tak, aby bylo C = AU B, aby nebylo
A =B = C a aby pro libovolnd &isla a€ A, a' € A, beB,
b’ € B platilo

a+aecAb+behAa+beb.

DokaZte, Ze tiloha md jediné fe$eni. Ddle dokaZte, Ze nahra-
dime-li v tiloze mnoZinu C vSech celych &isel mnoZinou R
viech redlnych ¢isel, Gloha nemd feSeni.

Geometrické nerovnosti

Jedna z nejjednodussich tloh na geometrické nerovnosti
je uloha najit mezi vSemi pravouhelniky daného obvodu
ten, ktery md nejvétsi obsah. Je to tloha lehkd, vhodnd i pro
zaky nejvyssich trid zdkladni Skoly. Oznacime-li totiz dany
obvod 4a a jednu stranu. pravouhelniku x, je druhd strana
pravouhelniku 2a — x (aby byl obvod roven 4a) a jeho ob-
sah P se rovnd Cislu x (2a — x) = a2 — (a — x)2. Odtud je
vidét, Ze hodnota P je nejvétsi pravé tehdy, kdyZ je x = a.
Pak se 2a — x rovnd také hodnoté a, pravouhelnik maxim4l-
niho obsahu pii daném obvodu je tedy étverec. Ulohu mi-
Zeme formulovat téZ algebraicky: Mezi vSemi dvojicemi
kladnych c¢isel daného souétu 2a (a > 0) najit tu dvojici
Cisel, jejichz souin je maximdlni. Vysledkem je dvojice
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(a, a) Cisel sobé rovnych. Misto Cisel kladnych jsme mohli
uvazovat téz Cisla nezdpornd, tvrzeni pak plati také. Pod-
statné obtiznéjsi je uloha, pfi které se neomezime na pravo-
thelniky (obdélniky a cCtverce), nybrz budeme hledat mezi
vSemi Ctyfuhelniky daného obvodu.

51. Ze vSech cCtyfihelnikd daného obvodu md nejvétsi
obsah ctverec. Dokazte.

Vime, ze k jednoznaénému uréeni trojuhelniku je Casto
tieba zadat tfi jeho prvky, napfiklad velikosti jeho tfi stran
nebo dvé strany a dhel jimi sevieny. Pak se ndm zdd,
Ze tloha, pfi které jsou diny pouze dva prvky trojuhelni-
ku, neni zaddna uplné. Pfitom se pii feSeni ukdze, Ze podmin-
kdm tlohy vyhovuje dokonce pouze jediny trojuhelnik. Po-
dobné je tomu i v pfipad¢ ctyfihelniku, pétitihelniku nebo
libovolného mnohotihelniku. Uvedme ptiklad takové dlohy.

52. Najdéte vSechny trojuhelniky o obsahu 18 cm?, jejichz
jedind strana je vét$i neZ 6 cm.

Prikladem tlohy, kterd md nekoneéné mnoho feSeni, je
dalsi uloha.

53. Sestrojte ¢tyfuhelnik ABCD, u néhoz soulet velikosti
usecek AB, AC, AD je 20 cm a jehoZ obsah je vét$i nez
49 cm?2.

Dile uvedeme fadu uloh duikazovych.

54. Je-li trojihelnik T3 cely obsaZen v trojuhelniku T3,
pak plati:

a) délka nejvétsi strany trojuhelniku 77 je mens$i nebo
rovna délce nejvétsi strany trojihelniku Tg;
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b) délka nejmensi vysky trojuhelniku 77 je mensi nebo
rovna délce nejmensi vysky trojihelniku 7%.

Dokazte obé tvrzeni.

55. Je-li v délka nejmens$i vySky trojuhelniku a P jeho
obsah, pak plati v < VF]/—; Dokazte a zjistéte, kdy plati
znaménko rovnosti.

56. Je didn pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC,

jehoz zdkladna md stfed D a délku 2.
a) Dokazte, Ze pro kazdy bod M vysky CD plati

|AM| + |BM| + |CM| =1 + /3.

b) Sestrojte ten bod M vySky CD, pro ktery je soucet
|AM| + |BM| + |CM| nejmensi.

57. Je dan vypukly (tj. konvexni) Ctyrthelnik ABCD
a bod X uhlopficky BD takovy, Ze piimka AX protind
stranu CD v jejim vnitfnim bodé. Pak plati |[4X + BX +
+ |CX| < |4D| + |BD| + |CD|. Dokaite a zjistéte, zda
plati tato nerovnost téZ v ptipadé, kdy pfimka AX prochdzi
vrcholem C nebo protind tsecku BC.

Dalsi dvé ulohy se tykaji sou¢tu druhych mocnin vzdalenosti.

58. V roviné je ddn obdélnik ABCD o strandch a, b.
Najdéte v obdélniku vSechny body X, pro které je soucet
|AX|?2 + |BX|?2 + |CX|2 + |DX|2 minimalni.

59. Je ddn trojuhelnik ABC, velikosti jeho stran jsou
a, b, c. Najdéte bod trojihelniku, pro ktery je soucet dru-
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hych mocnin jeho vzdélenosti od vrchol trojuhelniku mini-
malni.

Na zdvér odstavce jedna uloha o zvla$tnim ptipadu licho-
béZniku.

60. Lichobéznik ABCD md tu vlastnost, Ze vSechny jeho
strany se dotykaji téZze kruZnice (Ctyfuhelnik s touto vlast-
nosti se nazyva teCnovy). DokaZte, Ze jeho nejkrat$i strana
je nékterd ze zdkladen a Ze jeho nejdelsi strana je druhd
zakladna.

KruZnice

61. V roviné jsou ddny dva rtizné body A4, B a kruZnice k.
Sestrojte na kruznici 2 body C, D tak, aby body 4, B, C, D
tvofily vrcholy rovnoramenného lichobézniku ABCD se
zdkladnami BC, AD.

62. Je ddn konvexni ctyfuhelnik ABCD, velikosti jeho
stran ozna¢ime a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA|.
Kruznice k4 md stfed v bodé A, kruznice kg v bodé B a po-
dobné jsou stfedy kruznic k¢, kp body C, D. KruZnice
k4, kp maji vn&jsi dotyk, stejné tak kruzmice kg, k¢, ddle
kruZnice k¢, kp a vnéjsi dotyk maji i kruznice kp, k4. Dokazte,
ze plati a + ¢ =b + d. Dokazte, ze plati téZ obrdcené
tvrzeni: je-li @ + ¢ = b + d, pak existuji kruznice kg, ks,
ko, kp se stiedy A, B, C, D tak, ze dvojice kruznic k4 a kg,
kg a ke, ko a kp, kp a k4 maji vnéjsi dotyk.

63. Je ddn pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami
|AC| = 4, |BC| = 3. KruZnice ki, kg, k3 maji stiedy ve vrcho-
lech A4, B, C a kazdé dvé z nich maji vnéjsi dotyk.
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a) Vypoltéte poloméry kruznic ki, k2, k3.
b) Vypoltéte polomér kruznice k, kterd md s kazdou
z kruznic ki, ke, k3 vnéjsi dotyk.

64. Je ddna kruZnice k se stfedem S a s polomérem r.
Dokaite, Ze kazdy bod Z z vnitini oblasti kruZnice, rizny
od stiedu S, je stfedem kruZnice vepsané trojihelniku SXVY,
jehoz vrcholy X, Y lezi na kruZnici k. Vyjddiete polomér
této kruZznice pomoci r a |SZ|.

65. Je ddna kruznice k& = (S, r), bod A, pro ktery plati
|AS| =d > r, a kladné cislo p. Sestrojte kruZnici s polomé-
rem o, kterd prochdzi bodem A a déli kruZnici 2 na dvé
polokruznice. Uvedte podminky fesitelnosti.

Zobecnénim této ulohy je tloha ndsledujici.

66. Jsou ddny dvé nesoustiedné kruZnice ki = (81, 7)-
a kg = (8o, r9) a kladné Cislo p. Sestrojte kruZnici & s polo;
mérem g, kterd déli kruznici k; na dvé polokruZznice a je dé-
lena kruZnici k2 na dvé polokruZnice.

Trojahelniky

67. Sestrojte pravouhly trojihelnik, je-li ddna délka jeho
prepony a délka téZnice k nékteré odvésné. Uvedte podminku
Tesitelnosti.

68. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li diny délky b, ¢
jeho stran AC, AB a jestlize pro délku jeho téznice ¢ na
stranu 4B a délku a jeho tfeti strany plati vztah 2 = 3a.

69. Je ddna tseCka AB a pfimka p kolmd k AB, kterd
nem4d spolecny bod s useCkou AB. Sestrojte trojihelnik ABC
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tak, aby vrchol C lezel na pfimce p a platilo <CABC =
= 2<CBAC. Uvedte podminky feditelnosti.

70. Je ddn trojuhelnik, jehoZ Zddnd strana neni vétsi nez 3.
Dokazte, Ze trojuhelnik 1ze umistit do kruhu o poloméru VSA

71. Je ddn trojuhelnik ABC a nad jeho stranami AC, BC
jsou v polorovinich opacnych k polorovindim ACB, BCA
sestrojeny rovnostranné trojihelniky ACD, BCE. Také nad
stranou 4B je sestrojen rovnostranny trojihelnik 4BF, ten
vsak tak, Ze jsou poloroviny ABC, ABF totozné. OznaCme
jesté M t€zist€ rovnostranného trojihelniku ABF. Dokaz-
te, Ze trojuhelnik DME je rovnoramenny a <¢ DME = 120°.

MiiZete si sami zadat pocdobné ulohy, napfiklad: co vytvori
nad stranami trojihelniku ABC, jestliZe leZi tyto trojihelniky
vzdy v opacénych polorovindch, neZ ve kterych lezi dany
trojihelnik.

72. Je ddn ostrodhly trojihelnik ABC a bod M na kruZnici
mu opsané, ruzny od jeho vrchold. Oznaéme M, Mz, M3
body soumérné sdruzené k bodu M podle stran trojihelniku
ABC. Dokazte, ze body M1, Ms, M3 leZi na jedné pfimce,
kterd prochdzi prusecikem vySek daného trojihelniku.

Z tvrzeni této tlohy také plyne, Ze paty kolmic vedenych
bodem M k strandm trojuhelniku lezi rovnéZ na pfimce,
kterd se nazyvd Simsonova, nékdy téz Wallaceova piimka.

73. Je ddn trojdhelnik ABC, oznaéme P, Q, R paty vySek
k strandm BC, CA, AB. Zjistéte, zda existuje trojuhelnik
UVW tak, aby tsetka UV byla rovnobéznym posunutim
useCky AP a totéZ platilo pro dvojici tseéek VW, BQ a také
pro WU a CR.
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74. Je dén trojuhelnik ABC, oznatme P, Q, R stfedy
stran BC, CA, AB. Ukazite, Ze existuje trojuhelnik UVW
tak, ze useCku UV dostaneme rovnobéznym posunutim
useCky AP a totéz plati pro dvojice useCek VW, BQ a WU,
CR. Vypoctéte pomér obsahti trojthelnikd UVW a ABC.
éty‘r‘ﬁhelniky, mnohothelniky

75. Jestlize pro strany a thlopficky konvexniho Ctyithel-
niku 4ABCD plati

|AC2 + |BD|?2 = |AB|2 + |BC|2 + |CD[2 + |DAP,

potom je tento Ctyfuhelnik rovnobéznikem. DokaZte.

76. Necht a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA]| jsou
délky stran teCnového cCtyrthelniku ABCD. Jestlize plati

@+ b =(a+c)b + d) — (ac + bd),

je Ctyfuhelnik deltoidem (tj. Ctyfuhelnik soumérny podle
nékteré své thlopricky). Jestlize kromé toho plati

B+ 2=+ c)b+ d) — (ac + bd),
je ABCD kosoétverec. Dokazte.

77. Necht je ABCD deltoid s osou soumérnosti AC, S pri-
seCik jeho uhlopficek a M, N, P, Q paty kolmic vedenych
bodem S k strandm 4B, BC, CD, DA. Dokaite, ze MQ||NP,
a rozhodnéte, kdy je {tyfdhelnik MNPQ lichobéZnikem
a kdy rovnobéznikem.
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78. Necht ABCD je takovy vypukly ¢tyfuhelnik, Ze kolmé
praméty priseciku jeho thlopficek na jednotlivé strany leZi
uvnitf téchto stran. Nutnou a postacujici podminkou pro
to, aby tyto priméty leZely na jedné kruZnici, je, aby thlo-
pricky ctyfdhelniku ABCD byly na sebe kolmé. Dokazte.

79. Predpoklidejme, Ze kolmé primeéty pruseciku uhlo-
pricek ¢tyfuhelniku na jeho strany leZi uvnitf téchto stran.
Pak je moZno jimi prolozit kruZznici préavé tehdy, kdyz stfedy
stran leZi na kruznici. Dokazte.

80. Dokazte, ze thlopficky konvexniho Ctyftihelniku 4 BCD
jsou pravé tehdy na sebe kolmé, kdyZ plati |4AB|2 + |CD|2 =
= |BC]2 + |AD|2.

81. Je ddn trojahelnik ABC. Sestrojte na strané BC
bod D a na strané AC bod E tak, aby &tyfihelniku 4BDE
bylo moZno opsat i vepsat kruZnici. Vyjddfete vzdélenosti
|CD|, |CE| i obvod ¢tytahelniku ABDE pomoci délek a, b, ¢
stran trojthelniku ABC.

82. Jestlize je mozno lichobé&Zniku vepsat kruZnici, pak je
geometricky primér délek jeho ramen vétsi nez geometricky
prumér délek jeho zdkladen. DokaZte. (Srovnej s tlohou 60.)

83. Sestrojte konvexni rovnostranny, ne nutné pravidelny
pétithelnik ABCDE, v némz jsou ddny délky uhlopficek
AC, AD, plati-li

<LBAE = 2.<LCAD.

84. Je ddn konvexni Sestithelnik ABCDEF. Jeho uhlo-
pri¢ky vychézejici z bodu B déli thel ABC na ¢tyfi shodné
thly a totéZ plati pro Ghlopficky vychdzejici z vrcholt D a F.
Dokazte, Ze je Sestithelnik ABCDEF pravidelny.
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Stereometrie

85. Maji-li ¢tyfstény ABCD a A'B'C’D’ tu vlastnost, Ze
piimky AB a A'B’ splyvaji, pfimky CD a C’D’ splyvaji a
|AB| = |A'B’|, |CD| = |C'D'|, pak maji stejny objem. Do-
kazte.

86. Urcete objem Ctyfsténu, jehoz kazdé dvé protéjsi
hrany maji stejnou délku. Délky hran v téchto dvojicich jsou
a, b, c.

87. Je ddn ctyistén ABCD. Body B’, C’ jsou po radé
sttedy hran BD, CD. Ozna¢me R bod polopfimky opacné
k polopfimce AB, pro ktery plati |AR | =k |AB|. Dile
oznacime A’ prisecik hrany AD s rovinou B’C’R. Vyjadfete
pomér objemi Ctyfsténd A'B'C'D a ABCD pomoci cisla k.

88. V cryfsténu ABCD jsou kazdé dvé z hran AD, BD,
CD na sebe kolmé. Oznacme U tézisté trojuhelniku ABC,
T t&zisté Ctyisténu a § stied kulové plochy, kterd prochdzi
body A, B, C, D. Vyjadfete jeji polomér pomoci vzdile-
nosti ST.

89. Je ddn ctyfboky jehlan VABCD s ¢tvercovou podsta-
vou ABCD a na tse¢ce VC bod E tak, ze |VE|: |VC| =g,
0 < ¢ < 1. Rovina ABE protne hranu VD v bod¢ F. Urcete
pomér objemu téles, na které déli jehlan rovina ABE.

90. Do polokoule o poloméru 10 umistéte tfi shodné kulo-
vé plochy tak, ze kazdé dvé maji vnéjsi dotyk a kazdd z nich
se dotykd podstavy polokoule i jeji hrani¢ni polosféry. Vy-
poctéte polomér vepsanych sfér a ukaZte, Zze uloha md vzdy
feseni.
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