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1. Rozklad cisla 1 000 000 na prvocinitele je 2656, Trojice,
jejichZ polet hleddme, se tedy sklddaji pravé z &isel, kterd
maji rozklad na prvocinitele

x = 2057, 1y = 2050, z = 257,
kde a, b, ¢, p, g, r jsou nezdpornd celd Cisla, pro néz
a+b+c=6, p+qg+1r==6.

Prozkoumdme-li systematicky vSechny moZnosti, najdeme 28
uspofddanych trojic nezdpornych celych &isel se souctem 6.
Hledany pocet je tedy 28 . 28 = 784.

2. VSechny usporddané trojice, jejichz soudet je 78, dosta-
neme takto: Prvni Cislo p zvolime libovolné mezi 1 a 76,
druhé Cislo ¢ zvolime libovolné mezi 1 a 78 — p — 1 a tieti
¢islo je pak uréeno jednoznaéné - jeto 78 — p — g¢. Pfi pevné
zvoleném p dostaneme 78 — p — 1 takovych trojic, a protoZe
p probihd &isla 1, 2, ..., 76, mdme celkem

6+75+...+1=>76+1)+75+2)+ ...+
+ (39 + 38) = 38.77 = 2926
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usporddanych trojic prirozenych Cisel, jejichZ soudet je 78.
V jediném rozkladu 26 + 26 -+ 26 jsou vSechny tfi s¢itance
stejné. Rozkladu, ve kterych jsou prdvé dva s¢itance stejné, je
celkem 37 - jsou to rozklady 1 + 1 + 76,2 + 2 + 74, ...,
38 + 38 + 2 s vyjimkou rozkladu 26 + 26 + 26. Kazdy ta-
kovy rozklad se mezi naSimi trojicemi vyskytuje tfikrdt.
Kazdy rozklad v tfi navzdjem rtizné scitance se mezi nasimi
trojicemi vyskytuje Sestkrit, je jich tedy

2926 —1 —3.37
6

= 469.

Hledany pocet rozkladl je 1 + 37 + 469 = 507.

3. Scitancti je 6.5.4.3.2.1 = 720. Na misté jednotek
je kazdd z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, 6 ve 120 s¢itancich, ¢islice na misté
jednotek tedy k souctu prispéji Cislem

1201 + 2+ 3+ 4+ 5+ 6) =120.21 = 2520.

Analogicky je tomu i u ostatnich fdda. Hledany soucet je

2520 . 111 111 = 279 999 720.

4, Pred »n-tou jednickou je # — 1 jednicdek a

nn—1)
14+2+ . +n—1=""—
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nul, tedy #n-td jednicka stoji na

nn—1) . _n(n+1)

n—1+ +1 = -tém miste,
2 2

Snadno zjistime, Ze nejvétsi piirozené Cislo 7, pro které je

n(n+1)

2 = 1000 000,

je 1413. V naSem disle je tedy 1413 jedniéek a posledni je na

1413 . 1414

2 = 998 991-tém misté.

5. At si vezmeme kterykoli z uvaZovanych vyrazi, miZeme
vzdy postupné provést ipravy naznalené zdvorkami a dospét
k vyrazu tvaru

u—vAxByCz,
kde kazdy ze symbolt A, B, C znamend bud + nebo —.
Vyrazt tohoto tvaru existuje 8. UkdZeme, Ze kazdy z nich
muizZe vzniknout popsanym zpisobem:
u—v+xtytz=u—(0—x—y—2),
u—v+x+y—z=u—@O@—x—y) —2,
u—v+x—y+z=u—(v—%x—Q—2),
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U—v+x—y—z2=u—O@—x)—y—2
H—v—x+y+z=u—v—(x—y—2),
u—v—x+y—z=u—v—(x—3 —3
#—v—x—y+z=u—v—x—(y—2),

u—v—x—y—2=WU—9) —x—y—2

Pro jakoukoliv pétici ¢isel x, y, 2, u, v nabyvaji tedy vSechny
vyrazy popsané v tloze nejvySe 8 riznych hodnot. Pfitom
existuji pétice, pro néz uvedenych 8 vyrazti nabyvd 8 riiznych
hodnot, napf. ¥ =v =0, x =1, y =2, 2 = 3. Hledany
pocet je 8.

6. Nejprve dokdzeme, Ze miZeme dostat soucty
—1978, —1976, ..., —2,0,2, ..., 1974, 1976.

Soudet tvaru —2k pro & = 989, 988, ..., 1 dostaneme napf.
uzdvorkovdnim

1-1+D—-0+D)—...—1Q1+1D)—1+1—...+

k para zévorek

+1—1

Soucdet tvaru 2k pro £ =0, 1, 2, ..., 988 dostaneme napf.
uzdvorkovanim
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1—-1+1-Q+D-Q+)—... - +1)—-1+
k + 1 part zavorek

+ ...+ 1 =1

Jesté dokdzeme, Ze jiné hodnoty dostat nemiizeme. Po doplné-
ni zdvorek dostaneme vyraz, ktery lze upravit na vyraz bez zi-
vorek s 1980 cleny, ktery se bude od puvodniho lisit jen zna-
ménky ¢lend. Je-li v ném @ znamének + a b znamének —,
je jeho soucet @ — b, a je tedy sudy, protoze a + b = 1980.
Prvni &len md vidy kladné a druhy zdporné znaménko, takze
soulty —1980 ani 1980 vzniknout nemohou. Soucet ziejmé
nemuZe v absolutni hodnoté piesihnout 1980. Zbyva dokdzat,
Ze nemuze vzniknout ani soucet 1978.

a) Md-li po odstranéni zavorek ¢tvrty ¢len znaménko —,
pakalespori dva ¢leny (druhy a ¢tvrty) maji znaménko — a sou-
cet nemuiZze piesihnout 1976.

b) Mi-li ¢tvrty Clen znaménko -+, znamend to, Ze leZi
uvnitf zdvorky, pied kterou je znaménko —. V této zavorce lezi
itfeti Clen a ten pak md v upraveném vyrazu znaménko —.
Opét tedy alespoii dva c¢leny maji znaménko — a soucet
nemuize preséhnout 1976.

7. Pocet ucastniki biologické, fyzikilni a matematické
olympiddy oznalme b, f, m. Dale ozname p; pocet Zékd,
ktefi délaji pravé jednu olympiadu, a a1, resp. az, pocet zika,
ktefi délaji alespoii jednu, resp. alespoii dvé olympiddy.
Podle tlohy je

f=2m, m=3b, p1=12, ar=4.
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Ziejymée
G —p+az—12+ 4 —16.
Dile je
‘v fESEasb+f+m
cili
66 < 16 < 10b.

Této nerovnici vyhovuje jediné celé Cislo b, totiZz b = 2.
Jetedy b =2, m =6, f = 12.

8. Oznacme a, b, ¢, d pocty rekreanti pfihldSenych na jed-
notlivé rekreace a p1, pa, p3, p4 podet lidi pfihliSenych na pravé
jednu, pravé dvé, pravé tii a pravé Ctyfi rekreace. V souctu
a + b + ¢ + d je kazdy rekreant zapocitdn tolikrdt, na kolik
rekreaci se hldsi, plati tedy

a+b+c+d=p1+ 2p2+ 3ps + 4pa. 1)

Je dino a =195, b =203, ¢ =106, d = 329, ps = 267,
p3 = 0, ps = 2. Po dosazeni do (1) vyjde p1 = 291.

9. Pocet prvkh konecné mnoziny M ozna¢me |M |. V nasi
uloze je

(MpUMg| =M1 + [M3]| =m + ms,
szUM_;l:[MzI + |M4|="Z2+m4,

36



protoZe v obou pfipadech jde o disjunktni mnoZiny. Ziejmé
IMiUM3 | = [MiUM UM3 UM, |, )
[MoUMy | = [MiUM UM3 UMy | (2)
Sectenim téchto nerovnosti dostaneme
my + mg + mg + my = 2s,

coZ jsme méli dokdzat. Rovnost zde nastane, prévé kdyz
nastane v obou nerovnostech (1), (2), coZz bude, pravé kdyz

M UMz =M UM, =M UM UM3 UM,

10. Oznacme je$té€ p polet prvki praniku vsech tii uva-
Zzovanych mnoZin. Ve sjednoceni vSech tii mmnozin leZ p
prvki, z nichZ kazdy je ve vSech tfech uvazovanych mnoZi-
ndch, a s — p prvki, z nichZ kazdy leZ{ aspoii v jedné a nejvy-
$e ve dvou z uvaZovanych mnozin. Plati tedy nerovnosti

3p+s—p=m+m+my=3p+ 2(s —p),
neboli

S+ 2p=m + mg + m3=p + 2s.
a) Je-li

my+ me + mg=2s + 1,
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je
p=m + me-+-my—2s=1.
b) Jellip=1,je
my - me +mz=s+2p=5+ 2.

Pro mnoZiny My = {a, b}, Mz = {b,c}, M3 = {a, c} je
my = mg = m3 = 2, s — 3 a spliluji tedy podminku

wy + e + m3=5 + 2.
Piesto je p = 0.

11. Mé&jme tii konecné mnoziny M;, Mo, M3. Oznaéme
my, mg, mg, s, p pocty prvki téchto tfi mnozin, jejich sjednoceni
a pruniku. Stejné jak v predeslé dloze dokdZeme, Ze pro tato
Cisla plati nerovnost

s+ 2p=m +mx+m3=p + 2s.

Je tedy
1
my+ meg+ my— 25 = p= —2*(m1+mz+m3———s). (1)

Vezmeme-li za mnoziny M;, My, M3 mnoZiny lidi, ktefi na-
koupili textil, knihy a desky, bude s = 100, m; = 80, mg = 70
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a m3 = 55. Dosadime-li do (1), dostaneme pro pocet lidi,
ktefi nakoupili ode vieho trojiho zbozi,

5< p< 52

Ukdzeme jesté, Ze obou hranic miZe byt dosaZeno. Koupilo-li
si 5 lidi vyrobky vSech tfi druhd, 45 lidi jen textil a knihy,
30 lidi jen textil a desky a 20 lidi jen knihy a desky, jsou
podminky tlohy splnény. Jsou splnény i v pfipadé, kdy si 52
osoby koupily troji zboZi, 27 osob jen textil, 18 osob jen knihy
a 2 osoby jen desky a 1 osoba jen textil a desky.

12. Z rovnosti 365 =7.52 + 1 a 366 =7.52 + 2 je
vidét, Ze neprestupny rok konci stejnym dnem v tydnu jako
zacal, zatimco pfestupny rok konci dnem v tydnu bezprostied-
né nasledujicim po dnu, kterym zacal. Sestavime tabulku dni,
jimiz zacinaji jednotlivé roky:

1905 Ne 1912 Po 1919 St 1926 P4
1906 Po 1913 St 1920 Ct 1927 So
1907 Ut 1914 Ct 1921 So 1928 Ne
1908 St 1915 P& 1922 Ne 1929 Ut
1909 P4 1916 So 1923 Po 1930 St
1910 So 1917 Po 1924 Ut 1931 Ct
1911 Ne 1918 Ut 1925 Ct 1932 P4

Rok 1933 pak zacind nedéli stejné jako pfed 28 lety. Protoze
Cislo 28 je délitelné ¢tyfmi, bude se situace po 28 letech opa-
kovat. Pro léta 1933—1960, 1961 —1988, 1989 —2016 bude
rozlozZeni dnii, na které pfipadne Novy rok, stejné jako v le-
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tech 1905—1932. Z let, kterd zacinaji ned€li, zbyvd vybrat
jen ty roky, které nejsou prestupné. Dostaneme roky 1905,
1911, 1922, 1933, 1939, 1950, 1961, 1967, 1978, 1989 a 1995.

13. Nejprve si vdimnéme, jak jdou za sebou dny, na které
piipadd Novy rok, uvnitf jednotlivych staleti. Nepifestupny
rok md 365 = 7.52 + 1 a pfestupny 366 = 7.52 + 2 dni.
Oznadime-li 4, B, C, D, E, F, G prvnich sedm dni r. 1601,
muZeme tak sestavit tabulku, na které dny pfipadl Novy rok
v dalsich letech 17. stoleti:

1601 4 1608 B 1615 D 1622 F
1602 B 1609 D 1616 E 1623 G
1603 C 1610 E 1617 G 1624 A
1604 D 1611 F 1618 4 1625 C
1605 F 1612 G 1619 B 1626 D
1606 G 1613 B 1620 C 1627 E
1607 A4 1614 C 1621 E 1628 F

Novy rok 1629 piipadl na den A, a protoze C&islo 28 je
délitelné &tyfmi, po 28 letech se vzdy situace opakuje. Nase
tabulka tedy plati i pro dalsi 28letd obdobi 1629—1656,
1657—1684 a zaldtek tabulky pro poslednich 16 let 1685 az
1700. Zjistime tak, Ze ze sta Novych rokd 1601 —1700 jich
pfipadlo po 14 na dny 4, C, E, F, G a po 15 na dny B, D.
Prozkoumdme jesté pfechod do dalsiho staleti. Novy rok 1700
pfipadl na den E, a protoZe rok 1700 nebyl pfestupny, Novy
rok 1701 pifipadl na den F. Za sto let 1601—1701 se tedy
Novy rok posunul o pét dnt, z 4 na F, Stejné velkd zména
nastane i v dal§ich staletich, neZ ji naru$i 29. tnor 2000.
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Novy rok 1801 pfipadl tedy na den D a Novy rok 1901 na
den B. Posuneme-li o pét dnt vysledky ze 17. stoleti, zjistime,
ze v letech 1701 —1800 pfipadd Novy rok 14krdt na dny
F, A, C, D, E a 15krit na dny G, B, v letech 1801 —1900
14krdt na dny D, F, A4, B, C a 15krét na dny E, G a v letech
1901 —2000 14krat na dny B, D, F, G, 4 a 15krit na dny
C, E. Celkem tedy v letech 1601 —2000 pfipadd Novy rok
56krat na dny A, F, 57krdt na dny C, D a 58krdt na dny
B, E, G.

Zbyva zjistit, ktery den jsme oznalili 4. Uréime-li Novy
rok tfeba prdvé probihajiciho roku pomoci na$i tabulky
a vysledek srovndme se skute¢nosti, zjistime, Ze symbolu A4
odpovidd pondéli.

14. Mezi dvéma po sobé ndsledujicimi 29. Unory vétSinou
uplyne 4.365 + 1 =208.7 + 5 dnf. Poslednich sedm 29.
unordl v uvazovaném obdobi tedy pfipadlo na dny

1972 Ut
1968 Ct
1964 So
1960 Po
1956 St
1952 P4
1948 Ne

ProtoZe 29. inor 1944 byl opét v utery, opakuje se tento 28lety
cyklus, dokud ho nenarusi pfechod pfes rok, jehoZ letopocet
je délitelny stem a neni délitelny ¢tyfmi sty. Ten neni pie-
stupny a mezi poslednim 29. unorem pfisluSného stoleti
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a prvnim 29. tnorem ndsledujiciho stoleti uplyne 8.365 +
+ 1 =417.7 + 2 dnu. Takto zjistime, Ze v letech 1901 —1972
byly 29. tnora dvakridt stfeda, pitek a nedéle a tfikrdt ostatni
dny, pficemZ 29. 2. 1904 bylo pondéli. Rok 1900 pfestupny
nebyl, takze 29. 2. 1896 byla sobota a v letech 1801 —1900
byl 29. tnor Ctyfikrdt v pondéli, stfedu a sobotu a tfikrdt
v ostatnich dnech. 29. 2. 1804 byla stfeda, takze 29. 2. 1796
bylo pondéli. Vysledky za 1éta 1801 —1900 muZeme prenést
na léta 1701 —1800 s tim, Ze ddaje posuneme o dva dny
(protoze 29. 2. 1896 byla sobota a 29. 2. 1796 pondéli):
v téchto letech byl 29. unor étyfikrdt ve stiedu, v pdtek
a pondéli a tfikrdt v ostatnich dnech. Dal$im posunutim o dva
dny dostaneme udaje za 1éta 1601 —1700: Ctyfikrdt pdtek,
nedéle a stieda, tiikrdt ostatni dny, pfitom 29. 2. 1604 byla
nedéle. Dodli jsme k pfestupnému roku 1600 a zbyvi jesté
zapocitat prvnich pét 29. dnort:

1600 Ut
1596 Ct
1592 So
1588 Po
1584 St

Ve zkoumaném obdobi byl 29. tnor v pondéli a ve stfedu
15krdt, v sobotu 14krdt, v utery, Ctvrtek a pdatek 13krat
a v nedé€li 12krdt. Nejméné Casto byl tedy v nedéli.

15. Vzddlenost budeme mérit v kilometrech, ¢as v hodi-
nich, rychlost v km/h. Hledanou vzdédlenost a rychlost
ozna¢me d, v. Kdyby auto rychlost nesniZilo, trvala by mu

42



d
cesta s Jelo-li hodinu rychlosti » a zbylou vzddlenost

d — v rychlosti — o, trvala mu cesta

5

d —v

1+3 5
5 v

plati tedy
d—ov d
1+3 :v+2' ¢))
5 °

Ujede-li pavodni rychlosti vzddlenost v + 50 a sniZenou
rychlosti zbytek cesty d — v — 50, trvd mu cesta

v+50 d—ov—50
v 3

takze

v+50 d—ov—50 d 4
- + 3 :v+3' (2)
—v

5

Dostali jsme soustavu dvou rovaic (1), (2) o dvou neznidmych.
Upravou jednotlivych rovnic dostaneme ekvivalentni soustavu
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39 + 50 =d,

kterd md jediné feSeni v = 50, d = 200.
Z A do B je 200 km. Pavodni rychlost auta byla 50 km/h.

16. Cas budeme mé&fit v minutich, vzdélenosti v kilo-
metrech, rychlost v km/min. Dobu jizdy auta z A do B

2
oznaéme ¢. ZpdteCni cesta trvala autu 3 auto bylo na cesté¢

5
celkem 3! + 75. Zbyva urdit 1.

Auto vyjelo o 25 min dfive neZ cyklista a dohonilo ho po
10 km v pétiné cesty. Cyklista jel tedy rychlost
10 50
t t+125°

25+*5“

Cesta do B cyklistovi trvala ¢ 4+ 125 a do druhého setkdni

9
s autem, které ho potkalo v 10 cesty, uplynula doba

9
I(—) (r + 125).
Autu trvala cesta do druhého setkédni, pocitino také od 8 h,

32

1 2
25+t+75+'m.?‘t=§)t+100.
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Pro hledané ¢ tedy plati

9 o8 32 5
10(t+1 )=30t+10.

Refenim této rovnice je ¢ = 75. Auto bylo tedy na cestd

5
—3—.75 + 75 = 200 min = 3 h 20 min

a vritilo se v 11 h 45 min.

17. Cas budeme méfit v sekunddch, vzddlenost v metrech,
rychlost v mfs. Rychlosti vlaku, prvniho a druhého chodce
oznaéme v, v, V2, délku vlaku d. Predpoklidime, Ze
71 < 2 < v. Druhého chodce vlak miji po dobu

prvniho po dobu

h=——

v —op

V okamZiku, kdy vlak dostihne prvniho chodce, jsou chodci
od sebe vzdileni

vt — vat = t(v — vy)
a do setkdni jim zbyvd doba
t('v — ‘02)

V2 — U1 '
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Vzhledem k tomu, Ze
U — V2 = dlz,
vy —v1 =0 — v — (v — ) = nid — tod = d(11 — t2),
je
(v — v2) tdty tta
vo—w  d(ti—1t) fn—tf

125
—sekund od okamZi-
11 — I

ku, kdy vlak dostihl prvniho chodce.

Druhy chodec dohoni prvniho za

18. Cas budeme métit v sekunddch, vzdalenost v metrech,
rychlost v m/s. Délku osobniho vlaku ozna¢me d; a délku
rychliku dp. Cestujiciho v osobnim vlaku rychlik predjizdi
rychlosti 2 — 21 po dobu 173, je tedy

dl = ll(vz = 7)1).
Pozorovatele na trati miji vlak rychlosti »; po dobu 3, je tedy

ds = tov1.

Od okamziku, kdy lokomotiva rychliku dostihla konec osob-
niho vlaku, do okamzZiku, kdy konec rychliku minul lokomo-
tivu osobniho vlaku, uplynula stejnd doba, za jakou by rychlik
urazil vzddlenost di + dp rychlosti v2 — 3, je tedy

di + de = ta(vz —_ “01).
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Secteme-li prvni dvé rovnosti, vyjde

dy + dz = t](vz o ‘1)1) + l2v1,

takze

n(ve — ) + o1 = t3(ve — 1),
neboli

vi(t1 — t2 — t3) = vo(ty — t3).
Je tedy

71 n—13
vz—t]_—lg—ts.

19. Dosadime-li z prvni rovnice do druhé za x =4 — 2y,

dostaneme po jednoduché tpravé
41 — )2 + 322 =0.

Odtud vidime, Ze musi platit y =1, 2 =0 a pro x pak
dostaneme x = 2. Tato trojice dané soustavé skuteCné vy-
hovuje. '

20. Secteme-li 1. a 2. rovnici, dostaneme

(x +y2 =4
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Podobné seCtenim 2. a 3. rovnice a seétenim 1. a 3. rovnice
vyjde

(y + 2?2 = 1:

(2 + x2 =09.

Redeni dané soustavy budou tedy jen mezi feSenimi osmi
soustav

x+y=42,
y+z=:*:1:
x+z2=43

(pro vech osm kombinaci znamének). Kazdd z té€chto soustav
mad jediné feSeni, jsou to trojice x, v, 2

2, 0, 1 0,—2, 3
0, 2,-3 -2, 0,1
3,—1, 0 1, -3, 2
-1, 3,2 -3, 1, 0.

Jak se presvéd¢ime dosazenim, vSech osm trojic vyhovuje
dané soustavé.
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21. Pfedpoklddejme, Ze pro kladnd &isla x1, %o, ..., X1976
plati

xn+— =2
X2 + —ézz
3
..... (1)
1
X973 + —— =2
1976

X976 + — = 2.
X1

Secteme-li téchto 1976 nerovnosti a uspofdddme-li scitance,
dostaneme

1 1 1
(st )+ (s ) + o (e + ) < 1ot6.2
X1/ X2 X1976
@

Uvédomme si, Ze pro kaZdé kladné ¢islo x plati

v

1
x+? 2 (3)
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a rovnost zde nastane, pravé kdyZ x = 1. Ekvivalentni
Upravou z ni totiZz dostaneme nerovnost

(x — 12 = 0.

V nerovnosti (2), a tedy i v 1976 nerovnostech (1) nastdva
rovnost a to je v oboru kladnych ¢isel mozné, jen kdyz

X1 =X2= ... = X197 = l.
Je vidét, Ze tato &isla vyhovuji dané soustavé.
22, Abychom se zbavili absolutni hodnoty, budeme sou-
stavu fe$it zvlast v oboru x =0 a zvl4st v oboru x < 0.

a) Vyhovuje-li soustavé dvojice &isel x, v, kde x = 0, md
soustava tvar

ax +y =1,
ey
X+ Yy =a,
odkud dostaneme
@a—Dx=1—a. 2

Je-li a # 1, vyhovuje rovnici (2) jen &islo x = —1, které
v uvaZovaném oboru neleZi. Je-li ¢ = 1, md soustava tvar

x+y=1,
x+y=1
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a vyhovuji ji vSechny dvojice x, y, kde x =0, y =1 — x.
b) Vyhovuje-li soustavé dvojice &isel x, y, kde x < 0, m4
soustava tvar

ax +y=1,

(3)
—x+y=a.
Plati tedy
(a+Dx=1—a. (4)
Je-li a = —1, vyhovuje rovnici (4) jen x = -1—:"‘1 To lezi
v uvaZovaném oboru, privé kdyz a < —1 nebo a > 1.
1+ a?
Piislusné y = 1+a vypoéteme z jedné z rovnic (3).
Pro a = —1 md soustava tvar
—x+y=1,
—x+y=—1

a zfejmé nemad reSeni.
Zdvér: Pro a < —1 a pro @ > 1 md soustava jediné fefeni
1—a 1+ a? .
=T e 1+a Pro —1=a <1 soustava feSeni
nemd. Pro @ = 1 md nekoneéné mnoho feSeni x = i,

y =1 — 1, kde t je libovolné nezdporné &islo.

X
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23, Soustava prvnich dvou rovnic md pro kaZdou hodnotu
parametru g jediné feSeni

2 3
x:1+§—a,y=1+—§~a.

Dosadime-li odtud do tfeti rovnice, dostaneme po jednodu-
ché dpravé

ala — 1) (/a + “_2‘) = 0.

M4-li tedy soustava feSeni, je @ =0 nebo a =1 nebo

a=—"7. Zkouskou ovéfime, ze soustava md feSeni ve vSech
tfech pfipadech. Pro a =0 je feSeni x =1, y =1, pro
) 7 8 8 1
a=1jex =-5~,y =5 a proag = 3 je x =15
2
y=-3

24, Odefteme-li tieti rovnici od prvni, dostaneme
ay —az = —1.

Dosadime-li sem z druhé rovnice za y a upravime, zjistime,
Ze pro kazdé feleni soustavy plati

a(l —a¥)z =1+ a. (D)
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Mai-li rovnice (1) pro n€kterou hodnotu parametru a kone¢ny
pocet feSeni 2, md dand soustava nanejvy$ tolik feSeni x,
¥, 2. Ze soustavy totiZ vidime, Ze kazdému z muZe odpovidat
nanejvys jedno FeSeni x, y, 2. Rovnice (1) méd nekonelné
mnoho feSeni, pravé kdyz ¢ = —1. Dand soustava tedy muZe
mit nekoneéné mnoho fefeni jen pro a = —1. V tomto
pfipadé mé tvar

x—y=20
y_z:l:
x—z2=>b+1

a pro kazdou hodnotu parametru b md nekoneéné mnoho
feSeni. Vyhovuji ji vSechny trojice x=06—17, y=1,
=t — 1, kde ¢ je libovolné redlné ¢islo.
Dand soustava méd nekonetné mmnoho FeSeni, prévé kdyz
a=-—1,b pak muliZe byt voleno hbovolné
25. Po ]ednoduchych upravach ktere jsou pro abc > 0
ekvivalentni, dostaneme z dokazované nerovnosti nerovnost

a?be + b2ac + c2ab < a2 + a?h + b2
a ta je ekvivalentni s nerovnosti
(ac — ab + (ab — bc)2 + (ac — b2 = 0.
Posledni nerovnost zfejmé plati pro véechna a, b, ¢ a pro

53



nenulovd a, b, ¢ v ni nastane rovnost, pravé kdyz a = b =: c.
26. Délime-li » -+ 1 mocnin Cisla 3
3,32, ...,3%,3841

¢islem n, asponi dv€ ddvaji stejny zbytek. Jejich rozdil je
délitelny &islem 7. )

27. Zvolend prvocisla rozdélime do péti skupin podle toho,
jaky zbytek ddvaji pfi déleni péti. Vzhledem k tomu, Ze jde
o prvocisla navzdjem rtznd, obsahuje skupina odpovidajici
zbytku O nanejvy$ jedno prvocislo, totiz 5. Na ostatni Ctyfi
skupiny pfipadd tedy celkem alespoii 49 prvodisel, na nékte-
rou skupinu tedy alespoii 13 prvodisel. Rozdil prvocisel z téZze
skupiny je zfejmé délitelny péti.

28. Nejprve si uvédomme, Ze 163 840 = 5.215. Mezi sedmi
navzdjem rlznymi prvocisly jich je alespoir Sest lichych
a rozdily téchto lichych prvocisel jsou sudé. Mezi vSemi klad-

6.5
nymi rozdily zvolenych prvocisel je tedy alespoii S = 15
sudych cisel. UvaZovany soucin je tedy délitelny Cislem 215,
Zbyvi ukdzat, Ze uvazovany soulin je délitelny péti. Dand
prvocisla oznaéme p; < p2 < ... < p7. Vezméme si téchto
pét jejich rozdilu:
P2~ PI, P3 = pl: P4 — Pla P5 — PP — Ppi1.

Je-li néktery z nich délitelny pé&ti, jsme hotovi. Neni-li, pak
alespoil dva ddvaji stejny zbytek a jejich rozdil je tedy déli-
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telny péti. Rozdil téchto rozdilu je vSak rozdilem zvolenych
prvocisel.

29, Délime-li tfeti mocninu pfirozeného Cisla sedmi, je
zbytek stejny, jako délime-li sedmi tfeti mocninu zbytku
tohoto Cisla po déleni sedmi. Je-li totiz p = 7q + z, je

p3 ="T1(72¢3 + 3.7¢%2 + 3¢22) + =8,

Zbytek pii déleni tfeti mocniny sedmi je tedy vidy roven
nékterému zbytku, ktery dostaneme pii déleni &isel 03, 13,
23, 33, 43, 53, 68 sedmi, tj. nékterému z Cisel 0, 1, 6. Soudet
tii Cisel je délitelny sedmi, prdvé kdyZ soulet zbytkd pfi
déleni jednotlivych séitanci je délitelny sedmi. Ze vSech
trojic sloZenych z Cisel 0, 1, 6 je soucet slozek délitelny sedmi
jen pro trojice 0, 0, 0 a 0, 1, 6. Je-li tedy soucet a3 + 5 + 3
délitelny sedmi, je alespoii jedno z &isel a3, b3, ¢3 délitelné
sedmi, a tedy také alespoil jedno z disel a, b, ¢ je délitelné
sedmi.

30. Uvédomme si, Ze posledni dvojéisli souétu zdvisi jen
na poslednich dvojéislich scéitancti a Ze posledni dvojéisli
Cisla n# zdvisi jen na poslednim dvojéisli &isla n. Cdsteéné
soudty

14+ 24 + ..+ 1004,

1014 + 1024 + ... + 2004,

9014 + 902¢ + ... + 1000*
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maji tedy stejnd posledni dvojisli. Jejich soucet je tedy
délitelny deseti a posledni Cislice souctu

14 4+ 24 + ... + 10004

je nula. Pfedposledni Cislice tohoto soultu je rovna posledni
Cislici ¢astecného souctu

14 + 24 + ... + 1004

Analogicky jako pfedtim usoudime, Ze je to také nula. Posledni
dvé dislice Cisla 14 + 2¢ + ... + 10004 jsou tedy nuly.

31. Abychom odstranili absolutni hodnoty, budeme rovnici
fesit zvlast v oboru pfirozenych Cisel a zvld$t v oboru zdpor-
nych celych &isel. Cislo 0, jak se miZeme presvédit, feSenim
neni. Je-li x pfirozené &islo, je |[x — 1| =x — 1, 3x + 1| =
= 3x + 1 a vyhovuje-li rovnici, plati pro né

3(x — 1) —2x =2(3x + 1).
Tuto podminku splituje jediné x = —1. V oboru pfirozenych
disel tedy rovnice feSeni nemd.
Je-i x= —Ljejx—1|=1—x, 3x+ 1| = —3x — 1
a vyhovuje-li rovnici, plati pro né

31 — x) — 2x =2(—3x — 1).

Tuto podminku spliiuje jen x = —5. To je jediné celociselné
feSeni rovnice.
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32, Ziejmé
*—2l+]y—3=3—y
a rovnost nastane, pravé kdyz |x — 2| =0,|y — 3| =3 — y.

Vyhovuji tedy pravé ty dvojice x, y, kde x = 2,y < 3, tj. tfi
dvojice (2, 1), (2, 2), (2, 3).

33. Pfedpoklddejme, Ze x, ¥ jsou celd Cisla, kterd vyhovuji
soustavé. Odeéteme-li druhou rovnici od prvni, vidime, Ze
pro ¢islo x plati

9x = p2(p — 1). (1)
Je tedy bud p — 1 nebo p? délitelné deviti. VySetfime tyto
piipady zvldst.

a) Je-lip — 1 délitelné deviti, tj. p = 9% + 1, kde % je celé

&islo, pak podle (1) plati

x = k(9% + 1)2
a podle prvni rovnice soustavy

y=00—Fk) (9% + 1)

Tato dvojice je jedinym FeSenim soustavy.

b) Je-li p? délitelné deviti, tj. p = 3¢, kde ¢ je celé cislo,
dostaneme analogicky
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x = ¢*3¢ — 1), y = ¢*(10 — 3g),
coZ je jediné feSeni soustavy.

V ostatnich pfipadech soustava nemd feSeni.

34. Jednoduchou tipravou dostaneme ekvivalentni soustavu
1
%> 92 —3 — 55

3
x<2—|y——

3

2

odkud vidime, Ze pro kazdé feSeni musi platit

1

———3—<x<2.

Soustavé mohou vyhovovat jen celd Cisla x =0 a x = 1.
Je-li x = 0, plati pro y soustava

1
3l 5

a vyhovujijeny =0, y = 3.
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Je-li x = 1, plati pro y soustava

2 —
[¥2 — 3y < 3>

-] <1

a zddné celé y ji nevyhovuje. Soustava md pravé dvé feseni:
x=0,y=0ax=0,y=3.

35. Vzhledem k tomu, Ze

1

ab + bc + ac
b

1 1
abe =& +c’

hleddme vSechna prvocisla, pro néz

1 1 1
— 4+ 5+ —>1
a b c

Zvolme oznaceni tak, aby @ =< b = ¢,a proberme systematicky
viechny moznosti. Pro a = 2, b = 2 dostdivime nekonelné
mnoho feSeni

a=2,b=2,c ... libovolné prvocislo.
Pro a = 2, b = 3 dalsi dvé feseni
a=2,b=3,c=3,
a=2b=3,c=5.

Pro a =2, b > 3 ani pro a > 2 uZ 74dnd feSeni neexistuji.
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36. Predpoklddejme, Ze a, b, ¢, d jsou piirozend Cisla, pro
kterd plati

ac — bd = p,
ad — bc = 0.
Seétenim obou rovnosti dostaneme
(@a—b)+d)=2,
a jejich odeCtenim
(@+b)(c—d)=p.

Vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo a a, b, ¢, d pfirozend
Cisla, plati

a—b=1, c—d=1,
a+b=p, c+d=p

a odtud
p+1 p—1
a=c=T,b=d=—?:'.

Pro p = 2 nejsou tato Cisla celd a Zddné feSeni neexistuje.
Pro prvodisla p > 2 nalezend Cisla, jak se snadno presvédcime
soustavé vyhovuji. '
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37. Je-li m = p1™pa™. . .p,"" rozklad na soucin prvocini-
tel, je pocet kladnych délitela Cisla m zfejmé roven

(a1 + Daz+1)...(an + 1).

Mi-li byt pocet délitelt 15, bude n = 2 a a1, az budou disla
2, 4. Md-1i byt Cislo m co nejmensi, musi byt prvocisla p1, p2
co nejmensi, tj. bud p1 =2, p2 = 3, nebo p1 =3, p2 = 2.
Hledané ¢islo bude mensi z Cisel 22,34, 24,32, totiz 24.32 =
= 144,

38. Prostfedni z hledanych &isel oznaéme x. Soucet jejich
druhych mocnin je

s=(x—22+ x2 + (x + 2)2 =3x2% + 8. €))

ProtoZe x je liché, konéi x2 nékterou z &islic 1, 5, 9 a soudlet
s nékterou z Cislic 1, 3, 5. Z (1) vidime, Ze soulet s neni
délitelny tfemi, takZe Cislice 3 nepfichdzi v tvahu. Soucet s
ddvd pfi déleni tfemi zbytek 2, pro s tedy zbyvaji moznosti
11, 11 111, 5, 5555, 5555 555. Z (1) najdeme pro s = 11
trojice —1,1,3a —3, —1, 1 a pro s = 5 555 trojice 41, 43, 45
a —45, —43, —41. Ostatni tfi moZnosti pro s neddvaji celé x.

39. Hledané ¢islo miZeme rozepsat

x = 10a + b,
potom g

x3 = 100043 + 300a2b + 30ab2 + b3,
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Maé-li byt posledni cislice 1, musi byt & = 1. Je tedy
x8 = 100043 + 300a2 + 30a + 1.

Na pfedposledni &islici Cisla 23 md vliv jen pfedposledni
sCitanec, a aby to byla 8, musi posledni Cislice ¢isla a byt 6.
Hledané ¢islo rozepiSeme
x = 100c + 61,
takze
%8 = ...+ 3.612.100c + 615.

Cislici na mist& stovek ovliviiuji jen posledni dva ¢&leny, a aby
to byla 9, musi posledni ¢islice ¢isla ¢ byt 0. MtiZeme tedy psét
x =1000d + 61,

takZe

¥ = ...+ 3.612.1000 4 + 61°.
Aby dislice na misté tisicG byla 1, musi posledni &islice
Cisla d byt 5.

Spliiuje-li né&jaké &islo poZadovanou podminku, musi konéit
na 5061. VSechna pfirozend Cisla konCici timto Ctyféislim
vyhovuji.

40. Provedl-li Josef vypocet v roce

1000 + 100a + 106 + ¢,
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bylo mu pravé
l+a+b+c

let a narodil se v roce
999 + 99a + 9b.
Rozdil momentdlniho letopoétu a zrcadlového obrazu je
(1000c + 1006 + 10a + 1) — (1000 + 100a + 106 + ¢) =
=4(1000 + 100a + 106 + ¢ — 1 —a —b —¢)
a po tpravé
37c + 2b — 18a — 185 = 0. ¢))

Odtud vidime, Ze Cislice ¢ je nutné lichd, a dostdvime odhad

1
P 185 + 182 — 2) = 5 (185 + 18.0 — 2.9) > 4.

Cislice ¢ miZe tedy byt jen 5, 7 nebo 9.
Pro ¢ = 5 se rovnice (1) redukuje na b = 9a a té vyhovuji

dvé dvojicea =0, =0;a =1,b =09.
Pro ¢ = 7 dostdvame rovnici

b=9(@—4) —1
a té vyhovuje jedind dvojice a = 5,5 = 8.
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Pro ¢ = 9 dostdvame rovnici
b=9(a—8) —2
a té vyhovuje jedind dvojice a = 9,6 = 7.

Prislu$né letopocty jsou 1005, 1195, 1587 a 1979. Zbyva se
presvédiit, e viechny vyhovuji podminkim tlohy. (Sestilety
Josef v r. 1005 mél neuvéfitelné matematické schopnosti.)

41, Jako jednotku délky vezméme stranu utérky a oznaéme

velikosti stran obdélniku ABCD vzhledem k této jednotce
a, b. To budou celd ¢isla a utérek bude ab. M4 tedy platit

ab=a+ b+ Vﬂ?z,
neboli
chT-{-l)—Z“: ab — a — b.
Po umocnéni obou stran a pravé dostaneme podminku
ab(ab — 2a — 2b + 2) = 0.
ProtoZe a, b jsou nenulova Cisla, musi platit
ab —2a —2b + 2 =0,
neboli
(a—2)(b—2)=2.
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Oba ¢initelé jsou celd Cisla a jsou to tedy délitelé &isla 2.
Probereme vSechny mozZnosti a zjistime, Ze vyhovuji jen dvo-
jice a =3, b =4 nebo a =4, b =3, Uloze tedy muiiZe
vyhovovat jen obdélnik o strandch 3, 4 a také skutecné
vyhovuje - utérek je 12.

42. Délky odvésen pravouhlého trojihelniku oznadime a, b
a délku pfepony ¢ (vie v cm). Vyhovuje-1i trojtihelnik pod-
minkdm ulohy, plati podle (b)

ab

a+b+c= > (1)
a podle Pythagorovy véty
a? + b2 =2 )

Vyjddfime-li z (1) ¢ pomoci a, b a dosadime do (2), dostaneme
podminku

1
—4—a2b2+2ab—a2b—-ab2=0,

neboli
ab(ab — 4a — 4b + 8) = 0.
ProtoZe a, b jsou nenulovd &sla, musi byt
ab —4a — 4b + 8 =0,
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neboli
(a—4) (b —4)=8.

Podle (a) jsou oba Cinitelé celd Cisla, jsou to tedy délitelé
¢isla 8. Po probriani vSech moZnosti zjistime, Ze vyhovuji
dvojice

a=>5>b=12 a=12,b=5

Vypocteme jesté pfislusné hodnoty ¢ a vidime, Ze pokud
né&jaky trojihelnik vyhovuje tloze, muZe to byt jen trojdhelnik
se stranami 5, 12, 13 nebo 6, 8, 10. Oba trojihelniky vyhovuji.

43. Vrcholy Cerveného trojihelniku ozna¢me 1, 2, 3. Troj-
thelnik s vrcholy ve zbyvajicich bodech 4, 5, 6 neni Cerveny,
md tedy alespoii jednu modrou stranu. Z kazdého bodu 4, 5,
6 vedou alespoii dvé modré tGse¢ky do bodt 1, 2, 3 - jinak by
vznikl dalsi Cerveny trojihelnik. Celkem je tedy alespoii 7
modrych tseCek. Analogicky zjistime, Ze je aspofi 7 Cerve-
nych tsetek. Uselek je celkem 15, tedy 7 jedné barvy a 8
druhé barvy.

44. Predpoklddejme, Ze z nékterého vrcholu A vychazeji
asponl tii UseCky jedné barvy AB, AC, AD. Neni-li Zidny
z trojuhelnikd ABC, ABD, ACD jednobarevny, jsou usecky
BC, BD, CD obarveny druhou barvou, a tedy trojihelnik
BCD je jednobarevny. Z Zddného vrcholu tedy nemohou vy-
chdzet vice nez dvé usecky jedné barvy. Vzhledem k tomu,
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Ze z kazdého vrcholu vychdzeji pravé Ctyfi usecky, jsou dvé
z nich jedné barvy a dv& druhé barvy.

45. Uvazujme devitidhelnik obarveny tak, jak poZaduje

dloha. Ze spojnic vrchold (tj. Ghlopficek a stran) jich bude

5.4 .
= 10 spojovat Cervené vrcholy,-? = 6 modré vrcholy

a ostatni Cerveny vrchol s modrym. Mezi 16 spojnicemi
stejnobarevnych vrcholtt bude 13 thlopficek, zbyvajici 3 tedy
budou strany. Z 9 stran devitithelniku budou tedy 3 strany
spojovat stejnobarevné vrcholy a 6 stran riznobarevné vrcho-
ly. Pocitejme ted na okamzik kazdy vrchol tolikrét, na kolika
strandch leZi, tzn. dvakrit. Z 10 Cervenych a 8 modrych
vrcholti pfipadne na strany spojujici rtznobarevné vrcholy
6 Cervenych a 6 modrych vrcholii. Na strany spojujici stejno-
barevné vrcholy zbyvaji 4 Cervené a 2 modré vrcholy. Ze 3
stran spojujicich stejnobarevné vrcholy tedy 2 strany spojuji
Cervené vrcholy a 1 strana modré vrcholy.

Jsou-li tedy vrcholy devitithelniku obarveny zptsobem
pfedepsanym v tloze, pak jedind strana spojuje modré
vrcholy. Obrdcené snadno zjistime, Ze jsou-li vrcholy deviti-
uhelniku obarveny tak, aby jich bylo 5 Cervenych, 4 modré
a pfitom jedind strana spojovala modré vrcholy, pak privé
13 dhlopficek spojuje vrcholy stejné barvy. Zbyvé tedy urdit,
kolika zpusoby lze vrcholy takto obarvit.

Jsou-li vrcholy A, Az jedind dvojice sousednich modrych
vrcholli, budou vrcholy As, Ag Cervené. Zbyvajici dva modré
vrcholy pak budou zastoupeny mezi vrcholy Aa, As, Ae, Az,
Ag tak, aby nesousedily. Proto je 6 moznosti AsAd¢, Asdr,
AsAs, AsAz, AsAs, AeAs. Cyklickou zdménou ocislovini
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vrcholtt dostaneme z kazdé moznosti 9 -obarveni vrcholi
vyhovujicich dloze. Vzhledem k tomu, Ze Zddnd dvé z téchto
6.9 obarveni zfejmé nesplynou, je vrcholy moZno obarvit
pravé 54 zpusoby.

46. Zavedme v roviné soufadnicovou soustavu tak, aby
splynula s danou siti. Bod roviny je pak uzlem sité, pravé kdyz
md obé soufadnice celoCiselné. Z prvnich soufadnic péti
zvolenych uzlt maji aspoi tfi stejnou paritu. Z druhych
soufadnic téchto tii uzld maji aspoit dv¢ stejnou paritu. Nasli
jsme tak dva ze zvolenych uzld 4 = [a1, a2], B = [b1, b2],
jejichZz prvni soufadnice maji stejnou paritu a druhé soufad-
nice také. Souradnice stfedu tsecky AB

ay + b1 as + b2

2 * 2
jsou tedy celd Cisla a stfed dseCky AB leZi v uzlu sité.

47. Rédky i sloupce 3achovnice oéislujme 1, 2, ..., 7. Na
kazdé pole, které lezi soucasné v lichém ¥adku i lichém sloupci,
postavme figurku. Toto rozmisténi vyhovuje podmince tlohy.

n\2
Je-li # sudé, rozestavili jsme (—2—) figurek, v pfipadé nliché-
n+ 1

ho{

Ukdzeme, Ze ma-li byt splnéna podminka dlohy, vice
figurek se na Sachovnici nevejde. Rozdélme $achovnici pfim-

kami, které oddé€luji sudé ridky a sloupce od nisledujicich
lichych. V pfipadé sudého » se tak Sachovnice rozpadne na

2
) figurek.
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n 2 /"n _— 1\ 2
(?) Césti tvaru 2 X2, v pfipadé lichého » na ‘ _5_)
C4sti tvaru 2 X2, n — 1 Casti tvaru 2X1 a jednu Cédst tvaru

n+ 1\ o
1x1, celkem na =5 Casti. Pritom v kazdé Cdsti mizZe
byt nanejvy$ jedna figurka, nemiiZe jich tedy na Sachov-
nici stit vice, nez je pocet Cdsti.

Nejvétsi mozny pocet figurek rozestavenych tak, aby Zddné

n\2
dve nestdly na sousednich polich, je tedy (*-2-) pro sudé n,

n+ 1\2 .
2 pro liché n.

48. Budeme uvaZovat tfi mozZnosti:

1. Dané body jsou vrcholy konvexniho pétitihelniku. Pak
vynechdnim kteréhokoli z nich dostaneme ctvefici vrchohi
konvexniho c¢tyfdhelniku. V tomto pifipadé md dloha
5 fedeni.

2. Ctyti z danych bodii jsou vrcholy konvexniho &tyithelniku
a péty lezi uvnitf ného. Oznacime-li .vrcholy ¢tyfdhelniku
A1, Az, Az, Astak, Ze péty bod As leZi uvniti trojihelniku
A1A42B, kde B je prisccik dhlopficek ¢tyifuhelniku, dosta-
neme pozadovanou Ctvefici vynechdnim kteréhokoliv z bo-
da A1, As, As. Zde dostdvime 3 FeSeni.

3. Tfi z danych bodt jsou vrcholy trojihelniku a uvnitf
n¢ho leZi ostatni dva body A4, A4s. Piimky spojujici
vrcholy tohoto trojihelniku s bodem A4 ho rozdéli na 6
trojihelnickd. Oznacime-li vrcholy trojihelniku A, A2, As
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tak, aby trojuhelnicek obsahujici bod As mél dvé strany
na pfimkich A1A4s, AsA4s, tvoii body A1, Az, As, As
jedinou ¢tvefici vyhovujici tloze.

49. Stfed dané kruznice ozname S. Kazdému bodu X
dané kruznice pfifadme Cislo p(X) = m — m’, kde m je pocet
danych bodi lezicich v poloroving, kterou opiSe polopiimka
SX pfi otoceni o 180° ve sméru hodinovych rucicek, a m’ je
pocet danych bodit v poloroving opacné. VSimnéme si, jak
se hodnota p(X) bude ménit pifi pohybu bodu X po kruZnici
ve sméru hodinovych ruciek. Neprochdzi-li pfimka SX
Zaddnym z danych boda, zistdvd hodnota p(X) beze zmény.
Splyne-li bod X s nékterym z danych bodu, Cislo p(X) se
zmensi o 1 a po priichodu timto bodem se opét zmensi o 1.
Dostane-li se bod X’ soumérny s bodem X podle stiedu S
do nékterého z danych bodu, &islo p(X) se zvétsi o 1 a pak
se opét zvétsi o 1. (Jsou-li mezi danymi body body soumérné
sdruzené podle stiedu S, nemaji tedy vliv na hodnoty p(X).)

Na uvaZované kruznici zvolme néjaky bod 4. Je-li p(4) =
= 0, tloze vyhovuje pfimka A4S. Je-li p(4) # 0, vSimnéme si,
Ze pro bod A’ soumérné sdruZeny s bodem A podle stiedu S
ziejmé plati p(A") = —p(A). Probéhne-li tedy bod X od bodu
A do bodu A’, zm&ni hodnota p(X) znaménko. Vzhledem
k tomu, Ze hodnoty p(X) jsou celodiselné a postupné se zvétSu-
ji nebo zmensuji o 1, je pro néktery bod B nutné p(B) =0
a pifimka BS vyhovuje uloze.

50. Zvolme si libovolny bod mnoziny B. Podle (1) je spojen
nanejvy$ se tfemi body mnoZiny B dseckami z U a kazdy

z téchto tii bodi je spojen useCkami z U nanejvys se dvéma
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dal$imi body z B. Zvoleny bod muzZe tedy byt tGseckou z U
nebo lomenou ¢arou sloZenou ze dvou udsefek z U spojen
nanejvys s deviti dal§imi body z B. MnoZina B tedy vzhledem
k (2) obsahuje nanejvys$ 10 bodt. Na obr. 1 vidime, Ze deseti-
bodovd mnoZina B s vlastnostmi (1), (2) existuje. Hledany
pocet je 10.

Obr. 1

51. JestliZe jsme stfed strany AB oznacili P a stfed strany
BC oznadili Q (obr. 2), je PQ stiedni pficka trojihelniku ABC.
Proto tvoii body P, Q, C, R rovnobéznik. thlopfiéky rovno-
bézniku se vzdjemné puli, tudiZz pfimka CP prochdzi stfedem
tisecky OR a je tedy nejen téznici trojuhelniku ABC, ale i
téZnici trojihelniku PQR. TotéZ lze dokdzat pro téZnici
AQ nebo BR. ProtoZe oba trojtihelniky maji stejné téZnice,
maji i stejné tézisté.

52. Mi-li trojihelnik ABC poZadované vlastnosti, protind
polopfimka CT stranu AB v jejim stfedu M a protoZe téZisté
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3
trojihelniku déli téZnici v poméru 2 : 1,je |CM| = Y |CT)|.

Doplnime-li trojihelnik ABC na rovnobé’nik ANBC, je bod
M jeho stfedem (obr. 3). Z uvedeného rozboru vyplyvé jiz
konstrukce trojihelniku 4BC. Na polopfimce CT zvolime
bod N tak, aby |CN| = 3 |CT|, bodem N vedeme rovno-
béZzky s pfimkami CQ, CP a jejich pruseiky s pfimkami CP,
CQ jsou body A, B. Uloha mé vzdy privé jedno fedeni.
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53. ProtoZe piimka p neprochdzi podle prfedpokladu zdd-
nym vnitfnim bodem trojihelniku, leZi cely trojihelnik ABC
v jedné poloroving s hrani¢ni pfimkou p. Oznaéme S stfed
usecky AB, s vzdélenost bodu S od pfimky p a a, b vzddlenosti

a+b
bodt 4, B od pfimky p (obr. 4). Pak je s = — To je

ihned zfejmé v pfipadé a = b, kdy body 4, B a tedy i S

Obr. 4

leZi na pfimce rovnobéiné s pfimkou p. Také v piipadé, kdy
je pfimka 4B kolmad na pfimku p, je platnost uvedeného vzor-
ce zfejmd. V ostatnich pfipadech je s velikost stfedni pficky
lichobéZniku se zdkladnami a, b, pifipadné pravothlého troj-
thelniku (je-li @ = 0 nebo b = 0) a tedy i v téchto pripa-
dech vidime, Ze 2s = a + b. Oznacime-li R, T stfedy stran
BC, AC ar, t, ¢ vzdilenosti bodd R, T, C od pfimky p, pla-
ti podle pfedchdzejiciho 2s =a + b, 2r =b + ¢, 2t = a +
+ c¢. Seltenim t&chto tii rovnic a délenim dv&ma dostd-
vime s + r + t =a + b + ¢, coZ jsme méli dokdzat. Y

54. Ozna¢me vzdalenosti boda 4, B, C od pfimky p stejné
jako v predchdzejici uloze a, b, c. MiZeme piedpoklddat, Ze
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bod C md z vrcholt 4, B, C od pfimky p nejvétsi vzdilenost,

tj. c=a, c= b. Oznaéme jedt&€ s a ¢ vzddlenosti stiedu S

useCky AB a tézi§té T trojihelniku 4BC od pfimky p (obr. 5).
a+b c—s

Pak je s = 2 t:s—!——g—. Po dosazeni za s do-

1
staneme ¢ = 3 (@ + b + ¢). MZeme tedy fici, Ze vzdi-

Yyev

lenost téZi§té trojuhelniku ABC od piimky p se rovnd aritme-
tickému priméru vzddlenosti vrchold 4, B, C od této pfimky.

C

Obr. 5

55. M4-li rovnoramenny trojihelnik proti své zdkladng tihel
v, md kazdy jeho thel pfizékladné velikost 90° — )2}— Jsou tudiz

kazdé dva rovnoramenné trojiihelniky s thlem y pf#i vrcholu
proti zdkladné podobné, protoZe se shoduji ve viech vnitinich
thlech. Snadno sestrojime rovnoramenny trojihelnik PQC
s thlem y pfi vrcholu C a s rameny CP, CQ. Oznatme S
stfed strany PQ a R patu kolmice vedené bodem P k pfimce
CQ (obr. 6). Na polopfimce CS zvolime za bodem S bod U
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tak,aby |SU| = |PR|. Kdyby bylo |CU| =, bylibychom
s konstrukci hotovi, stadilo by vzit za trojuhelnik ABC troj-
thelnik PQC. To by vsak byla pfili§ velkd ndhoda, spiSe bude
|CU| mensi nebo vétsi neZ velikost s. Pak zvolime na polo-
piimce CS bod D tak, aby |CD| =s. Bodem D vedeme

Obr. 6

rovnob&zky s ptimkami PU, QU a jejich praseciky s pfimkami
CP, CQ oznalime A, B (viz obrdzek). DokiZeme, Ze troj-
thelnik ABC mé poZzadované vlastnosti. Je to rovnoramenny
trojihelnik s hlem y pfi vrcholu C. Ozna¢me E patu kolmice
vedené bodem 4 k pfimce CB a F stied tseCky AB. Z po-
dobnosti trojihelniktt PRQ, AEB a také dvojice trojtihelnikd
PSU, AFD plyne

PRl _ |4E|  |SU| _ |FD|
POI ~ |4B>  IPS| ~ 1A4FI"



ProtoZe je |PQ | =2|PS|, | AB| =2 | AF |, plati podle

ledni i k'lSU' | FD | Podle k kee je
osledni rovnost: take = 0 onst.
p lPQI ]ABl odie nstru. CC)C
S\ 1 PR gy |FP1 _ PRI _ 14|
| SUI=1PRLtedy 175 = 1pg| ~ | 4B * P

|FD| =| AE|.Pak je ale |CF| + |AE| = |CF| + | FD | =
= | CD | = s a trojtihelnik ABC m4 poZadované vlastnosti.

56. Z podobnosti rovnoramennych trojihelniki ABB’ a
CBC’ plyne | <B'AB| =|<BCC'| (obr. 7). Dile je

QObr. 7

|AB'| =| AB| = |DC|, | AD| =| BC| = | CC’'|. Podle
véty sus jsou tudiZ trojihelniky DAB’ a C'CD shodné, proto je
| DB’ | = | DC’|. Tim jsme dokdzali, Ze trojihelnik DB'C’ je
rovnoramenny. Ozname o velikost sobé rovnych thla BAB’,
BCC’ a f velikost vnitiniho whlu rovnobéZniku 4BCD
pii vrcholu A. Z prfedchdzejiciho vime, Ze | <CADB'| =
= |<{CC’'D|, ozna¢me tuto velikost y, podobné |<L4B'D| =
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= | <X C'DC | = 0. Z trojuhelniku ADB’ plyne . + f + y +
+ & = 180°. Soucet velikosti Ghlt BAD a CDA je také 180°,
proto | XB'DC’ | = «. Rovnoramenné trojihelniky BAB’
a C'DB’ maji tudiz proti zdkladndm stejné velké thly, takze
jsou podobné. Micky jsme pfedpoklddali, Ze stejné jako na
obrdzku je o + f < 180°. Postup diikazu by vSak byl v pod-
staté stejny i v piipadé « + B > 180° nebo « + [ = 180°.
V poslednim pfipad€ by se vSak trojuhelniky DAB" a C'CD
redukovaly na usecky.

57. Stejnolehlost se stfedem v téZiSti trojuhelniku a s koe-
ficientem —2 zobrazuje stfedy stran trojihelniku do pro-
téjSich vrcholli. Proto md kruZnice prochdzejici stfedy stran
trojihelniku poloviéni polomér neZ kruZnice trojihelniku
opsand a lezi v jeji vnitfni oblasti nebo s ni md vnitini dotyk,
jak se v zaddni ulohy pfedpoklddd. V tom piipadé lezi stied
§ kruznice % trojihelniku ABC opsané na kruZnici &’, proché-
zejici stfedy stran trojihelniku ABC. Bod dotyku obou
kruZnic oznatime V (obr. 8). Stfed alespofi jedné strany
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trojihelniku je rdzny od bodu V i od bodu S, necht je jim
napiiklad stted P strany AC. Use¢ka AC je pak takovou
tétivou kruZnice k, kterd je bodem P pulena, proto musi byt
AC | SP. Podle Thaletovy véty je PV | SP, splyva tudiZ
pfimka AC s pfimkou PV. Pak vSak musi jeden z vrcholu
A, C splynout s bodem V. Tim jsme dokazali jednu cast
tvrzeni ulohy. MuZeme pifedpoklddat, ze C = V, vrchol 4
je druhym prasecikem pfimky PV a kruznice k. Vrchol B lezi
na kruznici k& a stfed Q usecky AB musi leZet na k. Musi
proto bod Q leZet také na kruZnici, kterd odpovidd kruZznici %

1
ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem PY To je viak

pravé kruznice opsand trojuhelniku APS. Proto musi bod Q
splynout s bodem S, usecka AB je pak primérem kruZnice k&
a trojihelnik ABC je pravouhly, coZ jsme pravé méli dokizat.

58. Ozna¢me M, N, P (obr. 9) po fadé body dotyku kruzni-
ce trojuhelniku vepsané a stran BC, CA, AB. Pakje | SM | =
= | SN | = | SP|. Z pravouhlého trojuhelniku CMS plyne,
ze|CS| > | MS|,tedytaké | DS | > | PS|. Protoje P = D
a trojuhelniky SMC a DPS jsou shodné rovnoramenné troj-
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thelniky. MZeme pfedpoklddat, Ze bod P leZi mezi body
B a D, jinak bychom zaménili oznaceni bodd 4 a B a dvojice
M, N.Pakje| BC| =|BM| + |MC|=|BP|+ |PD| =
= | BD l Je tedy velikost odvésny BC pravothlého trojihel-
niku ABC rovna poloviné velikosti pfepony, protoze bod D
je podle predpokladu jejim stfedem. Kdybychom k bodu B
sestrojili bod B” soumérné sdruZeny podle pfimky AC, byl by
trojthelnik ABB’ rovnostranny, proto je | XBAC | = 30°.

59. OznaCme M libovolny bod rovnostranného trojihelniku
ABC (obr. 10), oznaéme déle a stranu trojihelniku a p, ¢,

Obr. 10

vzddlenosti bodu M od jednotlivych stran trojihelniku. Sou-
et obsahu trojuhelniki ABM, BCM, CAM se rovni obsahu

1 1
trojthelniku ABC, tedy —-a(p + ¢ + 1) = @ 13, odkud

1 —
pt+g+r= > V3, coZ jsme méli dokdzat. Pouzili jsme
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pritom vzorci pro obsah a velikost vy$ky rovnostranného
trojahelniku. LeZi-li bod M na nékteré strané trojihelniku,
redukuje se pfislusny trojihelnik v iseCku nebo dokonce v bod,
coz viak v uvedeném diikazu neni na zdvadu.

60. Kazdy pravouhelnik z mnoZiny M dostaneme timto
postupem: s pifimkou AB vedeme piimku rovnobéznou, kterd
protind GseCku AC v nékterém jejim vnitinim bodé K a pro-
tind tudiZ i dsecku BC v bodé L (obr. 11). Paty kolmic vede-

Obr. 11

nych body K, L na pifimku AB oznaime R, S. Pravouhelnik
KRSL md pozadované vlastnosti. Oznaéme ¢ = | AB|,
v vySku trojihelniku ABC k stran& AB, z=|KL| a y
vySku trojihelniku KLC, pfisluSnou k strané¢ KL. Z po-
dobnosti trojihelnikit ABC, KLC plyne y : v = 2z : ¢. Obvod
pravouhelniku KRSL se rovna

2[z+(v~y)]:2[v+y (—:—— 1)]
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Jestlize dva rdzné pravouhelniky z mnoziny M maji
stejny obvod, nabyvd funkce 2 [v + y(%—l)] pro
dvé razné hodnoty proménné y stejné funkéni hodnoty.
To nastdvd jediné tehdy, kdyz je % — 1 =0, pak jsou ob-

vody vSech pravouhelnikii z mnoZiny M rovny hodnoté 2v.

61. Pfedpoklddejme, Ze se ndm jiz podafilo sestrojit troj-
thelnik AXY pozadovanych vlastnosti (obr. 12). Oznacme Z

A \

Obr. 12

stied strany AY a y jeji délku. Trojuhelniky AZX a ABY

AX
jsou podobné pravouhlé trojuhelniky, proto je 'I ¥ Z[[ =
|[AY] |AY|?
4B odkud | AX | = . Obvod trojuhelniku AXY

]AB 4m
je 2s,tedy |AY ]2 + 2m |AY| = 4ms. Posledni rovnici upra-
vime na tvar (|AY| + m)? = m(m + 4s), odkud plyne
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| AY | = Vf—n—(r;z— + 4s) — m. Tento vztah pouZijeme obricend
ke konstrukci bodu Y a pak trojuhelniku AXY. K hodnotdm
m, s sestrojime tseCku délky r = Vm (m + 4s) — m a hleddme
prusecik polopfimky BC s kruznici o stfedu 4 a poloméru 7.
Aby vsak takovy prisecik Y existoval a byl rtizny od bodu B,

je e nutné a stadi, aby platilo Vm (m + 4s) — m > 2m, coz je
podminka ekvivalentni s podminkou s > 2m. Je-li tato pod-
minka splnéna, miizeme bod Y sestrojit, bod X dostaneme
jako priise¢ik osy usecky AY a polopfimky AB, vypoltem
pak zjistime, Ze obvod trojihelniku AXY je 2s. Podminka
s > 2m je nutnou a postacujici podminkou fesitelnosti tlohy.
J-g;;é 'faozﬂamene)me, Ze useCku délky Vm (m + 4s) sestrojime
pomoci Euklidovy véty o odvésné tak, Ze sestrojime pravodhly
trojihelnik o pfeponé m + 4s, jehoZ jeden tisek na ni md
délku m. Odvésna pii tomto useku md pak velikost

Vm (m + 4s).

62. Necht body P, Q spliiuji podminky tlohy. Bod P ne-
muiZe byt totoZny s bodem C, protoZe by s nim pak musel
splynout i bod Q, je totiz | CP | = | PQ |. Pak by vSak ne-
mohlo platit | PQ | = | OB |. Na druhé strané¢ miZe s bodem
C splynout bod Q, pak oviem musi byt P = A4. Vidime, Ze
tloha md vidy aspoii jedno feSeni: P = A4, Q@ = C. Necht
ani bod P, ani bod Q nesplyvd s bodem C. Pak body C, P, O
tvoii rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou CQ (obr. 13),
je tedy | SCCOP| =y, kde y = | <ACB |. Rovnoramenny
trojihelnik tvofi také body P, Q, B, protoZe bod Q nemiize
byt totoZny s bodem B. Protoze | LPOB| = 180° —y, je
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Obr. 13

| XQOBP| = ; . Vime, Ze | XCBA | = 90° — % a protoze

| XCBA | > | <CCBP | (rovnost by mohla nastat pouze v pii-
padé P = 4, ten jsme probrali zvlast), je nutnou podminkou
pro to, aby uloha méla dal$i feSeni, splnéni nerovnosti
90° > . UkdZeme, Ze je to i podminka postacujici. Necht je
tato podminka splnéna. Na tsecce AC zvolme bod P tak,
aby | XCBP | — %ana tiseéce BCbod Qtak, aby | < COP | —
=7. Pak je trojuhelnik CPQ rovnoramenny, | CP | = | PQ |.

Déleie]@:QPBE:%, a tedy | PQ| =|QB|. Body P, Q

jsou tedy dal$im TeSenim tlohy. MiZeme shrnout: Gloha md
vidy feSeni P = A, Q = C. Je-li trojihelnik ABC ostrothly,
m4 uloha dalfi FeSeni, které jsme prdv€ popsali.

63. Zvolme bod M na strané¢ AC a bod N na strané BC
zatim libovolné (obr. 14). Sestrojme bod P; soumérn€ sdru-
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Zeny k bodu P podle piimky AC a bod P soumérné sdruZeny
k bodu P podle piimky BC. Pakje | MP | = | MP; |,| NP | =
= | NPy | a obvod trojuhelniku MNP se rovnd soultu
| PiM | + | MN | + | NP3 |. Je zfejmé, Ze tento soulet je
nejmensi prave tehdy, kdyZ body M, N lezi na tseéce PiPs.
Re3eni tlohy je tedy nasnadé - body M, N zvolime v priise-
¢icich pfimky Pi P s piimkami AC, BC. Co viak, kdyZ pfimka
P P> viubec trojuhelnik ABC neprotind ? UkdZeme, Ze tento
pfipad nenastane. Je totiz | XPiCP| = 2| <LACP|,
|<CPCP;| = 2| <C(PCB |,tedy | <CP1CP | + | SCPCPs | =2y,
kde je y velikost vnitfniho dhlu v trojihelniku ABC pfi
vrcholu C, tedy podle pfedpokladu ostrouhlosti trojihelniku
ABC je 2y < 180°. Z nerovnosti | LP1CP | + | <CPCP;| <
< 180° pak vyplyvd, Ze pfimka P1P» protind strany 4C, BC
trojihelniku ABC v jejich vnitfnich bodech. Kdyby v po-
sledni nerovnosti platilo misto znaménka nerovnosti znamén-
ko rovnosti, prochdzela by pfimka PP bodem C a kdyby
platila nerovnost obrdcend, neobsahovala by pfimka PiPs
Zadny bod trojihelniku ABC. V téchto dvou piipadech by
tloha neméla feSeni, protoze ¢im bychom body M, N volili
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blize k bodu C, tim by byl obvod trojuhelniku MNP mensi.
Pii Zddné volbé bodi M, N by nebyl obvod nejmensi.

64. Uloha navazuje na ulohu predchdzejici, nyni viak neni
ddn ani bod P. Zvolme zatim bod P uvnitf strany 4B libo-
volné a podle pfedchazejici lohy sestrojme body M, N tak,
aby byl obvod trojuhelniku PMN minimalni (obr. 15). Obvod

Obr. 15

trojuhelniku PMN se tedy rovnd velikosti tsecky Pi1P». Jde
tedy vlastné o to, zvolit uvnitf usecky 4B bod P tak, aby byla
velikost | PyP> | minimdlni. Vime, Ze | PiC| = | P.C| =
= | PC|,| <CP1CPs | = 2y. To znamend, Ze nezavisle na tom,
jak zvolime bod P, je PiP.C rovnoramenny trojihelnik
s thlem 2y proti zdkladné P1P». Kazdé dva takové trojihelniky
jsou podobné, musime oviem bod P zvolit tak, abychom
dostali trojuhelnik s nejmens$i moZnou zdkladnou. To je vSak
totéz, jako kdybychom pozadovali, aby to byl trojuheinik
s nejmen$im ramenem. Velikost ramene trojihelniku P CP;
je | P1C| =| PC|. Chceme tedy zvolit bod P na usetce AB
tak, aby bylo | PC | nejmensi. Je tudiZ nutné zvolit za P patu
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kolmice vedené bodem C k strané¢ AB. ProtoZe je podle
predpokladu trojihelnik ABC ostrodhly, leZi pata P uvnitf
strany AB. D4l pak postupujeme stejné jako v pfedchdzejici
tloze. Je zfejmé, Ze i body M, N budou patami vySek v troj-
thelniku ABC, mohli jsme totiZ misto od bodu P vyjit také
od bodu M nebo N. DokdZeme si to viak téZ pfimo (obr. 16):

Obr. 16

Body Pi, P, Ps leZi na kruznici se sttedem C, tecnou v bodé
P je pfimka P14, v bodé P je teCnou piimka AB. Oznaéme
o = | CACP|. Pak je | <C(PiCP| = 22 a podle véty
o obvodovém a stfedovém thlu je | SCP1P2P | = o. Pak je také
o = | CNPPs |, protoze NB je osou tselky PPs, a tudiZ
| PyNP | = 2. Ctyttihelniku CP1AP lze opsat kruZnici
(je to kruZnice nad primérem AC), a protoZe | CPINP| =
= | <CP1CP |, prochdzi tato kruznice i bodem N. ProtoZe
bod A je sttedem oblouku Py P na této kruZnici, je | LPANA |=
= | LANP | = «. Jetedy AN || PPs, to znamend AN | BC.
Tim je dokdzdno, Ze bod N je patou kolmice vedené bodem 4
na pfimku BC. Stejné bychom dokdzali, Ze bod M je patou
vysky na stranu AC v trojihelniku ABC.
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65. Ozna¢me T t€zi$té trojihelniku ABC a P, Q, R stiedy
jeho stran (obr. 17). UZitim trojihelnikové nerovnosti na troj-

Obr. 17
2ta, 2tb . .
thelnik ABT dostaneme ¢ <—3— + 3 Nahradime-li troj-

thelnik ABT postupné trojihelniky BCT, CAT, dostaneme

dvé dalsi nerovnosti, které bychom mobhli také dostat cyklickou

zdménou hodnot a, b, ¢ v pfedchdzejici nerovnosti. Sectenim
4(1a + 1o + 1c)

vSech tfi nerovnosti dostdvime 2s < 3 odkud

3s

> < ty + tp + te. Tim jsme dokdzali jednu z nerovnosti

dlohy. VSimnéme si nyni trojihelniku APR. Podle trojihelni-
(4

kové nerovnosti je 75, < 2 +- 2 Secéteme-li opét tuto nerov-

nost s nerovnostmi, které z ni dostaneme cyklickou zdménou

hodnot a, b, ¢, vychdzi pfimo druhd nerovnost, kterou jsme

méli dokazat.

66. Necht je M libovolny bod obdélniku ABCD. Vedme
jim rovnobézku s pfimkou 4B, jeji priseciky s pfimkami 4D,
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BC oznaime P, Q (obr. 18). Dile vedme bodem M piimku
rovnobéZnou s piimkou AD, jeji pruseciky s pfimkami AB,
CD oznacime R, S. Je pak

| MAR + | MC2=| AR[2+ | RM [ + | MO + | QC 2,

|MB2+ | MD2=|BQ]+|MQE+|MS?+|DS

D s _¢
P M Q
A R B

Obr. 18

Protozeje | AR| =|DS|,|RM| =| BQ|a| QC| = | MS|,
je| MA2 + | MC |2 = | MB |2 + | MD 2, coz jsme méli do-
kdzat. VSimnéme si, Ze jsme pfi dikazu ani nepouzili toho,
Ze bod M je bodem obdélniku. Tvrzeni tedy plati i pro body
vné obdélniku. Velmi jednoduSe se tvrzeni ulohy dokazuje
analyticky.

67. Oznacme P prusecik uhlopriceck AC, BD (obr. 19).
Trojthelniky ABP, CDP jsou stejnolehlé a protoze je podle
pfedpokladu | AB|=2|CD|, je také |BP|=2|DP|,
| AP| = 2| CP|. Zvolme oznaleni podle obrdzku. Protoze
jsou uhlopficky na sebe kolmé, plati podle Pythagorovy véty
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a2+ 2 =22
4x% + 2 = u?
¥ + 4y% =2

Seétenim poslednich dvou rovnic a uzitim prvni rovnice
dostaneme vztah

17

u? + 92 =522, tedy 2 = | CD | = l 5 (w® + 2?),

1
|AB| = 2 V;(u2+ 22),
Dile je 2 = x2 + 492, 4u? = 16x2 + 492 a tedy 22 <
< 4u?. Pak je téZ v < 2u, protoZze u, v jsou Cisla kladnd.
Stejné bychom dokdzali, Ze u < 2v.

Obr. 19

68. Predpoklddejme, Ze jsme body X, Y jiz sestrojili.
Ozna¢me K, L, M dalsi tii vrcholy &tyfdhelniku BKLM,
ktery je prinikem trojuhelnikid AXB, CYB (obr. 20). ProtoZe
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Obr. 20

je Ctyfuhelnik BKLM soumérny podle piimky BL, jsou
podle této pfimky soumérné sdruZené jak body K, M, tak
také body X, Y. Vidime, Ze osa o ¢tyfthelniku BKLM je
nutné kolmd na spojnici XY, tedy na pfimku V'N. Kromé toho
lezi bod X na spojnici bodd A, C’, kde C’ je bod soumérné
sdruzeny k bodu C podle osy o, podobné bod Y leZi na spoj-
nici CA’, A’ je bod soumérné sdruzeny k bodu A4 podle osy o.
Tento rozbor nds vede ke konstrukci: sestrojime nejdfive
pfimku o, kterd je kolmd k pfimce VN a prochdzi bodem B.
Dile sestrojime body A’, C’ soumérné sdruZené k bodium
A, C podle piimky o. Bod X necht je praseéikem piimky AC’
s ramenem VN dhlu MVN, bod Y prisecikem této polo-
prfimky a pfimky CA’. MiZe se vSak stit, Ze trojuhelniky
AXB a CYB budou mit spole¢ny pouze bod B nebo usecku
BD, kde je D prisecik pfimek o, V'N. Aby se toto nestalo, je
nutné a staci, aby bod Y lezel ddl od bodu V nez bod D.
Je | VD| =b cos a,kde « = | CNVM |, déle je | A4’ | =
=2(a@a—b)cosu,kde a=|AV |, b=|BV|, c=|CV|.
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Z podobnosti trojihelnikd AA'C, VYC plyne | VY| =

2(a —b)c . . .
= (@ _—5— cos a. Pak je | VY| > | VD| pravé tehdy, kdyz
je 2ac > b (a + ¢). To je nutnou a postatujici podminkou
fesitelnosti dlohy. Za této podminky se trojuhelniky AXB
a CYB protinaji v Ctyfihelniku soumérném podle osy o.

7 69. Jestlize lezi stfed S na n&které stran& &tyfuhelniku, je
tato strana priimérem kruZnice, Zddn4 jind strana Ctyfihelniku
pak bodem S neprochdzi, jinak by byl bod S vrcholem ¢tyi-
thelniku. To vSak nemtiZe nastat, protoZe vSechny vrcholy
¢tyfdhelniku lezi na kruZnici. Strany Ctyfdhelniku, které
neobsahuji bod S, jsou pak tétivy kruznice, rizné od praméru,
a proto krat$i. Lezi-li bod S vné ¢tyfuhelniku ABCD, existuje
jedna jeho strana, kterd oddéluje bod S od ostatnich dvou
vrcholii ¢tyfihelniku (obr. 21). Zvolme oznaceni tak, Ze je to

Obr. 21

strana AB. Vrcholy C, D pak leZi na men$im oblouku kruZnice
s krajnimi body 4, B. Proto jsou tétivy AD, CD, BC kratsi
nez tétiva AB.
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70. Danému Sestithelniku (obr. 22) lze opsat kruZnici,
pravé kdyz osy vSech jeho stran prochdazeji spole¢nym bodem.
Nejdrive dokdZeme, Ze osy protéjSich stran Sestidhelniku
splyvaji. Vezméme napfiiklad strany AB, DE. ProtoZe jsou
spolu rovnobé&Zné, tvofi body A, B, D, E lichobé&Znik nebo

Obr. 22

rovnobéznik. Jeho tuhlopficky AD, BE jsou stejné dlouhé,
jde tedy o rovnoramenny lichobéZnik nebo pravouhelnik.
Pak je ovSem osa o1 useCky AB zirovein osou useCky DE.
Obdobné je osa o0 strany BC ziroveni osou strany EF a osa 03
strany CD zdroven osou strany FA. JiZz jsme si ukdzali, Ze
ABDE je rovnoramenny lichobéZnik nebo pravouhelnik. Proto
je jeho osa o1 osou thlu AMB, kde M je prusecik uhlopfictek
AD, BE. Stejné tak je oz osa Gthlu ENF, kde N je prusecik
uhlopficek BE a CF a pfimka o3 je osou thlu CPD, P je
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prasecik uhlopficek AD, CF. Jestlize thlopficky AD, BE,
CF prochézeji jednim bodem, splyvaji body M, N, P v jediny
bod, kterym prochdzeji i osy o1, 02, 03. Neprochdzeji-li ihlo-
pricky Sestitthelniku jednim bodem, tvofi body M, N, P
trojahelnik a o1, 02, 03 jsou osy uhld v tomto trojuhelniku.
I pak vSak prochdzeji jednim bodem, coz jsme méli dokizat.

71. Zvolme na kruznici & bod X, X +# A, X # B. T¢&zisté
T trojahelniku ABX leii na t&€Znici prochdzejici bodem X,
tedy na tsecce MX, kde M je stied tseCky AB. Ze zndmé

1
vlastnosti t&zisté ddle vime, Ze | MT | = 3 | MX | (obr. 23).

Odtud je vidét, Ze bod T je obrazem bodu X ve stejnolehlosti

vaného trojuhelniku ABX lezi tedy na kruZnici &'. Zvolme
obrdcené na kruZnici £ bod T a pokusme se sestrojit troj-
thelnik ABX s tézistém T tak, aby X € k. Bod X najdeme
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snadno, je to vzor bodu 7 v uvaZované stejnolehlosti. Lezi
na polopifimce MT a je | MX | =3 | MT|. Musime vsak
vyloucit ty body T, pfi nichZ bod X splyne s nékterym z bodl
A, B, protoze pak body 4, B, X netvoii trojihelnik. MiZeme
tedy shrnout: mnoZinou téZiSt vSech trojihelniki ABX,
kde X €k, je kruZnice &’ bez jejich dvou prisecikt s pfimkou
AB.

72. Rozli§ime dva pfipady:
a) Jeden z danych bodu splyvd se stiedem dané kruZnice.
Pak je vzdédlenost kazdého z dalich t¥f danych bodt od to-

hoto bodu mensi neZ 1, tedy také mensi nez Ja.

b) Zddny z danych bodd nesplyvd se stiedem S dané
kruZnice. Pak urcuje stfed S spolu s kazdym z danych bodt
polopiimku a aspoit dvé z téchto polopfimek sviraji thel
nejvyse rovany 90°. Necht to jsou polopfimky S4, SB; A4,
B jsou dva z danych bodi (obr. 24). Z trojthelniku S4B
pak plyne |AB|2 = |SA2 + |SB|2 nebo |AB]2 < |[SA|2+
+ | SB |2 podle toho, zda je thel ASB pravy nebo ostry.

/»——'—\*\

[ 2
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Protoze | SA| < 1, | SB| < 1, plati v obou pfipadech
| AB? < 2, tedy | AB| < )2.

73. Ozna¢me po fadé K, L, M body dotyku kruZnice k1
na strandch AB, AD, CD, déle U, V, W body dotyku kruZnice
ke na strandch AB, BC, CD. Polomér kruZnic %;, k2 oznacime
r a vzddlenost jejich stfedt s. Je | AK | = | AL |, ozname
tuto velikost x (obr. 25). Podobné y = |DL|=|DM|,

DYM s wteg
: t
)f/

Obr. 25

t=|CW|=|CV|, u=|BU|=|BV]|. Pro délky zi-
kladen lichobé&zniku pak platia = x + s + u, b =3y + s + 1,
pro délky ramen mdme ¢ = u + 1,d = x + y,tedy(a + b) —
— (¢ + d) = 2s, vy$ka v lichob&Zniku je 2r. Je tudiz (a + b) —
— (¢ + d) = 2v pravé tehdy, kdyZ je s = 2r. To je viak nutnd
a postatujici podminka pro to, aby mé&ly kruZnice k1, k2 vnejsi
dotyk.

74. Pfedpoklddejme, Ze jsme tlohu jiz vyFedili. Oznatme 4
vrchol &tverce, ktery leZi na p¥imce p. Protoze | S4 | = 2,
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lezi bod A také na kruZnici se stfedem S o poloméru rl/2
(obr. 26). Ta protind pfimku p pravé ve dvou bodech, kazdy
z nich miiZzeme doplnit na ¢tverec opsany kruznici k. Tyto dva
Ctverce nemohou byt totozné. Dva vrcholy &tverce by totiz
lezely na pfimce p, kterd by musela byt jeho stranou nebo
thlopfickou. Stranou nemiZe byt, protoZe se kruznice &
nedotykd, thlopfickou také nemiiZe byt, protoZe neprochdzi
bodem S, ktery musi byt stfedem &tverce. Uloha ma tedy
praveé dvé feseni.

Obr. 26

75. Necht bod M splituje podminku tlohy. Ozna¢me stedy
kruZnic opsanych trojtihelnikim ABM, BCM, CAM postup-
né¢ S1, S2, S (obr. 27)‘ Pak plati| $14 | = | S1B| = | SiM| =
=[82B| = [ 50| = [ SaM| = | S3C| = | S3d | = | SsM|.
Bod M musi byt rizny od bodi A, B, C a z rov-
nosti | SIM | = | SeM | = | S1B| = | S2B| plyne, Ze bud
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Obr. 27

S1 = So, nebo Ze S1MS2B je kosottverec. Je-li S1 = S,
splyvaji kruZnice opsané trojihelnikim ABM, BCM s kruzni-
ci opsanou trojihelniku ABC a bod M je jejim bodem.
Ve druhém piipad® je nejen S1MSqB, ale téZ SeMS3C a
S3MS1A4 kosoétverec. Prvni dva maji spole¢nou stranu MSp,
a proto tvori zbyvajici vrcholy obou kosoétvercii rovnobéZnik,
v naem pfipadé je to rovnob&Zinik S1BCSs. Odtud plyne,
ze pfimky S1S83 a BC jsou rovnob&Zné, a protoZze piimky
AM, §:S83 jsou kolmé, jsou to thlopficky kosoctverce, jsou
kolmé i pfimky AM a BC. LeZi tedy bod M na vysce troj-
uhelniku ABC, kterd prochdzi bodem A. Stejné bychom
dokdzali, Ze bod M leZi téZ na zbyvajicich vySkdch trojuhelniku
ABC, neboli Ze je pruseikem vySek trojuhelniku ABC.
Tim jsme dokdzali: jsou-li poloméry kruZnic opsanych troj-
uhelnikim ABM, BCM, CAM stejné, pak je bod M bud
pruse¢ikem vy$ek v trojuhelniku ABC, nebo je bod M
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libovolny bod kruznice opsané trojuhelniku ABC, rizny od
bodu 4, B, C.

Obricené, necht je bod M libovolny bod kruznice opsané
trojuhelniku ABC rizny od bodd A4, B, C. Pak kruZnice
opsané trojuhelnikim ABM, BCM, CAM splyvaji viechny
s kruznici opsanou trojuhelniku ABC a maji tudiZ stejny
polomér. Necht je ted M prisecikem vySek trojihelniku
ABC, ktery nemiize byt pravouhly, protoZe podle predpo-
kladu nesplyvd bod M s ZzZidnym vrcholem trojihelniku
ABC. KruzZnice kg a k3 opsané trojuhelnikim BCM a CAM
maji spolecnou tétivu CM, které pfislusi v kruZznici k2 obvo-
dovy tihel CBM a v kruZnici k3 obvodovy thel CAM. Pfitom
je CA | BM, AM | CB, a proto jsou uhly CBM, CAM
stejné veliké. Odpovidaji tedy spolecné tétivé CM kruZnic
ko, ks stejné velké obvodové whly, a proto maji kruznice ks, k3
stejné velké poloméry. K témuz vysledku bychom dosli
i v pfipad€ kruZnic k3 a k1, kde k1 je kruZnice opsand troj-
thelniku ABM. Muzeme tedy shrnout: mnoZinou vsech
bodtt M, pro néZ maji kruZnice opsané trojuhelnikim ABM,
BCM, CAM stejné velké poloméry, je mnoZina bod kruz-
nice opsané trojihelniku 4BC a prusecik vySek trojuhelniku
ABC s vyjimkou bodu 4, B, C.

76. Body 4, B, C, D tvofi rovnoramenny lichobéZnik,
popfipadé pravouhelnik, spojnice stfedt S, T danych kruZnic
je vZdy osou tohoto ¢tyfdhelniku. DokdZeme, Ze kruZnice nad
prumérem ST prochazi body 4, B, C, D. Necht je z spole¢nd
vnéj$i a s spolend vnitfni teéna danych kruZnic, 4 jejich
prusecik (obr. 28). ProtoZze S a T jsou stfedy kruZnic, jez se
dotykaji pfimek s, ¢, jsou pfimky AS a AT osy thli pfimek
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Obr. 28

s, I, a jsou tudiz na sebe kolmé. Podle Thaletovy véty lezi
bod A na kruZnici nad primérem ST. TotéZ bychom dokizali
pro body B, C, D. Tim je tvrzeni tlohy dokizino.

77. Zvolme oznaceni podle obrazku 29. Podle podminek
tlohy md byt |AP| — |AQ| = d. Protoze |AP| — |AQ| =
= |PM| + y — (|IMQ| — ¥), je 2y = d. Z pravoihlého

Obr. 29
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@
trojihelniku SMA mime x = V‘UZ —7 2 délka tétivy PQ

b

d2

je2lrr — a2 =2 ]/ r2 + i 22, Uloha md privé tehdy feSe-

ni, je-li tato hodnota nejvySe rovna praméru kruZnice,
d

musi tedy platit v = 2 Zndme-li délku tétivy PQ, miZeme

ji sestrojit. Staci zvolit libovolnou tétivu vypoctené délky
a otoCit ji kolem stfedu S tak, aby prochdzela bodem 4.
Lépe je vSak najit nejdfive stfed M hledané tétivy. Ten je
podle vy3e odvozeného bodem dotyku te¢ny vedené bodem S

d
ke kruznici o stfedu 4 a poloméru 2 Zde opét vidime, Ze

d
nutnou podminkou FeSitelnosti Glohy je v = 223 to je i pod-

minka postacujici.

78. Polomér hledané kruznice oznalime r, jeji stied S»
dalsi oznaceni zvolime podle obr. 30. Bod D je pata kolmice
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vedené bodem S k pfimce AB. Z pravothlych trojihelnika
SDSy, SDS; a SDS; dostdivime rovnice

Pt = (6 — 1)
BB =g =2+
P @+ R =+ R,

kde jsme oznacili p = |SD|, ¢ = |SoD)|.

Je to soustava tfi rovnic o tfech neznamych p, ¢, r, kterou
snadno vyfesime. Odectenim prvni rovnice od zbyvajicich
dvou dostaneme rovnice 2r + ¢ =6, 5r — ¢ = 6. Jejich

12

seCtenim dostaneme 7 = ER A protoze uloha nevyZaduje

dtikaz existence kruznice dotykajici se vSech tii polokruznic,
jsme s feSenim hotovi. Snad bychom mohli je§té poznamenat,
ze stfed hledané kruZnice miZeme snadno sestrojit, kdyz jiz
zndme jeji polomér. Vzdélenost bodu S od bodu §; je totiz

12 12
2+ EE od bodu S; je 4 + IE

79. Oznaéme D druhy prisecik pfimky S18: s kruZznici kg,
tedy ten prisecik, ktery je razny od bodu C. Je-li r1 = r9, je
trojuhelnik BDS, obrazem trojihelniku ACS; v posunuti.
V pfipadé ry 5 r2, miZeme pak pfedpoklddat r1 > rg, jsou
trojihelniky BDS; a ACS; stejnolehlé. V obou piipadech
jsou pfimky BD, AC rovnobéZné. Podle Thaletovy véty jsou
pfimky BC, BD na sebe kolmé. Jsou tedy kolmé i pfimky
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BC, AC. Tim je dokdzino, Ze je trojihelnik ABC pravouhly.
Vypocteme je§té obsah P trojihelniku ABC. Je-li r1 =1y,
je obsah P roven poloviné obsahu obdélniku ABS»S; o stra-
nich 2r;, 1, tedy P =r}. Necht je r1 > r2. Vedme body
C, S» pfimky rovnob&iné s pfimkou AB, jejich praseciky
s ptimkou 814 oznadime F, G. Pak je |$1G| =r —rg,
|S1F| = r1 — v, kde je v vy$ka v trojihelniku ABC na stranu
AB (obr. 31). Z podobnosti pravothlych trojihelniki S182G,
S1CF plyne (r; — 9) : r1 = (r1 — r2) : (r1 + r2), takZe

21‘11'2

r+ r2

Dile je |AB| = |5:G| = V(r1 + 122 — (r1 — ra)2 = 2)rira.

Odtud pak plyne

2r1rs Vrire

1
P= |ABlv=

L4 re
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80. Zvolme oznaceni podle obr. 32, r je hledany polomér.
Je ISQ| =5 — r, |ST| = |TQ| = r a trojihelnik STQ je
pravouhly. Podle Pythagorovy véty je (5 — r)? = 2r2, tedy
r=5()2 — 1) = 2,07.

Obr. 32

81. Zvolme v uvazované roviné libovolnou pravoihlou
soustavu soufadnic. Body dané kone¢né mnoziny oznaéme
A, Az, ..., Ay, dile oznaéme [xx, yz] soufadnice bodu Aj
vzhledem k zvolené soustavé soufadnic, 2 =1, 2, ..., n
Neékterd z hodnot x; (R =1, ..., n) je nejmensi, miZeme
pfedpoklddat, Ze je to hodnota x;. Jedna z téchto hodnot je
také nejvétsi, necht to je napt. hodnota x,. Je tedy x1 =< xp =
= xp prokazdé k =1, ..., n. To znamend, Ze vSechny body
Aj lezi v pasu mezi pfimkami x = x1, x = x5, (obr. 33).
Jeho Sifka je nejvySe rovna jedné, protoZe by jinak byla
vzddlenost bodl A1, Ay vetsi neZ 1. Stejné tak dokdZeme, Ze
viechny body dané koneéné mnoZiny lezi v pdsu rovnobéz-
ném s osou X, jehoz $ifka je nejvySe rovna jedné. Vsechny
dané body tedy leZi v priniku obou pdsii, jimZ je pravouhelnik,
jehoZ 7ddnd strana neni vét$i nez 1. MiZeme zvolit ¢tverec
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An

X1 Xn

Obr. 33

o stran& 1, ktery tento pravothelnik obsahuje, ten pak obsa-
huje i vSechny body z dané konetné mnoZiny.

82. Zvolme na strané CD obdélniku ABCD bod U, na
stran& BC bod V a oznalme x = |CU|, y = |CV| (obr. 34).

1
Obsah trojuhelniku ABV je Ea(b — %), obsah trojuhelniku

Obr. 34
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1
ADUje E—b (a — x). Obsah trojthelniku AUV se rovnd obsahu

obdélniku ABCD zmenSenému o obsahy trojihelnikia ABV,
ADU a CUV, rovna se tedy hodnoté

1 1 1 1
ab — —Z'a(b —y) — 2 bla — x) — Exy = 5—(ay + bx — xy).

Vsechny tfi trojihelniky maji pravé tehdy stejny obsah, kdyZ
plati

1 1
Eb(a —x) = Ea(b —3)
a zdroven
1 1
Eb(a —x) = -E(ay + bx— xy).
Upravou téchto rovnic dostaneme bx = ay, ab — ay — 2bx +

+ xy = 0. Vyjadfime z prvni rovnice y a dosadime do druhé.

a
Po vyndsobeni vysledné rovnice Cislem b dostaneme pro
X rovnici

x2 — 3ax + a2 =0,

kterou upravime na tvar

105



. 3 a. - 3
Z této rovnice plyne x —5e :EVS nebo x — 24 =

a —
=== V 5. Vzhledem k tomu, Ze x nemiZe byt wvétsi

nez a, nevyhovuje prvni moznost a je tedy

315 . b 315
Y=y ex by = w s h

Zvolime-1i obrdcené na stranach CD, CB body U, V tak, Ze
2/CU| = (3 — 5)a, 2/CV| = (3 — |/5)b, mitzeme se pre-
svédcit, ze trojuhelniky ABV, ADU a AUV maji stejné
obsahy. Zndme-li useCku délky a, snadno sestrojime nejen
usecku délky 3a, ale i usecku délky al/S—, a to jako pfeponu
v pravouhlém trojuhelniku o odvésndch a, 2a. Z usefek délek

— —a
3a, a}/5 pak jiz snadno sestrojime use¢ku délky (3 — VS)E.

Vsimnéme si jeste, Ze |CU| : |CV| = a : b. Jsou tedy trojihel-
niky CUV, CDB stejnolehlé a proto UV || DB. Staci sestrojit
vySe popsanym zpusobem tfeba jen bod U, bod V leii na
rovnobéZce vedené bodem U s thloptickou DB,

83. S touto ulohou se Casto setkdme, vyfeSime si ji proto
trochu obecnéji. Vedme bodem A pfimku rovnobéZnou nej-
drive se spojnici CE (obr. 35), jeji prusecik s primkou BD
oznacime F. Ze stejnolehlosti trojtihelnikt AFD, CKD plyne

|AF|  |AD|
ICK. ~ 16D?
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Obr. 35

podobng ze stejnolehlosti trojuhelniki EKB, AFB plyne

|[EK| |EB|

|AF|  |AB[
Vyndsobenim téchto dvou rovaic se |AF| zkriti a mdme

|EK| |AD||EB|
|CK| |CD||4B|"

Vedme nyni bodem A rovnob&zku s pfimkou BD, jeji prasecik
s ptimkou CE oznacime G. Plati

|AG| |AC| |BK| |EB|
IDK| — |DC|’ |AG| ~ |EA|"
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Urcete si sami dvé dvojice stejnolehlych trojihelniki, které
vedou k témto dv&éma rovnicim. Jejich vynasobenim dosta-
neme

IBK| |AC||EB|

IDK| ~ |DC| |EA|

V naSem pfipadé je |[EK| : |CK| =1 : 3, |BK|: |DK| = 1,
protoZe |AD| : |CD| =1, |4C|:|DC| =2, |EB|: |AB| =1:3
a |EB| : |[EA| = 1 : 2. Je tudiZ bod K stiedem tsecky BD,
zatimco useCku CE déli bod K v poméru 3 : 1. ProtoZe je
bod K stfedem tuseéky BD, jsou si sobé rovny obsahy troj-
thelnikd DKC, BKC, a protoze obsah trojuhelniku DBC je

P P
2> je obsah kazdého z trojuhelniki BKC, DKC roven e

P
Soucet obsahti trojihelnikh BKC a BKE je - 37 je tudiZ obsah

P
trojihelniku BKEroven —= a na obsah ¢tyithelniku 4AEKD

12
» 5P
zbyvd 1= .

84. Ozna¢me E, F pruseciky osy tusecky BD s pfimkami
AB, DC a C’ bod soumérné sdruZeny k bodu C podle primky
EF (obr. 36). Pétitihelnik AEFC’D, jehoZ obsah mdme urdit,
je sloZzen ze dvou piekryvajicich se ¢tyfthelnikd AEFD

ab
a DEFC’, obsah kazdého z nich je > Secteme-li tyto dva
obsahy, dostaneme obsah pétithelniku AEFC'D a obsah
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Obr. 36

trojuhelniku DEF, protoZe ten je prunikem obou Ctyfihel-
nikti. Trojuhelnik DEF je rovnoramenny, jeho obsah je
IDS|.|SF|, kde § je stfed obdélniku. Z podobnosti pravo-

1, —
thlych trojihelnika DSFa DCB plyne |SF|:6 = 2 1//a2+b2:a,

b(a® + b?)
takZe obsah trojuhelniku DEF je

b(3a% — b?%)
petidhelniku AEFC'D je i Z tlohy bychom si méli

, hledany obsah

zapamatovat pravidlo pro vypocet obsahu obrazce, ktery je
sjednocenim dvou obrazci. Obsah sjednoceni se rovnd souctu
obsahti obou obrazcti zmenSenému o obsah jejich pruniku,
coZ lze vyjadfit vzorcem

P(KyuL)=PK)+ P(L)y—P(Kn L)
85. Trojihelniky XDE a XBC maji pravé tehdy stejné
obsahy, kdyz vzddlenost bodu X od pfimky DE je nenulovd
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a dvakrdt vétdi nez vzdilenost bodu X od p¥imky BC. Dile
plati: ma-li bod X popsanou vlastnost, md tuto vlastnost
kazdy bod piimky CX rtzny od bodu C. To plyne z podob-
nosti trojihelnikd. Stejné tak je vidét, Ze na pfimce CX lze
zvolit bod Y tak, Ze jeho vzddlenost od pfimky BC je rovna
jedné a jeho vzddlenost od pfimky CD dvéma (obr. 37).

\ ; f /
YooY
: T
|\ 7
D E \C |
L/
171N
W)_Tt_ »\\}Lfv
i § X
A B |
\ i
\ /
k ,/
/
/
X
Obr. 37

Takové body jsou Ctyfi, dostaneme je jako pruseciky dvou
rovnobéZek s pfimkou BC ve vzdédlenosti jedna od pfimky
BC, s dvéma rovnobézkami s pfimkou CD, vedenymi ve
vzdélenosti dvé od této pfimky. Spojime-li tyto Ctyfi body
s bodem C, dostaneme dv& ruznobézky a pravé viechny
body X téchto dvou riiznobéZek (kromé bodu C), maji vyse
popsanou vlastnost. K vyfeSeni nasi tlohy staci urcit prise-
&ky sestrojenych dvou riznobéZek s kruZnici k. Zidnd
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z téchto piimek neni teCnou kruZnice £ v bodé C, protoze
kazdy bod této teCny md od primek BC, CD stejné vzdile-
nosti. Protind proto kazdd z uvaZovanych riiznobéZek kruZznici
kv bod¢ C a v jednom dal$im bod&. Uloha md tedy dvé
feSeni.

86. Je |AC:1| = |AC| cos o, |AB;| = |AB]| cos o, odkud
|AC| : |AB1| = |AC| : |AB|. Jsou tedy trojuihelniky AC1Bj,
ACB podobné, pomérem podobnosti je ¢islo cos «. Pak se
obsah trojuhelniku AC1B; rovnd P cos? « a obsah Ctyithel-
niku BCB1Cyje P — P cos? « = P sin? «.

87. OznaCime di1 velikost té strany trojuhelniku 77, ke
které piislusi vy$ka v1. Pak je di nejdelsi strana trojihelniku
T1 a 2P; = v1d1. Podobné oznacime dp nejdel$i stranu v troj-

thelniku T%. Nerovnost, kterou mdme dokdzat, pfevedeme
postupné na ekvivalentni nerovnosti:

v2P1 = 1P
112.21)1 é 7)1.2P2
vev1d1 = v122d
di=d,
Maidme tedy dokdzat, Ze nejdel§i strana trojihelniku 77 je
nejvySe rovna nejdel$i strané trojihelniku Ts. To je moZno
provést riznymi zpisoby. Necht jsou napf. A2, Bs takové

dva vrcholy trojihelniku 73, které tvofi jeho nejdelsi stranu,
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daldi jeho vrchol oznacime C: (obr. 38). Sestrojme v polo-
roviné A2BzC: bod D tak, aby A2B:D byl rovnostranny
trojuhelnik. ProtoZe |A2Cq| < do, |B2Co| = da, leZi bod C»
nutné v praniku M poloroviny AsB>Cs a dvou kruhtt o stie-
dech Az, Bz a poloméru ds. Kruh opsany z libovolného bodu

Obr. 38

mnoziny M polomérem ds obsahuje celou mnoZinu M. To
znamend, Ze vzdilenost libovolnych dvou bodd mnoZiny M
je nejvyse dg, tim spiSe to plati pro libovolné dva body troj-
thelniku T, ktery lezi cely v M. Pak je vSak téz kazdd strana
trojihelniku 77 rovna nejvySe do, tedy i pro jeho nejdelsi
stranu dy plati di =< da.

88. Promitnéme vrcholy 4, B, C trojuhelniku 7" kolmo na
nékterou stranu pravouhelniku P. Dostaneme body A4’, B/,
C’, z nichZ jeden musi leZet na tseCce tvofené zbyvajicimi
dvéma. MuZeme piedpoklddat, Zze bod A’ lezi na tuseCce
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B'C’ (obr. 39). Oznaéme D ten bod tsecky BC, ktery se
promitne do bodu A’. Takovy bod existuje, protoze A" leZi
na usece B’C’. Trojthelnik ABC je sjednocenim trojihel-
niktt ADB, ADC, které maji spolecnou jen stranu 4D. Proto

Obr. 39

28 = |4D| |4'B'| + |AD| |A'C'| = |4D| |B'C’|.

Velikost |4D| je nejvySe rovna velikosti jedné strany pravo-
thelniku, | B'C’| je nejvyse rovna velikosti druhé strany pravo-
thelniku. Je tedy 282 =< 81, rovnost plati prdvé tehdy, kdyz
je B'C’ jedna strana pravotihelniku a 4D pficka rovnobéznd
s druhou stranou. To ovSem znamend, Ze dva vrcholy troj-
thelniku jsou sousednimi vrcholy pravodhelniku a tieti leZi
na jeho protéjsi strané.

89. Ctverec je rozdélen na devét &sti (obr. 40), &tyfi z nich,
které jsou na obrdzku vySrafovdny fidce, jsou shodné, maji
stejny obsah Q. RovnéZz tak jsou shodné kazdé dvé husté
vySrafované Cdsti, obsah kazdé z nich oznaéime P a R ozna-
¢ime obsah &dsti nevySrafované. Pak je
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s o
@ ./,f,
A S i B
Obr. 40

ma?
30 +2P+ R = e (obsah &vrtkruhu),
40 + 4P + R = a? (obsah ¢tverce).
Priinik dvou &tvrtkruht opsanych ze sousednich vrchola A, B
¢tverce md podle naSeho oznadeni obsah R + 2Q + P. Na
druhé strané¢ muZeme tento prinik dostat téZ jako prinik
dvou kruhovych vyseci o stfedovém twhlu 60°, které se proti-

naji v rovnostranném trojuhelniku ABF, F je spole¢ny bod
ctvrtkruZnic opsanych z boda A4, B. Proto je

R+2Q+p_2———l/3 (4n—3V3)

Maime tak pro P, Q, R tfi linedrni rovnice, z nichZ postupnym
vyluCovinim vypoclteme

P=—0 (12 — 3|3 —2m),
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a2 V—-
Q=—1§ (= + 613 —12),

a? —
= (m+ 12— 1213).

90. Oznacme K, L ty vrcholy nové vzniklého osmithelniku,
které leZi na tusecce HB (obr. 41), T jejich stied a S stfed
obou osmitthelnikii. Kazdé dva pravidelné osmithelniky jsou
podobné, pomérem podobnosti je napf. pomér polomér

Obr. 41

kruZnic osmithelnikim opsanych, v naSem pfipadé je to
pomér & = |SK| : |SA|. Plati |S4| = ISTIVE(poloviéni thlo-
pfi¢ka a poloviéni strana &étverce), ddle je |KT| = |TA|.
Oznadime-li x = |KT), y = |ST}, je |SK| = Va2 + 32,
ISA| = x + y = )2, takte x = y(J2 — 1) a |SK]| =
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[~ A—— v/ =
=yV J2 — 12 +1 =y]/4—21/2 =yV2V2 — 2,
k = |SK|:|SA4] = l/ 2 — V2. Pomér obsahi obou osmidhel-
nik je 42, tedy 2 — VZ_

91. Oznaéme P patu kolmice z bodu F; na pfimku AB
s—1
(obr. 42). Protoze |<LF14P| = 60°, je |AP| = R Z pra-

vouhlého trojihelniku A1 PF; dostivime

Obr. 42

12 = |APP + |FiPP = |APl2 + |AFy2 — |AP]2 =

2

N L
=\r+— + (s —12)2 — 5 ) =t + 52 — sz,

s\2 3
Tento vyraz miiZeme upravit na tvar r2 = (t — 5) + T 52,

N

Odtud vidime, Ze 2 a tedy i r je nejmensi pro ¢t = %
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92. Osmitihelnik je sjednocenim obdélnikts YMNQ a JONK

ab
(obr. 43), které maji stejny obsah 2 protoZe obsah napft.

ab
trojihelniku YNK je e Prinikem obou odbélnikd je rovno-

D K M C
|
B
= AN
J -
A Q 0 B
Obr. 43

béznik ¥LNP, jeho obsah se rovnd dvojndsobku obsahu
trojihelniku ¥NL. Z podobnosti pravothlych trojihelnikii
LSN, KRN, kde R je pata kolmice vedené bodem K na
pifimku ¥N a S stfed obdélniku, plyne
|LS]:|SN| = |KR]| : |RN|,
ab

) ST
odtud |LS| = ———— , protoZe |SR| = Va2 —b2.
= S+ Vo gy PO IoK 4

a2b
—. Proto se

2(a + Va2 —b?)
hledany obsah osmithelniku YKLMNOPQ rovni hodnoté

Obsah rovnobézniku ¥LNP je tedy

2 — e =
2 20+ le—w) 2

ab a%h a(2b? — a® + alla® — 82
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93. Podle Thaletovy véty je uhel CYB pravy pravé tehdy,
kdyz bod Y leZi na kruznici nad primérem BC. ProtoZe
bod X md leZet na pifimce AY a CX || BY, je X bod, ktery
je obrazem bodu Y ve stejnolehlosti se stfedem A a koefi-
cientem |AC| : |AB|. Proto musi bod X leZet na kruZnici,
kterd je obrazem kruZnice nad primérem BC v popsané
stejnolehlosti. Obrdcené lze ukdzat, Ze kazdy bod X této
kruZnice, s vyjimkou bodil na pfimce 4B, je obrazem nékte-
rého bodu Y. Stadi jen jesté urdit jeji polomér r. Ten se rovnd

1
poloméru EIBCI kruzZnice nad pramérem BC, vyndsobenému
koeficientem stejnolehlosti, tedy

1 |BC|.|AC| |AC|.|BC|
"= 72 |4B] ~ 2(AC|+|BC)"

94. Predpokliddejme nejdfive, Ze pro néktery bod M troj-
thelniku ABC se sobé rovnaji obsahy trojihelniki ABM
a BCM. Tyto dva trojuhelniky maji spolecnou stranu BM,
a protoze maji stejny obsah, musi mit stejné velké vysSky
k spoleéné strané¢ BM. Oznaéme P, Q paty kolmic, vedenych
body A, C na pfimku BM a R priselik pfimek BM a AC
(obr. 44). Trojuhelniky COR a APR jsou shodné podle véty
usu, takze R je stiedem tsecky AC. Tim jsme dokdzali, Ze
z rovnosti obsahli trojihelniki ABM, BCM (M je bod
trojuhelniku ABC) plyne, Ze bod M leZi na t&€Znici BR
trojiihelniku ABC. Stejné tak se dokdze, ze P(ABM)=
< P(BCM) priv¢ tehdy, kdyz bod M trojuhelniku ABC lezi
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Obr. 44

v poloroviné BRA (R je stfed tsetky AC). Podobné dokd-
Zeme, Ze pro bod M trojuhelniku ABC plati P(BCM) =
= P(CAM), jestlize lezi bod M v poloroviné CSB, kde S je
stfed strany AB. Maji-li platit ob& nerovnosti tlohy, je nutné
a staci, aby bod M z vnitiku trojihelniku leZel téZ v priniku
obou vySe uvedenych polorovin, tedy v trojuhelniku BTS,
kde T je t&Zist& trojihelniku ABC.

95. Spliiuje-li bod C podminku ulohy, jsou trojihelniky
ASC, ACB podobné, protoze se shoduji ve dvou thlech
(obr. 45). Pak je
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14C| A4S

I-XEI = [—Aja , tedy |AC]2 = |AS].|4B|.

To znamend, Ze¢ bod C lezi na kruZnici % se stiedem A4
a o poloméru VIAS |.|AB|. Necht lezi obracen¢ né¢jaky bod
na kruZnici k, avSak mimo pfimku 4B (abychom mohli
viibec mluvit o trojihelniku ABC). Pak jsou trojuhelniky
ASC, ACB podobné, protoze se shoduji v thlu pfi vrcholu
A a plati |AC|:|AB| = |AS|:|AC|. Z podobnosti téchto
dvou trojihelniki pak ovSem plyne |<CASC| = |<(ACB|.
Hledanou mnoZinou je tudiZz kruZnice k s vyjimkou jejich
prusediki s pfimkou AB.

96. Oznalime P patu kolmice vedené bodem 4 k pfimce p
(obr. 46). Vedme bodem A pfimku g rovnobéZnou s pfimkou
p. Na pfimce g lezi dva body, které spliluji podminky ulohy.

c
Jsou to body ve vzddlenosti . od bodu A4, oznacme je M, N.
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Necht néjaky dalsi pravothelnik 4BCD spliiuje podminky
ulohy. Bod D nemuiZe leZet na piimce 4P, protoZe by bod B
musel zdroveti leZet na riznych rovnobéznych pfimkich p, g.
Necht bod D lezi napt. v poloroviné 4PN. Pak je |<{BAP| =
= |<CNAD| a |AB|.|AD| = |AP|.|AN|, tedy

|4B|  |AN|
4P| " [4D]°

To znamend, Ze jsou trojuhelniky ABP, AND podobné,
takZze ihel ADN je pravy. Proto lezi bod D na nékteré z kruz-
nic nad primérem AN nebo AM. Obdobné se dokdZe obri-
cené, Ze kazdy bod D ze sjednoceni téchto dvou kruZnic,
rizny od bodu 4, je mozno doplnit na pravodhelnik ABCD
pozadovanych vlastnosti.

97. Ozna¢me % kruznici nad primérem 4B a K ten prisecik
osy usecky AB s kruznici k, ktery leZi v opacné poloroviné,
nez ve které leZi uvazované trojuhelniky. Mezi né patii
obricené trojihelnik ABC pravé tehdy, kdyz bod C lezi na
té polokruznici nad primérem AB, kterd neobsahuje bod K
(obr. 47). Samoziejmé& musi byt bod C ruzny od bodu 4, B.
Pak osa thlu ACB prochdzi bodem K, protoZe uhly ACK,
KCB jsou obvodové tihly nad shodnymi tétivami AK, BK
kruznice k, pfiCemz bod C lezi vidy na vétSim oblouku
kruznice. ProtoZe osa uhlu 4CB prochdzi bodem K, lezi
pata D kolmice vedené bodem B na tuto osu na polokruZnici
nad pramérem BK. Je-li obrdcené D libovolny bod této
polokruznice rizny od K a B, najdeme prusecik C pfimky
KD s kruznici k, C # K. Podle Thaletovy véty je pak
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Obr. 47

BD | KD, tedy BD | KC a KC je osa thlu ACB pravo-
thlého trojihelniku ABC. MnoZinou viech bodi D je tudiz
ta polokruZnice nad prumérem KB (bez bodt K, B), kterd
obsahuje stfed usecky AB.

98. Tato tiloha je velmi podobnd 1loze 71. Body C vypliiuji
totiz kruZnici o stfedu A a poloméru b bez jejich prusecikii
s pfimkou AB. Rozdil oproti tloze 71 spolivd v tom, Ze
tsecka 4B neni v tomto pfipadé tétivou zminéné kruZnice.
To vSak na feSeni tlohy nic neméni. MnoZinou viech hleda-
nych t&Zist je kruZnice se stfedem ve stiedu useCky AB

a s polomérem —-, ze které musime vyloucit jeji praseciky

3
s pfimkou AB.
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99. Necht je ABCD rovnoramenny lichobéznik s polomé-
rem 7 kruZnice opsané. Vime tedy, Ze body B, C musi lezet
na kruzZnici o poloméru r, kterd prochdzi body A4, D. Je-li
2r < |AD|, pak takovd kruZnice a tedy ani lichobé&Znik ne-
existuje, hledand mnozina je prdzdni. V piipadé 2r = |AD)|
existuje pravé jedna kruznice o poloméru r, kterd prochdzi
body 4, D. Je to kruZnice nad primérem AD. Neexistuje
vsak rovnoramenny lichob&Znik poZadovanych vlastnosti, pro-
toze BC by musel byt také primérem kruZnice jemu opsané.
Hledand mnozina je opét prdzdnd. Predpokliddejme, Ze
2r > |AD|. Pak existuji dvé kruZnice o poloméru r, které
prochdzeji body A, D. Necht je k& = (S, r) jedna z nich
(obr. 48). Je-li ABCD rovnoramenny lichobéznik vepsany

Obr. 48

kruZnici &, lezi body B, C na vétsim oblouku kruZnice %
s krajnimi body A, D. Ozna¢me P prusecik jeho uhlopficek
a o = |LACD|. Trojtihelnik CPD je rovnoramenny, proto
[<CAPD| = 2« a téze velikosti je podle véty o obvodovém
a stfedovém uhlu i dhel ASD. LeZi tedy bod P na oblouku
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kruzZnice, ktery obsahuje bod S a jehoz krajnimi body jsou
body 4, D. Kdybychom zvolili druhou kruZnici o poloméru r,
prochézejici body 4, D, dostali bychom oblouk soumé&rné
sdruzeny podle pifimky AD. MuZeme se obrdcené snaZit ke
kazdému bodu P ze sjednoceni téchto dvou podle pfimky AD
soumérné sdruZenych kruhovych oblouki sestrojit lichobéz-
nik ABCD pozadovanych vlastnosti. To se ndm podafi,
nesmime vS$ak za bod P zvolit bod 4 nebo D a také ne bod S
nebo bod S’ soumérné sdruZeny k bodu S podle pfimky AD.
V poslednich dvou piipadech bychom totiz nedostali licho-
béznik, nybrz pravothelnik. Hledand mnozina bodi se tedy
skladd ze Ctyr kruhovych obloukid bez jejich krajnich bodi.

100. Uloha se dé lehce vyfesit pomoci véty o obvodovém
a stfedovém thlu. Je-li totiz Y bod, ktery dostaneme pomoci
bodu X kruZnice % zptisobem popsanym v zaddni ulohy, je
trojuhelnik BXY rovnoramenny a pravouhly, |<{XYB| =
= |LAYB| = 45° (obr. 49). Ozna¢me C, D ty body kruZnice
k, které tvofi pramér kolmy k priméru AB. Lezi-li bod X
v poloroviné ABC, lezi bod Y na kruhovém oblouku v polo-
roviné ABC, ktery je prinikem této poloroviny a kruZnice
se stiedem C. Kdybychom uvaZovali polorovinu opacnou,
dostali bychom oblouk soumérné sdruZeny podle pfimky A4B.
Oznaéme jesté K, L pruseciky téchto dvou oblouki s tecnou
kruznice k v bodé A4, které jsou rizné od bodu 4. Chceme-li
totiZ obrdcené k bodu Y z nékterého z téchto dvou oblouki
(Y £ A, Y # B) sestrojit bod X, zjistime, Ze se ndm to
podafi pouze pro ty body Y, které lezi v poloroviné KLB
a jsou rtzné od bodlu K, L. Hledanou mnoZzinou je mnoZina
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Obr. 49

bodii kruhovych oblouktt KB, LB (bez bodf K, L, B), které
jsou na obrdzku vyznaceny silné.

101. Zvolme libovolny trojuhelnik AXY podle zaddni

vy

tlohy. Ozna¢me Z stied usetky XY a T t&€Zisté trojtihelniku
AXY. Body T, Z lezi na téZe polopiimce s hrani¢nim bodem

2
A aje |[AT| = EIAZ{. Budeme se proto nejdfive zabyvat

otdzkou, co vytvoii stfedy Z tsefek XV, jestliZe bod X
probihd vnitiek GseCky 4B, bod Y vnitfek usecky AC.
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JestliZe zvolime nejdfive bod Y pevné, probihi bod Z stfedni
pfiCku trojtihelniku ABY bez krajnich boda (obr. 50). Ne-
chdme-li ted bod Y probihat vnitfek tsetky AC, vytvori
tyto stfedni pfiCky rovnob&inik AKLM, kde K, L, M jsou
stiedy stran AB, BC, AC, bez jeho hrani¢nich bodu. Bod T
probihd vnitfek rovnobéiniku AK’L'M’, ktery odpovidd rov-

Obr. 50

nobéZniku 4KLM ve stejnolehlosti se sttedem A a koeficien-

tem 3 Obrdcené, zvolime-li bod T ve vnittku rovnob&Zniku

AK’L’M’, sestrojime na polopfimce AT bod Z tak, aby

3
|AZ| = -EIATI. K bodu Z pak sestrojime body X, Y na

useCkdch AB, AC tak, aby Z byl stfedem tsecky XY. K tomu
stali na polopfimce AZ zvolit bod U tak, aby Z byl stfedem
useCky AU. Rovnobé&Zzky, vedené bodem U s piimkami 4C,
AB, je protinaji v hledanych bodech X, Y. Hledanou mnoZi-
nou je tedy vnitfek rovnob&Zniku AK’'L'M'.
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102. Pri feSeni dlohy vyuZijeme této vlastnosti rovnoramen-
ného trojuhelniku: necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik
se zdkladnou AB. Pak soulet vzdilenosti kazdého bodu X
zdkladny AB od ramen trojtihelniku se rovnd vysce trojihel-
niku na jeho rameno. Dtikaz lehce vydtete z obr. 51, v némzZ

Obr. 51

je C’ bod soumérné sdruZeny k bodu C podle pfimky 4B,
takZe AC’ || BC. Zvolme ted na pfimce p body P, R tak, aby
mély od pfimky ¢ vzdalenost ¢, podobné zvolime na pfimce ¢
body O, S tak, aby mély vzdalenost ¢ od pfimky p (obr. 52).
Prisecik pfimek p, g oznaéime T. Do hledané mnoZiny patii
podle konstrukce body P, Q, R, S. Podle pfedchdzejiciho
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Obr. 52

maji dokonce vSechny body tsecky PS od pfimek p, g soucet
vzddlenosti rovny Cislu ¢, staci si vSimnout rovnoramenného
trojihelniku PST. TotéZ plati pak o bodech usecek PQ, OR
a RS. Patii tedy do hledané mnozZiny vSechny body hranice
pravouhelniku PORS. Bod T do hledané mnoZiny zfejmé
nepatii. Nepatfi do ni ani Ziddny dal$i bod, ktery neleZi na
hranici pravodhelniku PORS. Je-li Y takovy bod, pak lezi na
polopfimce T'Y pravé jeden bod X z hranice pravouhelniku
PORS. Ten do hledané mnoZiny patii, jak jsme dokdzali.
Pomér vzdélenosti bodu Y od pfimky p a bodu X od pfimky
pie |[TY|:|TX| # 1, totéz plati pro vzddlenosti bodu Y, X
od pfimky g. Proto je soucet vzddlenosti bodu Y od pfimek
P, g rovny Cislu ¢ g;li atedy razny od c¢. Hledand mnoZina
se sklddd tudiZz pouze z hranice pravothelniku PORS.

103. Je-li ABC rovnoramenny trojuhelnik se zdkladnou 4B,
pak se absolutni hodnota rozdilu vzddlenosti kazdého bodu X
piimky AB, nepatficitho do vnittku tse¢ky 4B, rovnd veli-
kosti vysky trojihelniku ABC na jeho rameno. To se dokdZe
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Obr. 53

snadno, staCi si rozmyslet situaci zndzornénou na obr. 53.
Sestrojime-li podle pfedchdzejici ulohy body P, Q, R, S, pak
se dd stejnym postupem za pomoci vySe uvedené vlastnosti
rovnoramenného trojuhelniku dokdzat, Ze hledand mnoZina

QObr. 54
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se sklddd ze vSech bodu primek PQ, OR, RS a SP, které
neleZi uvnitf usecek PQ, OR, RS a SP (obr. 54).

104. Lezi-li cely ¢tverec v jedné sténé krychle, lezi v ni
1 jeho stfed. Ten je pak nutné vnitinim bodem stény, nelezi
na Zddné hrané krychle. Obrdcené je kazdy vnitini bod kazdé
stény krychle stiedem néjakého Ctverce leZiciho v té sténé.
V dals$im vylou¢ime tento vyjimelny pfipad. Necht tedy
¢tverec ABCD nelezi v zddné sténé krychle, ale kazdd jeho
strana leZi v nékteré sténé krychle. Pak vSechny jeho vrcholy
leZi na hrandch krychle. Kdyby byl napf. bod A vnitfnim
bodem nékteré stény, musely by v ni leZet strany AB 1 AD
¢tverce, a tudiz cely Ctverec. Predpoklddejme, Ze strana AB
Ctverce neni rovnobéznd s Zddnou hranou krychle. Pak strana
BC musi lezet ve sténé sousedni k sténé, v niz lezi strana AB,
a protozZe jsou strany AB, BC kolmé, musi byt strana BC
kolma k té sténé krychle, ve které lezi strana AB. To ale
znamend, Ze je strana BC rovnobéznd s nékterou hranou
krychle, a sice s tou, kterd je kolmd k sténé krychle, v niz
lezi strana AB. Tim jsme dokdzali, Ze nékterd strana Ctverce
je vzdy rovnobéznd s nékterou hranou krychle.

Je-li rovina ¢tverce ABCD rovnobéznd s nékterou sténou
krychle, lezi stfed ¢tverce na spojnici stfedl téch stén krychle,
se kterymi je rovina Ctverce rovnobéznd. Obrdcené je kazdy
bod tsecky spojujici stfedy protilehlych rovnobéznych stén
krychle stiedem ctverce, jehoZ strany lezi na sténdch krychle.
Stadi vzit fez krychle rovinou kolmou k spojnici stfedd proti-
lehlych stén, kterd prochdzi zvolenym bodem spojnice.

Neni-li rovina ¢tverce ABCD rovnobézna s zddnou sténou
krychle, musi byt podle pfedchizejiciho rovnobéznd aspon
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s nékterou hranou KL krychle. Stied S c&tverce pak lezi
v roviné ¢ soumérnosti hrany KL (obr. 55). Rovina ¢ protne
krychli ve ¢tverci MNPR. Oznaéme jes$té U, V pruseciky
¢tverce MNPR s hranici ¢tverce ABCD. Miizeme piedpo-

Obr. 55

kladat, Ze jsme oznaceni vrchold ¢tverce MNPR zvolili tak,

ze je trojuhelnik URV pravouhly s pravym thlem pii vrcholu
1

R. Je pak |SU| = |SV| = —2_(1’ kde a je délka hrany krychle

a zdrovenl délka strany ¢tverce ABCD. Protoze je trojuhelnik

URV pravouhly a bod S je stfedem jeho piepony, je také

1
IRS| = Ea. Bod S lezi tedy nutné na té ¢vrtkruZnicivroviné g

a
o stiedu R a poloméru 2 kterd je ¢dsti krychle. Obraceng lze

ke kazdému bodu S této CvrtkruZnice sestrojit body U, V
tak, aby lezely v roviné ¢ a soucasné na sténach krychle
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a aby bod S byl stfedem usecky UV. Pak je |SU| = |SV| =

Py K bodam U, V se potom snadno sestroji Ctverec
ABCD, jehoz strany lezi na sténdch krychle a jehoZ stfedem
je bod S.

Mnozina stfedd vSech ¢tverct, jejichz vSechny strany lezi
na sténdch krychle, je tudiZ sjednocenim téchto tfi mnoZin:

a) mnoziny vSech vnitfnich bodi vSech stén krychle,

b) mnoziny viech bodu na tfech useckdch spojujicich stie-
dy protilehlych stén krychle,

¢) mnoziny vSech bodd dvandcti CvrtkruZnic se stiedy
v stiedech hran dané krychle, jejichZ popis je uveden vyse.

105. Ozna¢me délky hran krychli a, 4, ¢. Podle predpokladu
je povrch tieti krychle roven souctu povrchi zbyvajicich dvou,

PR -

tedy 6¢2 = 6a2 + 662, To znamend, 7e ¢ = 1’a’3 -+ b2, Mdme
dokazat, Ze

@+ <3=]2 (a® + b3).
Tyto dvé nerovnosti jsou ekvivalentni s nerovnostmi
(@® + B3 < (a% + b2 < 2 (a3 + b)2.
Prvai nerovnost upravime na ekvivalentni nerovnost 2a363 <
< 3a%? + 3a?b%, po vydéleni kladnym Cislem @252 dostaneme
ekvivalentni nerovnost 2ab < 3 (a + 42),tedy 0 < (a — b)® +

+ 2{a® + b%). Tato nerovnost ziejmeé plati a proto plati i vy-
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chozi nerovnost. Podobné se upravi druhd nerovnost na ekvi-
valentni nerovnost

0= ab — 3a%h? + 4a%® — 3ab* + b6,
Vyraz na pravé strané se rovnd vyrazu
(a — b)? (a* + 2a%b + 2ab® + b%)

a pro kladnd Cisla a, b je zfejm¢ nezdporny. Nule se rovnd
pouze pro a = b.

Vidime, Ze se jednalo sice o tlohu formulovanou geometric-
ky, pfevedla se vSak na tlohu algebraickou. Mnozi asi na-
mitnete, Ze je uvedené feSeni vykonstruované, Ze neni mozné
uhodnout uvedeny rozklad vyrazu na pravé strané dokazované
nerovnosti. To vSak neni tak t€Zké. Je totiz vidét, Ze znaménko
rovnosti plati v pfipadé a = b, kdy jsou ob¢ mensi krychle
stejné velké. To znamend, Ze uvazZovany vyraz je délitelny
vyrazem a — b. Vzhledem k symetri¢nosti vyrazu v a, b lze
soudit,iie je mozné dokonce vytknout (a — b)2.

106. Jednou z rovin, kterd obsahuje pfimku MC’, je rovina
MCC’, prochézejici téZ stfedem N useCky BA (obr. 56).
Tato rovina oddéluje od krychle trojboky hranol NBCMB'C’,

1 1
jehoZ objem je Ve protoZe obsah trojihelniku NBC je e
Hiledand rovina m4d oddélit téleso vétSiho objemu. Predpokld-
dejme, Ze prochdzi bodem X na tsece AN, jeho vzdilenost
od bodu B oznaime x. Oddélené téleso se sklidd z vyse
uvedeného trojbokého hranolu a z dal§iho trojbokého hranolu
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MXNC'YC (Y lezi na CD a je XY || MC’). Obsah troj-

1

1
uhelniku MXN ic->2~ (x — 5), vyska hranolu se rovnad vzddle-

nosti rovin MXN, C’ YC, tedy jedné. Obsah celého oddélené-

1 1
hotélesaje 2 (x — E) + 5 dmise rovnat 3> C0Z vede k vy-

2
sledku x = 3" Zvolime-li na poloptimce BA bod X tak, aby

2
|BX | = 30 lezi bod X jesté na useéce AN a rovina XMC’

déli keychli na dvé Cdsti, z nichZ ta, kterd obsahuje bod B,
1
m4d objem 3
107. Mame urcit obsah lichobézniku AEGH (obr. 57),
HG a AE jsou prusecnice roviny AEF s rovnobéZnymi sté-
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nami krychle, a tudiZ rovnobéZné. Proto jsou trojuhelniky
3

ADE, HCG podobné, pficemz | GC | = | ED' | = e Z po-

dobnosti téchto trojuhelnikii pak plyne | HC | = 1. Pomoci

Pythagorovy véty mliZzeme jiZz vypocist vSechny strany licho-

3\2
bézniku. Dostaneme | AH |2 =32 + 22, | EG |2 = 32 + (E) ==

5 15 5
= | EA| ==, | HG | = 7. Vedme body G, H vjsky li-

chobézniku. Ty protinaji zdkladnu AE ve vnitfnich bodech

M, N, protoze jsou uhly AEG, HAE ostré. Ozna¢me | EM | =

= x, |AN| = y a vy$ku lichob&Zniku ». Je x + y + |MN|=
5

=x+y+ |HG| =|4E|, tj. x+y-———2-. Dile je x% +

+ v2 = | EG 3,32 + 92 = | AH |2. Odeéteme-li posledni rov-
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nice, miZeme vypocist x, y, protoZe zndme jejich soucet.
9

8
Dostaneme x = 10°Y =75 2 pro vySku lichobé&Zniku pak

3
v="7% 1/29. Aritmeticky primér obou zikladen lichob&#niku

5 3, —
je Y takZe obsah lichobéZniku vychdzi > V29.

108. Vrcholy trojuhelniku, ktery je fezem, oznadime A, D,
E (obr. 58). Velikosti useéek BD a CE oznalime y, x. Podle
Pythagorovy véty plati

|AER =1+ 2% | AD[2 =1+ 3% | DEP =1 + (x — )%
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Uhel DAE nemtze byt pravy. V opaéném piipadé by opét
podle Pythagorovy véty platilo | AE |2 + | AD |2 = | DE 2,
odkud by plynulo 2xy = —1, coZ neni moZné, protoze x, y
jsou nezdpornd Cisla. V trojihelniku AED je tedy pravy
thel AED nebo ADE. Predpokliddejme, Ze tthel AED je pra-
vy, v opacném pripadé bychom jen zaménili oznaceni vrchold
hranolu. Podle pfedpokladu je trojihelnik AED téZ rovno-
ramenny, tedy | AE|=|DE|. Je tudiz 1 + x2=1 +
+ (x — »)2, odkud plyne y (y — 2x) = 0. Trojthelnik AED
je pravouhly s pravym uhlem pfi vrcholu E, musi proto
jesté platit 2xy = 1 + 2a2. Proto nemuZe byt y = 0, musi
tedy platit y = 2x a zdroveid 252 = 1. Obsah trojuhelniku

~

1 1 1 3

i~ — S| | SP— [ —
AED je 2 |AE| |DE | = 2 | AE 2 = > (1 + &?2) = g
109. Uloha se nejlépe fe$i pomoci soufadnic. Poldtek
soustavy soufadnic zvolime ve stfedu § krychle, osy soustavy
souradnic rovnobézné s hranami krychle. Omezime se zatim
na tu ¢dst krychle a vepsané koule, které lezi v priniku polo-
prostord x = 0,y = 0, 2 = 0, tedy na jednu osminu krychle.
Necht jsou [x, v, 2] soufadnice toho bodu jednotkové krychle,
ktery lezi nejblize k bodu S. Dalsi body téZe jednotkové krych-
le dostaneme ze soufadnic x, y, 2z tak, Ze jednu, dvé nebo
vSechny tfi zvét§ime o 1. Nejvétsi vzddlenost od bodu § bude
znichmitbod [x + 1,y + 1,2 + 1]. Celd jednotkovd krychle
bude leZet v uvazované kouli prévé tehdy, bude-li v ni leZet
jeji od stfedu S nejvzdilenéjsi vrchol, tedy pravé tehdy, bude-li

platit

(x+ 12+ @+ 12+ (+ 12209
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Protoze x, y, 2 probihaji nezdvisle na sobé ¢isla 0, 1, 2, md
posledni nerovnost celkem 7 feseni. Jedno je x =y = 2 = 0,
tfi feSeni dostaneme tak, Ze jednu ze soufadnic zvolime
jednotkovou, zbyvajici dvé nulové a dalsi tfi feSeni maji
jednu soufadnici nulovou a dyé soufadnice rovny 1. V celé
krychli je tudiz 8.7 = 56 jednotkovych krychli, které lezi
celé v uvazované kouli. Uvazovand jednotkovd krychle nemad
s kouli Zddny spole¢ny vnitfni bod, jestlize lezi v kouli nej-
vyse jeji bod [x, y, 2], ktery je ke stiedu koule nejbliz. To
nastdvd pravé tehdy, kdyz plati

¥4+ 92+ 22 =0,

Vzhledem k tomu, Ze x, y, 2 jsou celd nezdpornd Cisla nejvyse
rovna 2, md tato nerovnost pouze 4 feseni: [2, 2, 2], [2, 2, 1],
[2, 1, 2], [1, 2, 2], celkem vSak existuje 8 . 4 = 32 jednotko-
vych krychli, které neobsahuji Zddny vnitini bod koule.

110. Pro kazdy bod X prostoru plati podle trojihelnikové
nerovnosti

|AX |+ |BX | = | 4B, |AX| + | CX|=14C],
|AX| + | DX|=|4D|, |BX |+ |CX|=|BC|,
|BX'| + | DX |z |BD|, |CX |+ DX |=[CD]|.

Sectenim vSech téchto Sesti nerovnosti dostaneme dokazova-
nou nerovnost. Ve vysledné nerovnosti plati znaménko rov-
nosti jen tehdy, platilo-li znaménko rovnosti ve vSech Sesti
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vychozich nerovnostech. To vSak nastane jen tehdy, kdyz bod
X lezi na vSech dseckdch AB, AC, AD, BD, BC, CD. To by
ovsem musely body 4, B, C, D splynout a rovnost by platila
jen pro X = A, pro vSechny ostatni body by stejné platila
ostrd nerovnost.
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