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1. Ulohy na konstrukci &ar vzniklych pohybem bodu

1. Na obr. 19 je ¢tverec ABCD o strané délky 9 cm a dile
12 shodnych rovnostrannych trojihelnikd Ti, To, ..., Tia.
Pievedeme trojihelnik Ty v Ty, To v Ts, ..., Tiz v Ty vzdy
otoCenim kolem spole¢ného vrcholu obou trojuhelnikd, prove-
denym ve Ctverci ABCD.

D c
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a) Sestrojte Caru, kterd je drahou vrcholu X ve vSech téchto
otoCenich.

b) Vypoctéte jeji délku a porovnejte ji s délkou kruZnice
opsané i kruznice vepsané ¢tverci ABCD.

ReSeni. a) Cara je vyznaCena v obrizku tlusté (zmen3eno
na tii ¢tvrtiny). Sklada se ze ¢tyf oblouki kruZnice o poloméru
AX délky 3 cm pfislusnych k stfedovému uhlu 120° a ze ¢tyf
oblouktt kruznic téhoZz poloméru pfislusnych k stfedovému
Ghlu 30°.

b) Délka cary je (v cm)

3r 3r
d=4. —.120+4 — 30 =

180 ° 180
M
4 o 2 on 4.2 4 ! 10
=4.5. #—4.6= .2r .21|:~ 7.
Délka kruznice opsané ctverci ABCD je

d=n.9.)2=127r, )

délka kruznice vepsané Ctverci ABCD je
dy = 9m. 3)

Je tedy podle (1), (2), (3)
do << d < di.
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2. Do dané kruznice £ = (S5 = 4 cm) vepiSte rovnostranny
trojihelnik ABC. Trojuhelnik ABC se i s kruZnici £ a polo-
pfimkou AB ota¢i rovnomérné kolem bodu S. Na polopfimce
AB se zaroven pohybuje rovnomérné bod X tak, Ze jeho po-
¢atecni poloha je bod A, pricemz za dobu jedné otocky
(tj. otoCeni o 360°) trojihelniku urazi drahu o velikosti 2. AB.

Uvazujte oba smysly otédeni.

a) Narysujte polohu bodu X v jednotlivych dvanactinich
prvai otocky.

b) Nakreslete co nejpiesnéji ¢aru, kterou opiSe bod X pri
svém pohybiu béhem prvni otocky.

Reseni. I\fa_ obr. 20 (zmenSeno na polovinu) jsou ¢arkované
vyznaceny polohy trojihelniku ABC pfi otaceni v opacném
smyslu nez je pohyb hodinovych ruci¢ek. Napt. poloha 41B:C;

1
vznikla oto¢enim o thel velikosti % 360°, tj. o 30°. Pohybuji-
ci se bod X dostane se po polopfimce A4:1B; do polohy 1,

pficemz plati

1 1
d(A1) = 7, . 2. d(AB) = < d(AB).*)

*) Zapis d(A11) ve vyznamu »délka usecky A1l«uZivime podobné
jako v nové zavadénych udebnicich matematiky pro ZS.
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Obr. 20

. 1
Usecku délky 3 d(AB) sestrojime na pomocném obr. 21 takto:

Bodem A vedeme polopfimku AM riznobéznou s piimkou
AB. Na polopfimku 4AM naneseme postupné libovolné shodné
tsecky tak,-Ze vzniknou body (1), (2), ..., (6). Pak bod (6)
spojime s bodem B a systémem rovnobézek vytvoiime podobné
trojuhelniky
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AAL(L) ~ AA22) ~ ... ~ A A6(6).

1 2
Dostaneme tak dsecky A1 = S AB, A2 = P AB atd. potiebné
ke konstrukcipoloh 1,2, . . . bodu X pfidaném pohybu (obr. 21).

(6)/
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Na obr. 22 je znazornéno otaeni trojuhelniku ve smyslu
pohybu hodinovych ruciek. Konstrukce se provede obdobné
jako na obr. 21; v tomto pripadé se bod X pohybuje po polo-
primce AC.

3. V bodé¢ A na okraji gramofonové desky sedi brouk.
Oznalme § stfed desky a AB jeji pramér. Brouk zatne lézt
z bodu A4 po tseéce AB do bodu B; v okamziku, kdy se da
brouk do pohybu, poc¢ne se deska otacet. Kdyz se deska jednou
otoci, dorazi brouk pravé do bodu B.

Narysujte cestu brouka po desce, jak se jevi pozorovateli
pii pohledu shora. Pritom predpokladdme, Ze pohyb brouka
i otaCeni desky se déje rovnomérné.*) Pramér AB volte 12 cm.

Pro narysovani cesty brouka sestrojte pfesné body, v nichZ
je brouk v jednotlivych dvanactinach jedné otocky desky.

Reseni je pro jeden mozny smysl otaceni desky provedeno
na obr. 23. Jednotlivé polohy brouka na desce dostaneme takto:
Kdyby se deska neotacela, dostal by se brouk na cesté z bodu
A do bodu B postupné do poloh (1), (2), (3) atd. ProtozZe se
vSak deska otacdi i s broukem a s dseCkou AB, bude se brouk
napf. misto v poloze (1) nalézat na polopfimce S4;. Tato
polopfimka vznikne otoéenim poloptimky SA4 o thel velikosti
ilé z 360°, tj. o 30°. Pfitom plati S(1) = S1.

Obdobné zkonstruujeme body 2, 3, 4, 5 a 6. Bod (7) a dalsi
lezi uz na polopiimce opatné k SA; proto bod 7 (a dalsi)
bude leZet na polopfimce opacné k SA7 atd. Uvedenou kon-

*) Vsimnéte si, Ze v tloze jde vlastné o sklddani dvou rovnomérnych
pohybu: posunuti a otoceni.
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strukci, kterou miZeme nazvat »bodovou, ziskame jen jednotli-
vé body cesty; jejich spojenim plynulou carou dostaneme
hledanou cestu.

Cim presndji chceme drdhu narysovat, tim vice jejich boda
se pokusime sestrojit. Na obr. 23 je pohyb rozdélen do 12 poloh;
muzete ho vSak rozdélit téZ napf. do 16 nebo 24 poloh.

smysl
ofaden/

W O @ K (5S-6-(7 @ © 40 B
S Iva

/ \
- / 1 \ Ny
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4. Narysujte pravidelny osmithelnik
A142A4344A45A46A4743

se sttedem Q. Uvnitf tohoto osmithelnika sestrojte nad tseckou
A1 A, étverec A1A2CD; jeho stied oznacte S.

Ctvercem, ktery jste sestrojili, budete pohybovat tak, Ze
stale ztistane v daném osmithelniku. Ctverec nejdfive otocite
kolem bodu A tak, Ze vrchol C splyne s bodem As; novou
polohu bodu D oznaéte D'. Ctverec, ktery jste tak dostali, pak
otocite opét, tentokrat kolem bodu As, a to tak, Ze bod D’
po otoceni splyne s bodem A4. Stejnym zpusobem postupné
provedete dalsi otoceni ¢tverce kolem bod Aa, As, Ae, A7, As,
A;x. Pii poslednim otoceni se ¢tverec dostane do své puvodni
polohy.

Vysetite, jakou ¢aru pfi vSech osmi otoCenich opsal stied S
daného &tverce. Zjistéte viechny osy soumeérnosti vzniklé drahy
bodu S.

(o]

ReSeni (obr. 24). Plati <t 41042 =

g = 45°, L0A142 =

=67,5°, <LAgA14s = 135°. ProtoZe je <(SA1ds =45° je
X SA142 << <LOA1A45 a bod S tedy padne dovniti trojuhelnika
0A143; je tedy A1S << A10. Pii prvnim pohybu cCtverce
A1A2CD se bod S otaci kolem bodu A2 po oblouku kruznice z po-
lohy S do polohy S’, kde <LS8'A2As = 45°. Je tedy <(SA2S" =
= L A1A2A43 — 2. <LA1A42S = 135° — 2. 45° = 45° (to plyne
i z toho, Ze XL CA2A4s = <L A142A3 — <L A14:C). Protoze je
< SA2C = 45°, padne bod S’ pravé dovnitf tsecky A2C,
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nebot je A28 < A2C (odvésna pravouhlého trojuhelnika 4>CS
je mensi nez jeho piepona 42C).

Obr. 24

Odtud vysledek: Draha, kterou postupné bod S opise,
se skladd z osmi shodnych obloukt. Prvni oblouk mé stfed
Az a polomér A8, tj. polovinu dhlopficky ctverce 4142CD,
thel <{SA,S’ = 45°; pfimka 420 je osou soumérnosti tohoto
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oblouku. Snadno se zjisti, Ze celd draha bodu S ma osm os
soumérnosti. Jsou to jednak ctyfi hlavni dhlopficky Ai4s,
A2Ag, AsAz, AsAs daného osmithelnika, jednak Ctyfi osy
stran osmithelnika (pfitom totiZz osy protéjsich stran daného
osmiuthelnika - napf. 414z, AsAs - navzajem splyvaji).

C=A
/|
i/ i
=A[=8,=8, )" ST \N=8=8)\=C,
- & o
- ‘ \\
- i ~
. I R D A S
C3 \\ 33 + i Af
\\\ ] P
a=A A\ /PG
2 "3 \ 32 /
\ l /
V7
\V%
5,
Obr. 25

5. Dany ¢tverec MNPQ ma stranu délky 4,5 cm. Sestrojte
rovnostranny trojuhelnik ABC tak, ze A = M, B = N a vrchol
C lezi vn¢ daného Ctverce.

Trojahelnik ABC se pohybuje po obvodu ctverce MNPQ
takto: Nejprve se otoci okolo bodu N do polohy A1B:1C; tak,
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ze C1 =P, Bi =B = N a bod A; lezi vn¢ daného Ctverce.
Pri dalSich pohybech se oto¢i trojihelnik po fadé okolo bodu
P, Q a M, N, az se dostane do své pivodni polohy ABC, ale
tak, ze Ay = C.

Narysujte a) polohy, do nichZ se dostane trojuhelnik vzdy
po vykonini jednotlivych otoceni, a drahu bodu 4;

b) ¢aru, kterou opise stfed S trojihelnika ABC.

Reseni je patrné z obr. 25; thly otoceni jsou rovny 210°.

Obr. 26
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6. Jsou dany dva rtzné pravidelné Sestitihelniky ABCDEF
a KLMNOP, které maji spolecnou stranu (4 = K, B = L).

a) Urcete drahu, kterou opiSe vrchol K Sestitihelnika
KLMNOP, ktery se kotali vné po obvodé Sestitihelnika
ABCDEF.

b) Vypocitejte délku této drahy.

Reseni. a) Driha bodu K se sklida z péti obloukd kruZnice,
jak je naznaCeno na obr. 26.

b) KaZdému z péti obloukd odpovida stiedovy thel velikosti
120°; k1, ke, k3 jsou délky pfisluSnych obloukd. Oznacime-li
a délku strany daného Sestitthelnika, budou mit pfisluSné
polomé&ry délky r, = a, r; = a|/3, r3 = 2a (jak plyne podle
Pythagorovy véty z pravoudhlych trojihelnikG vyznacenych
na obr. 26).

Plati tedy
21171‘1 2
ST
2nry 2 _
ke = 3 =3 naV3,
2nr
k3 . Ta = —?;“n:a.

Odpovéd: Celkova draha bodu K je tedy
4 _
d = 2k1 -+ 2ks —}—kazg‘ﬂ:a@ —f—V3)
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(Je-li napi. a =4cm, dostaneme d==62,3cm.)

0 N
Obr. 27
7. Je dén rovnostranny trojihelnik ABC se stranou a délky
8 cm. Dile je dan pravidelny $estiuhelnik KLMNOP se stranou
délky 4 cm, takovy, Ze vrcholy 4 a K v zékladni poloze splyvaji
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a vrchol L lezi na polopiimce AB. Oba ttvary lezi v opacnych
polorovinich vytatych pfimkou AB.

Sestitthelnik KLMNOP se kotili po obvod& trojihelnika
ABC.

a) Najdéte drdhu vrcholu K.

b) Vypocitejte obsah utvaru ohrani¢eného driahou bodu K.

ReSeni (obr. 27). a) Draha bodu K se sklada z p&ti kruzni-
covych obloukd, jak je vyznaceno na obrazku.

b) Obsah utvaru ohrani¢eného drihou bodu vypoditame
jako soucet obsaht celkem deseti obrazcti, z nichZ je pét troj-
thelnikd a pét kruhovych vyseci (viz obr. 27). Obsah obrazce
oznaceného Cislem 7 bude P;vem?2 (1 =1, 2, ..., 10).

Obsah rovnostranného trojuhelnika ABC je

3 —
Plzaz.]—/4— —=16. /3 = 27,68. 6y

Dale je Py = Ps, takze

1 V3 -
P2+P3:2(5.4.4.7 —8.]3=1384. (2

Podobné P; = Ps, takZe

1 — —
P4—{—P5=2.(5.4.4.V3):16V3i27,68. 3)

Kruhova vyse¢ oznafend na obr. 27 Cislem 7 ma polomér
a = 8 cm a stfedovy uhel velikosti 60°; jeji obsah je tedy
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1
P; = A 64 = 33,60. (4)

1 _
Dile je Pg = Py — ry n(4.]3 )2 = 24n, takZe

Pg -+ Pg = 48w — 150,72. (5)

Nakonec Py = Pjy, proto je

1 T
P9+P10:2(~gn.42):16.§i16,80. (6)

Sectenim vysledka (1), (2), (3), (4), (5) a.(6) dostaneme
Py + Ps P34+ Py - ... -+ Pyp= 270 cm2.

Odpoveéd. Obsah dtvaru ohrani¢eného drahou bodu K je
priblizné 270 cm?2.

8. Vroviné je dana kruznice % o poloméru délky 6 cm a Ctve-
rec AoByCyD,, jehoZ strana ma délku 3,5 cm. Oznaéme ABCD
Ctverec téchto vlastnosti:

1. Vznikne rovnobéZnym posunutim Ctverce AoBoCoDo;
2. nalezi kruhu K s hranici &;
3. aspoti jeden jeho vrchol nilezi kruZznici k.

Narysujte ¢aru, kterou vyplni vrcholy A4 vSech takovych
¢tvercu.
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Do G
D.
Ao B, : F‘
D €. D
y -~ 4 B4' ) 03
+ +S
D. C
A B, % As B,
+ +
’ K
A B,
Obr. 28

ReSeni. Polom&r kruZnice opsané &tverci AgBoCoDy se rovni
poloving délky jeho dhlopficky, tj.

1 _
PR 3,5. V2 R
takZe je mensi neZ polomér kruZnice k. Ctverec AoBoCoDy 1ze
tedy rovnob&ing posunout tak, aby naleZel kruhu K (napf.
&tverec A1B1C1D; na obr. 28). Pfitom na kruZnici 2 mohou

leZet nejvySe dva jeho vrcholy. TotiZ, kdyby na kruZnici k
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leZely t¥i jeho vrcholy, pak by stied ¢tverce ABCD byl stiedem
S kruZnice &, coZ viak neni mozné. LeZi-li na % dva vrcholy
&verce ABCD, pak musi byt sousedni. Kdyby byly prot&jsi,
potom by &tverec ABCD neleZel uvniti kruhu K. Toto tvrzeni
dokaZeme.

o/

N gl

v
X0
/N

/ AN

Ohr. 29

Necht na kruZnici % leZi napf. vrcholy A4 a C. Stfed S pak
lezi (obr. 29) na pfimce BD; piedpoklidejme, Ze néleZi polo-
pfimce OB, kde bod O je stied ¢tverce ABCD. (Kdyby stfed S
lezel na poloptimce OD, byly by dalsi dvahy obdobné.) ProtoZe
plati AS > AB, ma trojihelnik ASD pfi vrcholu A4 tupy thel,
takze DS > AS a bod D lezi vné kruhu K.

Ctverce, které dostaneme ze &tverce AoByCoDo rovnobéznym
posunutim a jeZ nalezi kruhu K a maji dva vrcholy na kruZnici
k, jsou pravé ¢tyfi (obr. 28). Konstrukce téchto ¢ty étverct je
jednoducha. Pfimky A41B3 a D;Cs jsou rovnobéZné s piimkou
ApBy a jejich vzdalenosti od stiedu S kruZnice % jsou 1,75 cm.
Obdobné pfimky A2Ds a BeCy jsou rovnobézné s piimkou
AoDy a jejich vzdélenosti od bodu S jsou 1,75 cm. Body
A, Az, A3, A4 lezi na hledané cafe.

151



Predstavme si, zZe ¢tverec ABCD se z polohy A1B1CiD;
pohybuje tak, Ze v kazdé své daldi poloze je obrazem Ctverce
AoBoCoDo v rovnobézném posunuti, pfitom nileZi kruhu K
a zaroven vrchol 4 lezi na kruZznici k. Pfi tomto pohybu se bod
A pohybuje na obr. 28 proti sméru hodinovych rucic¢ek a pohyb
¢tverce ABCD skonli v poloze A2B2CsDs. Kdyby se totiZ
¢tverec ABCD uvedenym zpusobem déle pohyboval, pak by
vrchol B opustil kruh K. Bod 4 probéhl pti uvazovaném pohybu
oblouk A;A4s kruznice k, ktery je tedy Casti hledané Cary.

Nyni budeme obdobné pohybovat c¢tvercem ABCD z polohy
A2BsCsDs tak, aby vrchol B lezel na kruZnici k. Tak se dospéje
aZz do polohy A3BsCsD3, odkud uz nebude mozno v pohybu
pokracovat, nebot vrchol C by opustil kruh K. Vrchol 4
pfi tomto pohybu opiSe oblouk 4243, jenZ ziskdme z oblouku
By B3 kruznice k rovnobéZnym posunutim (Bs — A42). Oblouk
AsAs je dalsi Casti hledané Cary.

Obdobné zjistime, Ze zbyvajicimi ¢astmi hledané Cary jsou
oblouky A3As a AsAs, jez vzniknou z obloukd C3Cs a DyDy
rovnobéznymi posunutimi (Cs — As) a (Dg — Aa).

Hledan4 ¢ara je na obr. 28 vyznacena tlusté.
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