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Bohud Sivédk, Zvolen

ELEMENTARNY DGKAZ RICHERTOVEJ VETY

Medzi najznémejsie hypotézy o prvo&islach patri Gold-
bachova hypotéza, podla ktorej sa ka¥dé nepérne &islo
a 2 7 dé pisal ako sudet troch prvodisel. Pre nepérne &isla

16
3
a> 3
Jju dokézal I.M. Vinogradov. O inom vyjadreni hovori Richer-
tova veta: KaZdé prirodzené &islo vaddie ako 6 je sudtom
navzéjom rdznych prvo&isel,
UkéZme si elementérny dokaz Richertovej vety. Zavedme
takéto oznadenia:
N ... mnoZina v3etkych prirodzenych &isel
P ... mnoZina v3etkych prvoéisel
P(x) ... mnoZina vdetkych prvo&isel neprevy3ujucich x
(x > 0 reédlne)
JT(x) e.. po¥et prvkov mnoZiny P(x)

Z elementédrnej téorie ¥fsel Je znéme, Ze kaZdé prirod-
zené &18lo a > 1 sa dé prédve jednym sposobom vyjadrit v tva-

re
ol ol ol
k
a = pl . p22 eecccee pk ’

kde p1< Py < ees < Py 86 prvodisla a K, L ,, ees, X 84

prirodzené &isla. Takyto rozklad sa nazyva kanonickym roz-
kladom &fsla a,.

Veta 1
Nech pe P, n€&€ N, Prvodislo p mé v kanonickom roz-
klade &1sla n! exponent
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(Ak p nedelf a, povaZujeme za exponent O,)

Veta 2

Ak x Jje kladné reélne &1islo, je [] p < 4%,
p € P(x)

Dokazy tychto viet su jednoduché, prenechédvame ich &ita-
telovi. Ak s Jje reélne &islo, platf

-1 =2 -1=2s¢ [28] -2[s] <28 -2(s -1) =

teda [25] -2 [s] sa rovné O alebo 1.

Veta 3
Ak rozklad ‘
2
n|\ r" po(p
n p € P(2n)
Je kanonicky, < <
P P = on,

Ddkaz: Podla vety 1

Vo vziahu pre °<p sa kaZdy s&ftanec rovnéd O alebo 1, lebo

PoloZme m, = logp (2n), potom p

né tvar [23] - 2[3] 3 pretoZe pre k>|np sd v3etky s&itance
rovné O, plati <

P P
z &oho < 0 <

P Pz P PZ=2n,
%o sme mali dokédzat,

0 &isle (Zn) sa d4 dokézal, Ze (Zn) > ﬁ . (1)
n n

n
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Dokaz sporom. Nech n je prirodzené &fslo va&3ie ako 1
amedzi n a 2n neexistuje prvo&islo. Potom

o<
SRR
n p € P(n)
kde°<=2 = -2[“' .
Pk U P
PoloZme
_ o<
= pep (f28) PP, T, = 3 gp, 4= ﬂg"‘?
p€P(§n p<P(n ’
p>Yon P> %n
potom .
2n
=T e T o« T .
(2) ot me e

Podla vety 3
T, = (2n)7f(’V§n—) .
Skima jme T3:
>

<
Nech % n< p = n, kden = 5, Potom p27 -g'nz> 2n, preto

vo vziahu pre °<p si v8etky s&itance okrem prvého rovné O.
Preto
x = -2—r1- - -r-l- = - =
D [p ] 2 [p] 2 = 2,1 =0,
takZe T3 =1,

Ak Yon < p E %n, je p2 > 2n, preto vo vz¥ahu pre —

zostane tieZ iba prvy séitanec:

<= (8] -2 [8] - [2] -2 =
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T, = l—[ <p £ p < P
2 pEP(g%)p peP(%n) peP(%n)
p> Ven p> Von
a podla vety 2 :
< %"
T, = 2 . (3)

Dosadime (2), (3) a T3 =1 dol:
2n g) n
§n—<(zn)ft‘m).z§ ,
TT(Van) +1 n Van n
2% £ (2n) .2§ Son .2% .
Oznadme t = 0,5.108, 2n, potom

2n = 22t , 2n = 2t, po dosadenit
t 2 2t
2t 2 .« 2
222 (22YH)° L3 ,
1 2t

. 2 t
22t < et.2t

2t < 6t.

Indukciou sa dé dokazal, Ze pre v3etky prirodzené &isla
vadsie ako 5
k

N

> 6(k +1).

ny

ny =«

Preto, ak t = 6

t

M)

2> ¢ ([d) + 1) > et,

preto t < 6,

on = 22t ¢ 212
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Stadf teda dokézal vetu pre n < 2048. Vezmime tuto kone&nd
postupnost

hy = 2, hy= 3, hy= 5, h,= 7, hg= 13, hg= 23, h,= 43, hg= 83,
hg= 163, hyo= 317, hyy= 631, hy,= 1259, hy;= 2503.

V3etky jej &leny su prvodisla a h; ., < 2h;. Ak n < 2048,

padne n do niektorého intervalu (hi' hi+l)’ teda

h, Sn<h h, <
;¥5n<h ., <2y =on,

h 1 Je prvoéislo z intervalu (n, 2n). Veta je dokédzané,

i+
Veta 5

Kazdé prirodzené &1slo valdie ako 6 je su¥tom navzé-
jom roznych prvodisel,

Dokaz: Nech {pj je rastuca postupnost vetkych prvo&isel,
definujme postupnost {éj} rekurentne:

8o =13, 8y = s ¢ Pres °

Potom 8

I
o
(o)}
.
-
w
(]

>
r-1 - Prsg

Sp = Spo1 * Prys = 2Ppas
Pp+ge Indukciou sme dokézali, Ze
Sr_l pr+5 . ( 4)

Ak v > 6, je v > Py+g > Bye Sta&f teda dokéza¥ nasledujucu
vetu:
Pre kaZdé prirodzené &islo r Jje kaZdé z &isel

7, 8, L X Y 6 + Sr_l

su&tom navzdjom rSznych prvo&isel neprevysujuicich Pryge
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Pre r = 1 overime platnosl vety experimentélne. Nech veta
plat{i pre nejaké prirodzené &1slo r, UvaZujme o &islach

7, 8, ece 6+sr .

Podla induké&ného predpokladu je kaZdé z &isel

Ty 8y e0e 5, 6 + 8.1
su&tom navzédjom rﬁznych prvodisel., Vezmime prirodzené &islo
n, pre ktoré plati

Z
6 + 8 £ n= 6+s8

a1 potom

r ?

uv

D76+ 8, 6+ Pras

podla (4), zéroven
<
D= Prys =6+ 8, = Pryg =6 + 8,

podla induk&ného piedpokladu je n - Pris si¢tom navzdjom
réznych prvo&isel neprevy3ujicich Prigs teda ani Pri5o
z &oho veta.



