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Bohuš Sivák, Zvolen

ELEMENTÁRNÍ DOKAŽ RICHERTOVEJ VETY

Medzi najznámejšie hypotézy o prvočíslech patří Gold-
bachova hypotéza, podía ktorej sa každé nepárne číslo
a š 7 dá písat ako súčet troch prvočísel. Pře nepárne čísla

16
3

a > 3

ju dokázal I.M. Vinogradov. 0 inom vyjádření hovoří Richer-
tova veta: Každé prirodzené číslo vačšie ako 6 je súčtom
navzájom razných prvočísel.

Ukéžme si elementárny dokaž Richertovej vety. Zaveáme
takéto označenia:

N ... množina všetkých prirodzených čísel
P ... množina všetkých prvočísel

množina všetkých prvočísel neprevyšujúcich x

(x > 0 reálne)
P(x) • • •

ST(X> počet prvkov množiny P(x)

Z elementárnej teorie čísel je známe, že každé prirod-
zené číslo a ^ 1 sa dá právě jedným sposobom vyjádřit v tva-

• • •

re

oC*4
pl

°^2
• P2 pkk«a =

kde p^ <• p2 <1 < p^ sú prvočísla a oC-p oC. c< ^ sú
prirodzené čísla. Takýto rozklad sa nazýva kanonickým roz-
kladom čísla a.

• • • 2» •••»

Veta 1 *

Nech p € P, n€ N. Prvočíslo p má v kanonickom roz-

klade čísla n! exponent
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©о

z
n

7
к = 1

(Ak p nedelí a, považujeme za exponent O.)

Veta 2

П p< 4X.Ak x je kladné reólne číslo, je
p e P(x)

Dokazy týchto viet sú jednoduché, přenecháváme ich čita-
telovi* Ak s je reálne číslo, platí

1 = 2a< [2e] - 2[«] <23 - 2(s - 1) - 2.
teda J^2sJ - 2 |Vj sa rovná 0 alebo 1.

-1 = 2s

Veta 3

Ak rozklad

П2n

p € P(2n)n

je kanonický,

;p í an.
Dokaž: Podlá vety 1 ©o

5 Г211Z
k=l p

-

2 —7jf
Щ -f* 1

P

S
oC

P

m ^
Položme mp = logp (2n), potom p p =
Vo vztahu pře << p sa každý sčítanec rovná 0 alebo 1, lebo

2n < p

[2sJ - 2 £sj ; pretože pre к > mp sú všetky sčítancemá tvar

oC = m ,

P P *

oc m ^ _

pP = pP = 2n »

rovné 0, platí

z čoho

čo sme mali dokázat*
2ndá dokázat, že (1)0 čísle > 2 •' 2n

sa
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Dokaž sporom. Nech n je prirodzené číslo vačšie ako 1
a medzi n a 2n neexistuje prvočíslo. Potom

П pp
p€ P(n)

oC

2n| =

n

£{fe]k=l LLp 4

4

’Йkde =

Položme

Ti = p t p ( fáK) Р"Ч Q T - П n^P
J peP(n) »

p7 П

пГ*T2 =
p €1 P(^

p > yin
potom

2n
* T1 • T2 • T3 •

n

Podl'a vety 3

Tx = (2n)
Skúmajme T^:
Nech — n, kde n =” 5. Potom p2?” ^n2 > 2n, preto

sú všetky sčítance okrem prvého rovné O.

^ n < p =
vo vztahu pře <<

Preto

f]-2M ■ 2
oC = - 2.1 = 0,P

takže T-, = 1.3

Ak У2п~< p = ^ n, je p2 ^ 2n, preto vo vztahu pře oc^
zostane tiež iba prvý sčítanec:

p = M -2 [t] = H -2H = 1.C-C

4
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П
p € P(^)P<P ř
p> \ís:

a podía vety 2

<

T2 = p = p
p e P (J n)

P> f&T

n)P €.

23n .

<
(3)T2 =

Dosadíme (2), (3) a s 1 do 1:

Я-(\Г50
• * »

P 5T( V~2n) + 1 4n * 4 n22n< (2n) . 2J = 2n . 2J
Označme t = 0,5.1og2 2n, potom

2n = 22t ,

222V (22t>
i

. 22t
2J

2n

Ir <■ <an)

2n = 2*, po dosadení
2

. 22t
. 2J

2*

<<22V

22t < 6t.2*

2X < 6t.

Indukciou sa dó dokazat, že pře všetky prirodzené čísla
vačšie ako 5

2k > 6(k + 1).
>

,

t = 6,

2* í 2H
Preto, ak

(И + 1) > 6t,> 6

preto t ^ 6,
2n = 22t < 212

n< 2048.
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Stačí teda dokázal vetu pře n ^ 2048. Vezmime túto konečná
postupnost

hl = 2» h2= 3’ h3= 5» h4= 7» h5= 13» h6= 23» h7= 43» h8= 83»

hg= 163, h10= 317, hn= 631, h12= 1259, h13= 2503.
Všetky jej členy sú prvočísla a h^+12h^. Ak n ^ 2048,
padne n do niektorého intervalu (h^, h^+1), teda

hi = n ^ + 1 < 2h^ ^
+ ^ je prvočíslo z intervalu (n, 2n). Veta je dokázaná.

Veta 5

= 2n ,

Každé prirodzené číslo vačšie ako 6 je súčtom navzé-
jom róznych prvočísel.

Dokaž: Nech je rastúca postupnost váetkých prvočísel,
definujme postupnost jsjj rekurentně:

so = 13>

o = p6 • Ak

r-1 + Pr+5 *

= Pr+5 ,

Sr = s

Potom ss
r-1

S 2pr+5
a podlá vety 4 sr = Pr+g. lndulcciou sme dokázali, že

ž pr+5 •

Ak v У 6, je v > py+g > sy. Stačí teda dokázat nasledujúcu
vetu:

r-i + Pr+5= s3r

(4)a
r-1

Pře každé prirodzené číslo r je každé z čísel

6 + s7, 8,

súčtom navzájom roznych prvočísel neprevyšujúcich p

• • •, r-1

r+4*
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Рге г = 1 overíme platnost vety experimentálně. Nech veta
platí pře nějaké prirodzené číslo r. Uvažujme o číslach

i 6 + sp .

Podlá indukčného předpokladu je každé z čísel

7, 8, • • •

6 + s7, 8,

súčtom navzójom roznych prvočísel. Vezmime prirodzené číslo
pře ktoré platí

6 + sr-l C

• • • , r-1

г.
6 + sr , potomn =

2 6 + pr+5n У 6 + Sr-1

podl'a (4), zároveň

n “ Pr+5

podía indukčného předpokladu je n - pr+^ súčtom navzájom
roznych prvočísel neprevyšujúcich Рг+^» teda ani
z čoho veta.

^
,

= 6 + sr = 6 + 3pr+5 r-1 »

Pr+5»


