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Korespondenční seminář ÚV UO

Antonín Vrba

Už před mnoha lety vznikl v Praze a později v Bratislavě semi-
nář pro mimořádně úspěšné řešitele z těchto měst, kteří vysoko vyni-
kali nad průměr a běžné olympijské úlohy pro ně byly příliš snadné.
Na těchto seminářích se pod vedením pracovníků vysokých škol a vědec-
kých ústavů řeší úlohy z elementární matematiky vysokého stupně ob-
tížnosti a pracuje v nich každý rok 10 - 15 účastníků. Bezprostředním
motivem pro jejich vznik byla snaha po kvalitní přípravě na meziná-
rodní matematickou olympiádu.

Mimořádní talenti ovšem žijí nejen v metropolích - bývají však
handicapováni tím, že často nemají kontakt s jinými kolegy této úrov-
ně a chybějí jim podněty к dalšímu rozvoji. Proto byl ve školním roce

1974/75 založen tzv. korespondenční seminář určený - řekněme - mimo-
řádným venkovským talentům. Zprvu byl organizován tak, že vždy určitý
pracovník připravil sérii obtížných úloh, rozeslal ji účastníkům a

došlá řešení pak zhodnotil. Sasem se však ukázalo, že pro pracovníka,
který určité téma připravil, bylo neúnosné pečlivě prohlédnout něko-
lik set řešení jednotlivých úloh celé série, takže zpětná vazba někdy
fungovala s velkým zpožděním a nedostatečně. Od školního roku 1978/79
byl proto systém zreorganizován. Recenzováním řešení se pravidelně
zabývá tým složený převážně z mladých pracovníků a aspirantů MÚ ČSAV,
mezi nimi i bývalí vynikající olympionici. Každý si vždy vezme na
starost jednu úlohu, došlá řešení doprovodí svými poznámkami a při-
praví koncept textu, v němž je úloha vyřešena a ze všech stran po-

drobně komentována. Sčastník dostane během měsíce zpět svá opravená
řešení spolu s rozmnoženým komentářem.

V současné době je к účasti v korespondenčním semináři zváno
každý rok 40 - 50 studentů, účastní se pak asi polovina; sérií bývá
během školního roku pět zpravidla po sedmi úlohách. Je potěšitelné
sledovat vzrůst kvality řešení mnohých účastníků během průběhu semi-
náře, zejména pokud jde o formulování myšlenek. Jak účastníci, tak
pracovníci MO vesměs hodnotí korespondenční seminář ÚV MO vysoce
kladně. Připomeňme ještě, že korespondenční semináře standardní ob-
tížnosti s poněkud jinými cíli pořádají i některé KV MO. Zejména ко-
respondenční seminář ve Východoslovenském kraji je velmi úspěšný. Je
mu věnován samostatný příspěvek M. Gavalce.
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Uvádíme znění všech úloh prvních šesti ročníků korespondenční-
ho semináře TÍV MO. Zvláště upozorňujeme na úlohu 3.7 ročníku 1979/80.
Tu se nepodařilo vyřešit žádnému účastníku a v publikaci, odkud byla
převzata, je, jak se ukázalo, vyřešena chybně. Ani v okruhu vedení
semináře nenašla řešitele, pátrání v literatuře bylo také bezvýsled-
né. Představuje tedy otevřený problém, a to velmi zajímavý. Zvláště
cenným materiálem pro práci matematických kroužků jsou tři série
úloh z kombinatoriky ročníku 1976/77. tflohy jsou komponovány tak, že
druhá série jsou vlastně návody к úlohám první série určené řešitelům
kteří neuspěli, třetí série pak napovídá ještě více.

1974/75

Číselná teória (zostavil doc. dr. J. Moravčík, CSc.).

1. Určte posledné dve cifry čísla 77
- 7772.Vyšetříte, pre ktoré cifry a (.0 o a = 9, celé číslo) možno

nCn + 1)nějaké číslo
> 10

2

(n prir. číslo) zapísaí v desiatkovej sústave len ciframi a.3.Nájdite všetky prirodzené čísla x, pre ktoré platí

iVn +[^]+ ] 400 .+• • •4.Dokážte, že pre každé prvočíslo p je číslo

... 233
■v

99 ... 9J - 12345678911 ... 122 3• • • • • •

j \

P P P P

dělitelné číslom p.5.Nech a, b, m, n sú prirodzené čísla, d(a, b) в 1, a > 1.
Dokážte, že ak am + bm je dělitelné číslom a11 + bn, potom m je
dělitelné číslom n.

a, b sú prirodzené čísla, pre ktoré platí: 0 • b < a.

je daná postupnost priro-

6.Nech
Nech áalej zn=an+b, n=0, 1, 2,
dzených čísel taká, že pre nějaké m je d(zm, a) = d. Presvedčte
sa, či potom pre všetky n platí d(zQ, а) в d.

.. •,7.Nech P(x) je mnohočlen s celočíselnými koeficientami. Do-
kážte, že ak číslo d je deliteíom každého z čísel
n в 0, 1,2,

an = ЗП + P(n),
potom d je mocnina čísla 2 s celočíselným ex-•. •,
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ponentom.
в

8, Dokážte, že súčet 2I(p.n -,)(1973)k#
k»0 K + 1

pře každé prirodzené n deliteíný číelom 2
n

, že číslo 2Z(|j + x

3e8 в

П-1

) 23k+ 19* Dokážte nie je pře žiadne pri-
kol

rodzené číslo n deliteíné číelom 5.

10. Nech xn в (p + ]fq)n - [(p + /q)n^ pre n » 1, 2,
Dokážte, že ak p, q sú prirodzené čísla vyhovujúce nerovnosti
p - 1 < /q" < p , potom lim x

n ->°o n
Poznámka: Symbol [a] v úlohách 3, 8a 10 znamená celu časí

čísla a, tj. celé číslo c také, že cea<c + l.

• • •

■ 1.

Stereometria (zostavili prof. dr. U. Fiedler, DrSc. a J. Zemánek).

1. Ak je odchylka každých dvoch stien štvorstena ostrý uhol,
potom všetky steny štvorstena sú ostrouhlé trojuholníky. Dokážte.

2. Dokážte, že zo šiestich vnútorných uhlov, které zvierajú
steny štvorstena, sú vždy aspoň tri ostré.

An S1* všetky vrcholy konvexného mnoho-
n). Dokážte, že vzdialenosí

každých dvoch bodov tohto telesa je menšia alebo rovná d.

4. V priestore je daný bod P a množina bodov M taká, že
jej prienik s každou rovinou prechádzajúcou bodom P je kruh. Do-
kážte, že ftd je gula.

5. V priestore je daná konečná množina bodov taká, že každá
priamka prechádzajúca dvoma j6j bodmi obsahuje ešte aspoň jeden
íalší bod tejto množiny. Dokážte, že všetky body danej množiny ležia
v jednej priamke.

6. Hech К je množina bodov v priestore taká, že ku každému
bodu priestoru možno v množině M nájsí právě jeden najvzdialenejší
bod. Dokážte, že množina M je jednobodová.

3# Body у Ar) t

stená, d в max (i, j в l, 2,

• • •,

. • •,

Rovnice a sústavy rovnic (zostavil dr. J. Hojdar).

1. Riešte rovnicu a(x2 - а2) в b(x2 - b2), kde
dané reálne čísla. Má táto rovnice vždy reálne riešenie?

2. Určte všetky reálne riešenia sústavy rovnic x - |y + l| =
x2 + у в 10.

а, b sú

= 1»
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3. Riešte súetavu rovnic cos x + a 9 tg у ,

eiST ■ \ cot8 y '

- 2(m^ - 4)x + n = 0 s neznámou x

sin x +

kde x, у sú neznáme.

4. V rovnici (m + 2)2x2
sú m, n reálne čísla.

a) Určte všetky čísla m, n, pre ktoré má daná rovnica jediný
kořeň.

b) Stanovte všetky čísla m, n, pre ktoré sú kořene danej rov-
nice navzájom prevrátené čísla.5.Určte všetky reálne čísla p, pre ktoré rovnica

x2 - 2(p + 4)x + p2 + 6p = 0
s neznámou x má:

a) oba kořene r8zne a záporné;
b) jeden kořeň záporný, druhý nezáporný.6.Riešte sústavu rovnic

x + у + z m a ,

2 2 2 2x* + y* + z - b t

xy = z2,
kde a, b sú dané čísla.

Udajte podmienky, ktorým musia vyhovovaí čísla a, b, aby čís-
la x, y, z výhovujúce danej sústave boli kladné a navzájom r8zne.

2 27.Je daná rovnica x +2px+2p - 1 в 0 s neznámou x, kde
p je reálne číslo. Nájdite všetky čísla p, pre ktoré má daná rovni-
ca reálne kořene, z ktorých žiadny nemá absolútnu hodnotu vačšiu než
jedna.

Kombinatorika a kombinatorická geometria (zostavil dr. M. Koman,
CSc.).

1. (úloha o deviatkách) Určte nutnú a postačujúcu podmienku
pre to, aby к danému prirodzenému číslu existoval násobok, ktorý mož-
no v desiatkovej sústave napísaí len pomocou deviatok, tj. má tvar
999 99.• • •

2. (úloha o prirodzených číslach) Zistite, či je medzi íubo-
volnými za sebou nasledujúcimi desiatimi prirodzenými číslami vždy
aspoň jedno nesúdeliteíné so zostávajúcimi číslami.

3» (úloha o letiskách) Na každonn z 12 letísk štartuje lietadlo
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a odlietava na najbližsie susedné letisko. Vzdialenosti medzi letis-
kami sú navzájom r8zne čísla. Určte maximálny počet lietadiel, ktoré
možu pristáí na jednom letisku.4.(úloha o lodiach) Na voínom moři plávájú rozptýlené tri
lode L^, I12, L^, ktoré majú rovnakú maximálnu rýchlosí. Na admirá-
lov rozkaz sa majú čo najsk6r stretnúí na jednom mieste. Určte naj-
výhodnéjšiu polohu miesta stretnutia S.

Poznámka: Pokuste sa úlohu riešií tiež pre případ vačšieho
počtu lodí alebo pre případ rdznych maximálnych rýchlostí.

5. (úloha o červenej ceste) Stvorec C je rozdělený na 4n^
zhodných štvorcových polí, ktoré sú biele a čierne, pričom každé dve
polia súmerne položené podía středu S štvorca C sú r6znej farby.
Strany polí zafarbíme červene právě vtedy, keS patria rdzne zafarbe-
ným poliam. Dokážte, že existuje červená cesta spájajúca niektoré
dva body ležiace na protilehlých stranách štvorca C.

6. (1. úloha o šachovnici) Všetky polia íubovoínej šachovnice
n x n sú očíslované nezápornými reálnými číslami tak, že číslo íu-
bovoíného póla sa rovná aritmetickému priemeru čísel napísaných na

všetkých susedných poliach. Charakterizujte všetky přípustné očíslo-
vania. (Pojem susedného poía možno chápaí dvoma roznymi sposobmi.)

7. (2. úloha o šachovnici) Všetky polia šachovnice so 100x100
poliami sú očíslované prirodzenými číslami tak, že čísla na každých
dvoch susedných poliach sa líšia najviac o 50. Zistite, či mážu byí
všetky polia šachovnice očíslované navzájom rdznymi číslami.

8. (úloha o koíajniciach vláčika) Dráhu pre elektrický vláčik
možno zostavií z úsekov, ktoré majú tvar štvríkružnice. Bola posta-
vená okružná rovinná dráha (bez križovatiek a nadjazdov). Pri zvole-
nom zmysle obiehania tvoří n-^ dielcov íavotočivú zákrutu a
dielcov pravotočivú zákrutu. Dokážte, že čísla n-^ a n2 sú páme
a číslo n-j^ + n2 je násobkom čísla 4.

9. (úloha o n bodoch) V rovině je daných n (n > 4) bodov,
z ktorých žiadne tri neležia v priamke. Dokážte, že existuje aspoň
(n 2 ^) konvexných štvrouholníkov, ktorých vrcholmi sú niektoré
z daných bodov.

10. (úloha o n-uholníku) Konvexný n-uholník Pn neobsahuje
žiadne tri uhlopriečky, ktoré by prechádzali jediným spoločným vnú-
torným bodom. Kolko trojuholníkov ohraničujú jeho uhlopriečky?
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Poznámka: Pokuste sa tuto úlohu riešií pre štvoruholníkyj sta¬
čí odhad.

Funkcie a mnohočleny (zostavil doc. dr. J. Moravčík, CSc.).

1. Nech f je funkcia definovaná pře všetky reálne x před-

pisom f(x) «
xb + 4

najmeněiu hodnotu a v kladnom případe ich nájdite.

2
- x

. Zistite, či funkcia f nadobúda najvačšiu a

p
2. Kvadratický trojčlen f(x) = ax + bx + c je taký, že

rovnica f(x) a x nemá reálne kořene. Dokážte, že rovnice f(f(x))»
■ x tiež nemá reálne kořene.3.Nájdite prirodzené čísla p, q také, aby korenmi mnoho-

2 2
členov P(x) = x - qx + p a Q(x) = x - px + q boli len prirod-
zené čísla.

4. Dokážte, že mnohočlen P(x) s celočíselnými koeficientamá,
ktorého absolútna hodnota v troch rdznych celých číslach sa rovná 1,
nemá celočíselné kořene.

5. Nájdite najmenšie reálne číslo A také, že pře každý kva-
dratický trojčlen f(x), pre ktorý platí |f(x)| « 1, ak 0 S x ■* 1.,
je splněná nerovnosí fr(0) á A.

6. Určte reálne čísla a, b, c také, že \f(x)| a
a (ax2 + bx + cj a 1 pre (x( a 1 a súčet ^a2 + 2b2
málny.

je maxi-7.Nech f je reálna funkcia reálnej premennej x taká, že
nie je identicky rovná nule a pre každé reálne Čísla x, у platí:
f(x) . f(y) a f(x - y). Nájdite všetky také funkcie f.

8. Nájdite všetky usporiadané dvojice f, g funkcií reálnej
premennej x, ktoré sú definované pre všetky reálne čísla x okrem
-1; 0; 1 a pre ktoré v každom bode x ich definičného oboru platí:
x f(x) - ~ g(i) = 1,

9. Nech f(x) a sin x +

každé x e (О; те) platí: f(x) > 0.

10. Nech f a g sú reálne funkcie definované v intervale

-tj' = x2g(x) •

^ sin 2x + i sin 3x. Dokážte, že pre

(- oo , oo), pře ktoré platí f(x + y) + f(x - y) = 2 f(x) . g(y) pri
každom reálnom x

0 a |f(x) | = 1
a y. Dokážte, že ak f nie je identicky rovná

pre každé x, potom tiež |g(y)( 1 pre každé y.
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1975/76

Číselná teória (zostavil M. Kaukič).

1. Nech a, b sú celé čísla také, že a^ + je dělitelné
číslom 21. Potom a^ + b^ je dělitelné tiež číslom 441* Dokážte.

2. Súčet piatich celých čísel je rovný nule. Dokážte, že sú-
čet piatich mocnin týchto čísel je dělitelný číslom 15.

3. Nájdite všetky dvojice celých čísel x, y, ktoré vyhovujú
2 3

rovnici x - y = 1.

4. Hájdite najmenšie prirodzené číslo, z ktorého záměnou jeho
niektorej cifry nemažeme dostal prvočíslo. (Skúste riešií analogická
úlohu pre dve cifry.)

5. Nájdite všetky prirodzené čísla n tej vlastnosti, že ci-
ferný súčet čísla n je rovný 4.

6. Dokážte, že existuje nekonečne vela prvočísel tvaru m^ +
p

, kde m, n sú prirodzené čísla. (Návod: Každé prvočíslo tvaru
4k + 1 možno aspoň jedným sposobom rozložil na súčet druhých mocnin
dvoch prirodzených čísel.)

+ n

7. Je dané a1 « 1, = [/a^
• ([c] znamená celú časí čísla

kCx

J ; určte+ a2 + + a• • • k-1
c.)a1975

je rastúca postupnosí pozostávájúca zo

všetkých prvočísel. Nech S(k) je súčet všetkých súčinov pozostáva-
júcich z róznych prvočísel menších najviac rovných
né číslo.

8. Nech

к prirodze-pk*

Dokážte, že v rozklade čísla S(k) + 1 na prvočinitele sa

vyskytuje aspoň к prvočísel.

w;
taká, že prirodzené číslo к je jej členom právě vtedy, ked jeho
cifemý súčet je dělitelný siedmimi. Nájdite

je rastúca postupnosí prirodzených čísel9. Nech

max (a - a ,) •

lžn<°° n “-1
10. Označme na číselnej osi všetky čísla tvaru 81m + lOOn

(m, n prirodzené čísla) zelenou farbou a ostatně celé čísla červe-
nou farbou. Nájdite na číselnej osi taký bod x, aby íubovoíné dva
celočíselné body symetrické vzhíadom na x boli zafarbené rožnou

farbou.
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Geometrie (zostavili prof. dr. M. Fiedler, DrSc. a J. Zemánek).1.V prieatore je daná množina bodov, ktoréj pravoúhlými
priemetmi do dvoch rovin sú kruhy. Dokážte, že tieto kruhy majú rov-
naké poloměry.

2. V štvorci je daných devaí bodov, z ktorých žiadne tri ne-
ležia v jednej priamke. Dokážte, že tri z týchto bodov eú vrcholmi
trojuholníka, ktorého obsah nepřevyšuje

3. V prieatore sú dané štyri polpriamky p-^, p2, p^t P4 00
spoločným začiatočným bodom, ktoré neležia v žiadnom polpriestore.
Dokážte, že platí 4 P^ + 4 P2P3 + 4P3P4 + 4 P4P1 > 360°.

4. V rovině je dané nekonečne mnoho bodov, ktorých všetky vzá-
jomné vzdialenosti sú prirodzené čísla. Dokážte, že všetky tieto bo-
dy ležia v jednej priamke.

5. V rovině sú dané dve bodové množiny lig, z ktorých kaž-
dá má pámy počet prvkov a žiadne tri z bodov и M2 neležia
v jednej priamke. Dokážte, že v tejto rovině existuje priamka, ktorá
neprechádza žiadnym z daných bodov a taká, že po oboch jej stranách
leží právě polovica bodov každej z oboch daných množin.

4 obsahu štvorca.
86.Dokážte, že počet hrán mnohostěne nemóže byt rovný siedmim.

Funkcie a mnohočleny (vybral doc. dr. J. Moravčík, CSc.).

1. Pre funkciu f(x) = ax2 + bx + c v intervale ^-1; 1^>
platí: |f(x)\ =1. Potom pre funkciu g(x) = cx2 + bx + a v tom
istom intervale platí: |g(x)) = 2. Dokážte.

2. Dokážte, že funkcia P(x) = x^2 - x^
v každom bode x € (- 00,00) kladnú hodnotu.

^
- x + 1 má+ x

3. Nech P(x) » xn + a^11"1 + je mnohočlen
s celočíselnými koeficientami. Nech a, b, c, d sú navzájom rožne

+ a^ ,x + a„n—1 n
• • •

celé čísla, pre ktoré platí: P(a) ** P(b) = P(c) P(d) = 5. Dokáž-
te, že neexistuje celé číslo к tak, že P(k) a 8.

4. Je daný mnohočlen P(x) s a) prirodzenými koeficientami,
b) celými koeficientami. Označme an cifemý súčet čísla P(n)
v dekadickom zápise pře každé prirodzené číslo n. Dokážte, že exi-
stuje číslo, které sa v postupnosti {an]nei vyskytuje nekonečne
mnoho ráz.

5. Postupnost mnohočlenov fFn(x)}
- 57 -
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rentne takto: PQ(x) e 2» “ x* řn+l^x^ = x Pn^x^ ” £n_ ]_(*)»
n = 1, 2, ... • Dokážte, že existujú reálne čísla a, b, c tak, že
pře každé prirodzené číslo n platí:(x2 - 4) [p£(*> -♦]-[• W*> ♦ b pn(x) ♦ o Pn.x(x)j2.

6. Dokážte, že ak funkcia f(x) = sin x + cos ax je perio-
dická, potom a je racionálně číslo.

7. Nájdite najmenšiu kladnu hodnotu súčtu x + y, ak
(1 + tg x)(l + tg y) = 2.

8. Je dané číslo oC >1. Dokážte, že neexistuje funkcia
f(x) |É konšt. definovaná pre všetky x €(-oo, oo) tak, aby pre
každé reálne a, b platilo }f(a) - f(b)| a |a - bj06 •

9. Funkcia f definovaná na intervale <0; 1^> má nasledujú-
ce vlastnosti: Pře všetky x č <0; 1> je f(x) š 0, f(l) = 1. Pre
každé x^, x2 také, že x-^ = 0, x2 = 0, x^ + x2 = 1 platí
f(xx + x2) e f(xx) + f(x2).

a) Pre každé x €• <ť0; 1> platí: f(x) = 2x. Dokážte.
b) Platí pre každú funkciu f uvedených vlastností tiež

f(x) = l,9x v intervale <0; 1> ?

10. Nájdite všetky spojité reálne funkcie f definované na

intervale <^l;oo), ktoré vyhovujú rovnici

f(x) + f(y)
f(xy) o

x + у

pre všetky x, у e <1; co ).

Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.).

1. Známa hra "námomá bitka" sa hrá na štvorcoch zložených
z К = 10 x 10 jednotkových štvorčekov. Lietadlová lo3 je znázome-
ná ako obdížnik zložený zo 4 štvorčekov (obdížnik 1x4). Može byí
umiestená na íubovoínom mieste.

Určte najmenší počet "striel", ktoré zabezpečia a) zasiahnu-
tie, b) potopenie lietadlovej lode. (Předpokládáme, že na hracej
ploché je len lietadlová lo5.)

Doplnok. Riešte úlohu pře íubovoínú štvorcovú hraciu plochu
zlobenu z N = к x к štvročekov (к = 4).

2. Určte najvačší počet kráíov, ktorých možno rozmiestnií na

štvorcovej šachovnici zloženej z N2 polí tak, aby každý kráí
dil nanejvýš s jedným dalším kráíom.

suse-
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Doplnok. Riešte analogická úlohu pře iné šachové figúry.

3. Usporiadajte množinu všetkých prirodzených čísel 1, 2, 3,
N tak, aby aritmetický priemer žiadnych dvoch čísel sa nerovnal

niektorému číslu umiestenému medzi nimi. Například pre N = 8 je
přípustné poradie 1, 5, 3» 7» 8» 4, 6, 2 a nepřípustné poradie 1,
5, 8, 7» 6, 3» 2, 4 (napr. 6 = (8 + 4) : 2),

4. Zistite, či existuje taká postupnosí P prirodzených Čísel
(nemusia to byí všetky prirodzené čísla), že každé prirodzené číslo
sa dá vyjadrií ako rozdiel právě dvoch členov postupnosti P.

n2 poliami je zapísaných n2 čísel
(tieto čísla sú tedy usporiadané do tzv. štvorcovej matice), ktorých
eúčet je kladné číslo. Dokážte, že štipce tabulky možno permutovaí
tak, aby súčet čísel na uhlopriečke vedúcej z íavého dolného rohu do
pravého horného rohu bol tiež kladný.

6. V každom poli pravouholníkovej tabuíky m x n je zapísané
niektoré prirodzené číslo (tj. celé kladné číslo). Sú dovolené dva
druhy operácií:

a) Zdvojenie vsetkých čísel niektorého riadku.
b) Odčítanie jedničky od vsetkých čísel niektorého stípca.
Dokážte, že po konečnom počte operácií možno vždy získáí ta-

bulku, v ktorej všetky čísla sú nuly.

7. V rovině je daných niekoíko červených a niekoíko modrých
bodov. Niektoré z nich sú spojené úsečkami. Bod nazveme "labilným",
ak viac než polovica bodov, s ktorými je spojený úsečkami, má inú far-
bu než je farba uvažovaného bodu. Ak existuje aspoň jeden labilný bod,
zvolíme niektorý z nich a zmeníme jeho farbu (červenú na modrú alebo
obrátene). Dokážte, že po konečnom počte krokov nezostane žiadny la-
bilný bod.

• • •,

5. V štvorcovej tabuíke s8.V rovině je daných n červených a n modrých bodov,
z ktorých žiadne tri neležia v priamke. Dokážte, že je vždy možno
zostrojií n úsečiek, ktoré spájajú dvojice bodov réznych farieb a
sú po dvoch disjunktně.9.Je daný konvexný mnohouholník II. a) Pre každú trojicu po

sebe idúcich vrcholov mnohouholníka M zostrojíme kružnicu prechá-
dzajúcu týmito bodmi. Z nich vyberieme tú, ktorá má najvačší poloměr.
Dokážte, že mnohouholník II je časíou kruhu ohraničeného touto kruž-
nicou.

b) Pre každú trojicu po sebe idúcich stráň mnohouholníka It

- 59 -



zostrojíme kružnicu, ktorá sa dotýká týohto troch úsečiek. Z nich vy-
berieme tú, ktorá má najmenší poloměr. Dokážte, že celá táto kružnica
je časíou mnohouholníka U.

10. Je daný konvexný mnohouholník, ktorého časíou nie je žiad-
ny trojuholník s obsahom 1. Dokážte, že tento mnohouholník možno
umiestnií do trojuholníka s obsahom 4.

Rovnice a sústavy rovnic (vybral dr. J. Hojdar):

1. Nech a, b, c sú navzájom r8zne reálne čísla. Potom rovni-
ca

1 11
= 0+ +

x - b

má vždy reálne riešenie. Dokážte.
x - a x - c

2. Rozhodnite, pre ktorá x má zmysel rovnica

iegio*3
logxlO + log^.100 + logx1000 »

a nájdite všetky jej riešenia.3.Určte všetky reálne riešenia rovnice

1 + log10x

P » x - p ,

kde p je dané reálne číslo. Urobte diskusiu vzhíadom na číslo4.Riešte rovnicu

P.

x2 - 6(k - 1)x + 9(k2 - 2) = 0

s neznámou x, ak к je daná reálne číslo.5.Sú dané rovnice
2

x + px + 1

x2 +

kde p je dané reálne číslo. Určte všetky čísla p také, pre ktoré
obe rovnice majú spoločný reálny kořeň.

= 0 ,

x + p = 0 ,6.Sú dané dve kvadratické rovnice

2
x + ax + b = 0 ,

2
x + cx + d

s rěálnymi koeficientami. Nájdite nutné a postačujúce podmienky med-
zi koeficientami daných rovnic pre to, aby obe rovnice mali jeden
spoločný kladný kořeň a aby zostávajúci kořeň prvej rovnice bol vač-
ší než zostávajúci kořeň druhéj rovnice.

в 0
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7. V obore reálných čísel riešte rovnicu

V- V + 2i ■ 1 ■ p ,2x - 1 +

kde p je dané reálne číslo. Urobte diskusiu riešiteínosti vzhíadom
na číslo p.

|x - y| - b, |y - l| -8. Je daná sústava rovnic jl - xj
в c, kde a, b, c sú dané prirodzené čísla. Dokážte, že sústava má
bučí dve riešenia alebo je neriešiteíná. Určte podmienku riešiteíno-
sti.

в a,

1976/77

Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.).1.1.Коска s hranou к (к je celé kladné číslo) je rozdělená
na k^ jednotkových koeiek. Zistite, či možno všetky jednotkové
коску zafarbií červenou a modrou farbou tak, aby vždy každá коска
susedila právě s dvoma Salšími kočkami tej istej farby. (Коску sú
susedné, ak majú spoločnú stenu.)1.2.V nekonečnej sieti zhodných štvorcov je zafarbených prá-
ve n štvorcov čiernou farbou, ostatné sú biele. To je tzv. nultá
generácia. Z k-tej generécie (к = 0, 1, 2,
generácia týmto prefarbeníms Každý štvorec [a, b] (a je číslo štíp-
ca, b číslo riadku, v ktorom štvorec leží) z (k + l)-tej generá-
cie má rovnakú farbu ako vačšina zo štvorcov [a, b] , [a + 1, bj ,

[a, b + l] v k-tej generácii.
a) Dokážte, že v istej generácii zostanú len biele štvorce.
b) Dokažte, že v n-tej generácii sú vždy všetky štvorce bie-

) vznikne (k + l)-tá• • •

le. c)Charakterizujte všetky nulté generácie s n čiemymi
štvorcami, pre ktoré sa samé biele štvorce po prvý raz vyskytnú
v n-tej generácii.1.3.Hra. Na stole je daných N gúí, z ktorých je a bie-
lych, b červených a c modrých (N в a + b + c). řahom rozumieme
túto výměnu: Zvolíme íubovoíné 2 gule razných farieb, ktoré vyměníme
za jedinú guíu zostávajúcej farby. (Například pre а в 3, b в 5,
= 8 mSžeme zvolií guíu bielu a modrú, ktoré odstránime a namiesto

O 6,

C =

nich přidáme červenú guíu. Vznikne nová pozícia a-^ ■ 2, b^
=7.) Partia končí, ke3 už nemožno vykonaí žiadnu výměnu.

cl°

a) Dokážte, že vo všetkých partiách, ktoré končia tým, že na
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stole zostane jediná guía, má táto guía vždy rovnakú farbu.
b) Určte farbu posledněj guíe v závislosti na číslach N, a,

b j c • 1.4.Vrcholy pravidelného N-uholníka (N > 3) sú ohodnotené
číslami +1 a -1. (Každému vrcholu je priradené právě jedno z tých-
to čísel.) Cieíom je určií súčin všetkých ohodnotení. Je dovolené
klásí otázky: Somu sa rovná súčin ohodnotení zvolených m vrcholov
(N '= 2m).

Určte najmenší možný počet P otázok, ktorý dovoíuje určií
híadaný súčin všetkých ohodnotení.1.5.Na množině všetkých postupností zložených z 3000 cifier,
z ktorých každá je 1 alebo 2, sú dovolené výměny íubovoíných dvoch
za sebou nasledujúcich trojíc. Napr. postupnosí

112 122 2121 11 • • • •

možno zmenií na postupnosí novů

112 212 122 11 • • • •
i

Dve postupnosti nazveme ekvivalentnými, ak jednu možno konečným poč-
tom dovolených výměn zmenií na druhů.

Určte počet všetkých neekvivalentných postupností.1.6.Dokážte, že v nekonečnom desatinnom rozvoji Ludolfovho
čísla 7L možno pre každé prirodzené číslo n nesúdeliteíné s číslom
10 nájsí aspoň jeden taký úsek, že prirodzené Číslo zapísané v danom
poradí číslicemi z tohto úseku je deliteíné číslom n.

Napr. pre n в 17 je jeden taký úsek v zápise čísla

3, 141 5,92 65,3 9 9»

podčiarknutý.

1.7. Medzi všetkými n-cifemými číslami (n£ 2), v ktorých
zápise se nevyskytuje nula, určte také číslo, aby rozdiel tohto čísla
a jeho ciferného súčinu bol čo najvačší.

1.8. Je daný íubovoíný mnohočlen k-teho stupna
k-1

An + .

к(1) a, n + a .. + a.^n + aQк k-1

s nezápornými celočíselnými koeficientami aQ, a^, a2,
stupnosí funkčných hodnot mnohoólena (1) pre n = 0, 1

Po-...»

, 2, ozna-• • •

číme

(2) Aq» , Ag,
Postupnosí cifemých súčtov všetkých členov postupnosti (2) označíme

0 Ф Ф
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(3) Cq* C2,
Dokážte, že v postupnosti (3) existuje nekonečne mnoho sebe

rovných členov.

1.9. Na množině všetkých nezáporných celých čísel je daná
operácia ".", ktorá má pře všetky a, b, c nasledujúce vlastnosti:

a • b = b • c ;

a . b a c =#> b . с a a ;

a.b>c^b.c<a alebo a • c < b .

a) Určte hodnoty 0.0;0.1;1.1;0.2.
b) Dokážte, že pre všetky a platí: 0.ава;1.ааа+1

pre páme a;l.a=a-l pre nepárne a.

c) Dokážte, že pre všetky a, b, c platí:

a.baa.c^bec.

• • •

(1)

(2)

(3)

a a 7, b = 7.d) Určte všetky hodnoty a . b pre

e) Ukážte, že existuje najviac jedna operácia s vlastnosíami
(1) - (3).

f) Ukážte, že taká operácia existuje, a udajte předpis pre

výpočet íubovoínej hodnoty a . b. Speciálně vypočítejte 1976 • 366.
g) Dokážte, že operácia je grupovou operáciou na množi-

ne všetkých nezáporných celých čísel.

1.10. Je daná íubovolná funkcia у a F(x) definovaná pre \

všetky reálne čísla. Dokážte, že možno určií také dve funkcie у a

= f(x) а у a g(x), že
a) F(x) a f(x) + g(x) pre všetky x;

b) graf každej z funkcií у = f(x) а у = g(x) je stredove
súmemý. (Středy súmernosti oboch grafov m$žu byí rSzne.)

2.1. Zafarbenie vyhovujúce vlastnostiam z úlohy 1.1 možno
uskutočnií právě vtedy, keS je к párne číslo. Dokážte.

2.2. Nech všetky čieme štvorce nultéj generácie (pozři úlohu
1.2) možno pokryí obrazcom Tm (pozři obr. 1 ; obrazce možno v sieti

Obr. 1

TT *2 T3 41
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štvorcov íubovoíne posúvaí, ale nemožno ich otáčal).
Potom v m-tej generácii bú všetky štvorce blele. Dokážte.

2.3. a) Dokážte tvrdenie z úlohy 1.3a) matematickou indukciou.
b) Vyhíadajte pře všetky N š 8 všetky východiskové trojice

a, b, c, pre ktoré partie končiace jedinou guíou dávajú bielu guíu.
2.4. Riešte úlohu 1.4 pre případ m в 3* Dokážte, že v tomto

případe je výsledok: n ■ Зк ^ P ■ kj n в Зк + 1 =^>P = к + 1, n *
* 3k + 2 P « к + 2. (Napr. pre n ■ 3k musíte dokázal: P í к a
P Ž k.)

2.5* Je daná postupnosl 3000 bodov (napr. obrazy čísel 1, 2,
3000 na číselnej osi; obr. .2 ).3, • • •»

Obr. 2123456789

Obr. 3126783459

Na tejto postupnosti je dovolená operácia výměny íubovoíných
dvoch za sebou nasledujúcich trojíc bodov. Napr. z vyššie uvedenej
postupnosti mdžeme získal postupnosl na obr. 3 •

Určte množinu všetkých bodov danej postupnosti, s ktorými
možno stotožnií povolenými výměnami íubovoíne zvolený bod. (Kam mož-
no napr. presunúí z výchozieho postavenia bod Ti)

2.6. Z číslic 0, 1, 2,
nečná postupnosl

9 je zostavená íubovoíná neko-.. •,

(1) ®1* a2» ®3*
Dokážte, že pre každé prirodzené číslo n nesúdeliteíné

s číslom 10 možno nájsí v postupnosti (1) taký úsek

• • •

ak* ak+l* ak+2»
že prirodzené číslo zapísané týmito číslicemi v uvedenom poradí je
deliteíné číslom n.

ak+m*...,

2.7. Rozdiel čísla N a jeho cifemého súčinu označme r(N).
Sú dané dve paíciferné čísla A ■ 99911, В « 77799.

Určte čísla Cq, C^, C2» C^, C^, C^ tak, aby boli splněné
podmienky:

a) Cq « B, ■ A;
b) dvojice susedných čísel C^ Ci+1 (i » 0, 1, 2, 3, 4) sa

líšia len v jednej číslici;
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o) r(C0) Í г(Ог) i r(C2) á r(03) í r(04) á r(05).2.8,Ciferný súčet čísla
a) 13n + 24í
b) 2n2 + 13n + 124

označíme CQ(n B °* 1» 2»
Dokážte, že medzi číslami

).• • •

(4) Cq , , C2,
možno nájsí nekonečne mnoho čísel, ktoré sa sebe rovnajú.

• • •2.9.Ak operácia má vlastnosti (1) - (3) z úlohy 1.9, po-
tom pre všetky kladné a, b platí

a • b = c ,

kde c je najmenšie nezáporné číslo, které sa nevyskytuje medzi čí-
slami

(a - 1) . b,0 . b, 1 • b, 2 . b, .. •,

, a . (b - 1);& • Of & • 11 ct • 21
dokážte. Dokážte, že obe nerovnosti a.b>c, a.b<c vedú

• • •

к sporu.2.10.Ukážte, že funkciu у = |x| možno vyjadrií ako súčet
dvoch funkcií у « f(x), у e g(x) tak, že každá z funkcií f a g
má graf stredove súmeraý.

3.1. Ak zafarbenie danej vlastnosti (pozři úlohu 1.1) existu-
je, potom modrých a červených kociek je páray počet. Dokážte.

3.2. V nekonečnej sieti štvorcov (pozři úlohu 1.2) nazveme
dva štvorce susednými právě vtedy, ak nastane niektorá z možností
na obr. 4 •

Obr. 4

Množinu M všetkých čiemych štvorcov nultej generácie roz-
delíme na komponenty К2,
Л, В é M patria tomu istému komponentu právě vtedy, ak možno dojsi
od jedného к druhému postupným prechodom po susedných poliach. Napr.
na obr. 5 sa množina čiernyoh štvorcov rozpadne na tri komponenty.

tejto vlastnosti: Dva štvorce• • •
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Dokážte: Ak množina lí obsahujúca n ětvrocov sa skládá
z jedného komponentu, ktorý nemožno pokiyí žiadnym z obrazcov Тд^
T2>
raz vyskytnu samé biele štvorce.

3.3* Dokážte (pozři úlohu 1.3):
a) Ak je Я páme číslo, potom sú bu3 všetky a, b, c páme,

alebo len jedno páme. V prvom případe partia nemaže končií jedinou
guíou. V druhom případe je farba výslednej gule rovnaká ako farba
gulí, ktorých je pámy počet.

b) Ak je N nepáme číslo, potom sú bu3 všetky čísla a, b, c

nepáme, alebo len jedno je nepáme. V prvom případe partia nem6že
končit jedinou guíou. V druhom případe je farba výslednej gule zhod-
ná s farbou gulí, ktorých je ne pámy počet.

3.4. Dokážte, že výsledek úlohy 1.4 je tento: Nech N = m . d +
+ г, 0 = r 4 m. Ak je m nepáme číslo, potom r = О P = d; r^
Ф 0, r páme =$> P = d +2; r nepáme ^ P = d + 1.

Ak je m páme číslo, potom r = 0=$>P = d;r^0, r páme
P = d + 1, r nepáme číslo P neexistuje.

(pozři úlohu 2.2), potom sa v n-tej generácii po prvý..., Xn-1

3.5. Dokážte: Nech oC = (a-^, a2, ...» an)» /3 = (b^, b
n-členné (n £ 1) postupnosti číslic 1 a

••• I2»

bn) sú dve
a postačujúcou podmienkou pre to, aby postupnosti OC , boli ekvi-

2. Nutnou

valentné (pozři úlohu 1.5), je splnenie týchto podmienok:

= bl + b4 + b7 +
■ b2 + b5 + b8 +
= ьз + b6 + b9 +
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9 je zostavená íubovoíná po-3.6. Z číslic O, 1, 2, • • •»

stupnosí
(1) al* a2 *

a • • •

3*

Dokážte, že pře každé prirodzené číslo n možno nájsí medzi
n + 1 číslami zapísanými v uvedenom poradí číslicami a^a^^a^

an+2» atň., an+^ aspoň dve,
ktoré pri delení číslom n dávajú ten istý zvyšok.

• • •

an+l* a2a3a4 * an+l* a3 4
• • •• • • • •

3.7. HÍadané číslo (pozři úlohu 1.7) má tvar

9 111

Určte počet deviatok a počet jedničiek a ukážte, že r(A)
(pozři úlohu 2.7) je najvačšie možné číslo, tj. pre íubovoíné n-ci-
ferné číslo B, v ktorého dekadickom zápise

A = 999 1 .• • •• • •

В = bb ,

n n-1
b• • •

nie sú žíadne nuly а В ^ A, je r(A) > r(B). Dokážte! (Použité
napr. postup naznačený v úlohe 2.7.)

3.8. Dve čísla M, N nazveme podobnými, ak po vyškrtnutí núl
v dekadických zápisoch oboch čísel dostaneme to isté číslo. (Napr.
3 074, 3 700 40 sú podobné čísla.)

Dokážte, že medzi funkčnými hodnotami mnohočlenov
a) 13n + 24 ;

b) 2n2 + 13n + 124

pre n = 0, 1, 2, je nekonečne mnoho navzájom podobných čísel.

3.9. Zostavte si tabulku operácie "•" pre všetky a ^ 7,
b = 7 použitím výsledku úlohy 2.9. Všetky čísla v tejto tabuíke
vyjádříte v dvojkovej sústave. Vyjde napr.

• • •

3.5=6 čiže (11)2 . (101)2 = (110)2.
Na základe tabulky vyslovte hypotézu o možnosti výpočtu hodnoty
= a . b, ak sú a, b vyjádřené v dvojkovej sústave. Hypotézu dokáž-
te.

c o

З.Ю. Ukážte, že funkciu у = |x | možno vyjadrií ako súčet
dvoch funkcií у = f(x) а у = g(x) tak, že

a) graf funkcie f je stredove súmerný podlá bodu £o, o] a
graf funkcie g je stredove súmerný podlá bodu [l, cTJ.

b) Pre x é <0, 1> je f(x) = \x\ a g(x) = 0.
Načrtnite grafy funkcií f a g v intervale <-3, 3^ .
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Algebra (zostavil HNDr. 1. Šisler, CSc.).

1. Riešte rovnicu

" b>2 fig *" a3
u - ax;u - a2) + (X - a2)(x - a^')' +

an * °-
2. Pře ktoré celé čísla x

a - a,
n 1

U - anMx - ax;
= x,• ••

kde &]&2 • • •

а у platí x(y2 + 1) + y2 =

= (x + y)2?
3* Nech z^ sú komplexně čísla, jz^j = 1, i = 1, 2, •••f n«

Potom | n n
ITT z. - 1 = 1йЕГ jz^|i=l 1 i-l' 1 -il ;

dokážte.

4« Nájdite všetky hodnoty parametre p , pre ktorý platí ne-

rovnosí
x2 + y2 4- 3z2 + 2xz +2yz a p(x2 + y2 + z2)

pre všetky x, y, z.

5. Akú najmenšiu hodnotu mfcže nadobúdaí koeficient a v rov¬

nici
2x3 + bx - 8 = O ,

aby všetky kořene tejto rovnice boli kladné?

6. Ukážte, že rovnica

1 + x + -i

- ax

2 13
+ j +

nemá pre páme n žiadny reálny kořeň.
^ у

7. Nech z je komplexny kořen rovnice x^ + 3 = 0,
rovnice x2+x + l = 0. Nech Q(z) = £az + b(a, b 6 o}, Q(w) =
= £aw + b|a, b £ Q^, kde Q je množina racionálnych čísel. Ukážte,
že existujú právě dve zobrazenia T množiny Q(z) na množinu
Q(w) také, že platí:

a) T(x + y) = T(x) + T(y) ,

b) T(xy) = T(x)T(y) pre íubovoíné x, у € Q(z),
c) existuje aspoň jedno číslo a £ Q tak, že T(a) ^ 0.

+ s *n - 02 * • • •

w kořeň

Školská teória čísel (zostavil M. Kaukič).

1. Je daná rovnica
2 2

ny = 1 ,(1) x

kde n je prirodzené číslo.
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a) Rovnice (1) Je riešiteíná v obore prirodzených čísel; do-
kážte.

b) Ak usporiadaná dvojice (xQ, yQ) prirodzených čísel vyho-
vuje rovnici (1) a neexistuje také prirodzené x < Xq, že pre nie-
ktoré prirodzené у Je (x, ý) riešením rovnice (1), potom všetky
riešenia v prirodzených číslach rovnice (1) se dajú určií zo vzíahu

V* = (xo + Уо1^)к* k = 1» 2* 3’
a to porovnáním "racionálněJ" a "iracionálněJ" časti oboch stráň po-

slednej rovnosti. Dokážte.2.Nech fq(x) =~,f1(x)=3x+l sú funkcie definované na
množině všetkých reálných čísel. Reíazcom čísla x
konečnú postupnosí

x + у .. • f

nazveme každú

= f, (f, (x)),
i2 ix

(f. (f, (x)
12 4

al = fi a2

ak = fik(fi
a0 = x, • • •»

) ,( • • •• • •

k-1

kde im € |o, lj pre m = 1, 2,
ik nie sú nikde za sebou dve Jedničky.

Ak sú čísla a0, a^ prirodzené, potom všetky čísla v reíazci
čísla x sú prirodzené. Dokážte.

k, pričom v postupnosti i^,•..,

i2’ . •.,3.Nech n Je prirodzené číslo. Binomické koeficienty (a),
к = 0, 1, 2, ..., n sú všetky nepáme právě vtedy, kečí n = 2m
kde m Je prirodzené číslo; dokážte.

- 1.4.Pokúste sa nájsí netriviálně postačujúce podmienky pre to,
aby v postupnosti prirodzených čísel £vn}n_i к íubovoínej usporia-
danej skupině dekadických cifier existoval člen vn taký, že Jeho
dekadický zápis začína zvolenou skupinou cifier.

5. Vo vrcholoch pravidelného šesíuholníka sú napísané celé
čísla a^, a2» a^, a^, a^, a^ také, že ich súčet sa rovná nule.
Prenosom nazveme odčítanie Jedničky od čísla stojaceho v niektorom
vrchole a jej pričítanie к číslu stojacemu v niektorom zo susedných
vrcholov. Aký minimálny počet prenosov třeba urobií, aby čísla vo

všetkých vrcholoch šesíuholníka boli rovné nule?
p

6. Existujú také prirodzené čísla x, y, aby x
2

boli druhými mocninami prirodzených čísel?

7. Všetky prirodzené čísla m, pre ktoré Je číslo mm + 1 de-
liteíné číslom 30, tvoria aritmetickú postupnosí; dokážte. Nájdite
túto postupnosí.

+ У aj
x + у
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8. Na každej z 20 kartičiek je napísaná právě jedna z cifier
od 0 do 9 tak, že každá z cifier sa vyskytuje právě na dvoch kartiČ-
kách.

Rozhodnite, či tieto kartičky možno usporiadaí do radu tak,
aby kartičky s nulami boli vedla seba, medzi kartičkami s jednotkou
bola právě jedna kartička, medzi kartičkami s dvojkou právě dve kar-
tičky, atčí., až medzi kartičkami s deviatkou bolo právě 9 kartičiek.

Postupnosti a rady (zostavil HNDr. J. Kubát):

1. Je daná postupnosí:
2

ax = 0, a2 « 1, (n + 2)(n + l)an+2 ” n an
Vyjadrite n-tý člen postupnosti.

2. Nech

= 0 .

КГ je aritmetická postupnosí s diferenciou d.n=l
Potom

a0ala2 + a^aga^ ak + anan+lan+2
an+k " a0al ak

ak-l an+k-l =• • • • • •• • •

a a ,nn+1 • • •

- a0a1a2 ak + ;• • •

(k + l)d
dokážte•

sú kořene rovnice3. Nech x^, x2>
x + x

xn• • •,

n-2 .n—1
+ x + 1 = 0 .+ x • • •

Vypočítejte hodnotu súčtu

4. Ak označíme S^Cn) = lk + 2k +
n . Sk(n) = Sk+1(n) + Sk(n - 1) +

1
+

xn
+ n

-1 •

, potom platí
+ Sk(2) + Sk(l); dokážte.

• • •

x2 - X3 "
• • •

• • •

5. Vypočítájte súčet:
a) Sn=l . x + 2 .b)Sn=l+4 .x+9 . x2 +
6. Postupnosí {u^

= b

x2 + 3 . + + n . xn;
2 n-1

• A •

je určená rekurentně takto:

• • •

+ n• • •

i=0

s U (U2 ,nv n-1u0 = 2» ui
Dokážte, že pre každé prirodzené číslo n platí:

2 2П ~ (-Dn

un+l

K] " 3

(Poznámka. Symbol [c] znamená celú časí čísla c.)
7. Pibonacciho postupnosí jl, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,

rekurentně definovaná takto: a^ = a2 = 1, an = an_^ + an_2«
- 70 -
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Ak uvažujeme o íubovoíných štyroch za sebou idúcich členoch
Fibonacciho postupnosti, pričom budeme považovaí súčin krajných čle-
nov a dvojnásobok súčinu středných členov za dlžky odvesien právo-
uhlého trojuholníka, potom bude dlžka jeho přepony jedným z členov
tejto postupnosti; dokážte.

8. Dokážte, že pre n-tý člen Pibonacciho postupnosti platí:

и
= X (n “ f - h .k=0 Kan

1977/78

Nerovnosti v algebře a geometrii (zostavil M. Kaukič, VŠD Žilina):
1. Ak abc > 0, potom

1.1.1 <
“ + r- + — =
abc

a8 8 8
+ b + c

;aW
dokážte.

pa2 + (1 - p)(b2 - pc2) >■ 0 , kde p2. Dokážte, že nerovnosí
je reálne číslo, a, b, c sú kladné reálne čísla, je správná právě
vtedy, ke5 súčasne platia nerovnosti

a + b - c > 0, a + c - b > 0,

3. Dané sú dve kružnice rovnakej dížky 1977. Na jednej z nich
je daných 1977 bodov a na druhéj niekoíko oblúkov, ktorých súčet
dlžok je menší než 1. Dokážte, že tieto kružnice možno tak "položií
na seba", že žiadny z daných bodov nebude ležaí na niektorom z da-
ných oblúkov.

b + c- a>0.

4. Ak m, n sú kladné racionálně čísla a x >0, potom platí
mxn + £ m + n .

xm
Dokážte.

< v 2 ?5. Dokážte, že pre у = a sin x + b sin x cos x + c cos x a

všetky reálne čísla x platí
a + c < .. < a + c . Vd
—j Г* - У " —— + — ’

kde D = b2 + (a - c)2.
6. Ak a, b, c sú dlžky stráň trojuholníka, x, y, z reálne
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čísla a platí ax + by + cz = O, potom ayz + bzx + cxy <0;
dokážte.

7. Daná je konečná postupnosí celých kladných čísel, ktorej
žiadny člen nie je menší než dané číslo M. Okrem toho každý člen
tejto postupnosti začínajúc třetím je rovný absolútnej hodnotě roz-
dielu dvcch predehádzajúcich členov. Aký najvačší počet členov m6že
maí taká postupnosí?

8, Čísla аг, a sú také, že 0 ^ a^ = ag = 2a^;
. Dokážte, že v súčte S =

n možno vždy vybraí znamienka tak, že

•••» a

-j = a ™ 2al n

2*
* a 3 Š 2a

±
a2 n

• • • t2’ n-1
® a^ — &2 ~
0 ^ S = a^*

a3 i • • •

Množina bodov v priestore (zostavil doc. J. Výšin, CSc.).1.V priestore sú dané dva útvary U^, U2 a priamka s. Ozna-
číme X^, X2 dva body týchto vlastností: X.^ € U-^A X2 e U2, X^ jí X2,
X.X2 II s.

Vyšetříte množinu všetkých stredov všetkých takých úseČiek
v týchto případoch:
a) Ux, U2
b) ux
c) U1, U22.V priestore je daný trojuholník ABC a útvar U. Vyšetříte

množinu všetkých stredov guíových ploch opísáných všetkým štvorste-
nom ABCX, kde X € U, a to v prípadoch:

a) U je priamka rSznobežná s rovinou ABC,
b) U je rovina rSznobežná s rovinou ABC a prechádzajúca

X1X2
sú dve mimobežky,

je priamka rúznobežná s rovinou U
sú dve ráznobežné roviny.

2»

bodom A.3.V priestore je daný útvar U, rovina p a trojuholník ABC.
Vyšetříte množinu všetkých vrcholov Z všetkých trojuholníkov

XYZ, kde X € U Л Y € p A XY || AB Л YZ ll ВС Л ZX l| CA , a to v prí-
padoch:

a) U je priamka roznobežná s rovinou p ,
b) U je rovina rSznobežná s rovinou p •

4a. V priestore sú dané dve rSzne roviny p , ® a bod A,
ktorý neleží v žiadnej z nibh. Vyšetříte množinu všetkých bodov
všetkých priamok, z ktorých každá prechádza bodom A a má rovnakú
odchýlku od roviny p i roviny 6 •

4b. V priestore sú dané dva rSzne body А, В a rovina
ktorá neobsahuje žiadny z nich. Vyšetříte množinu všetkých bodov X
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roviny p , pre ktoré majú priamky AX, BX rovnakú odchylku od ro-
viny p •

5. V priestore je daný bod A, priamka q a útvar U. Ďalej
je dané kladné číslo k. Vyšetrite množinu všetkých bodov X týchto
vlastností: X € q, podiel vzdialeností bodu X od útvaru U a od
bodu A je rovný к, a to v týchto prípadoch:

a) U je priamka mimobežná s

b) U je rovina roznobežná s

q,

q.

MÚ ČSAV Praha).Matematická analýza (zostavil KNDr. J. Jarník, CSc •»

1. Nech 0 < a < b sú reálne čísla, xQ = a, x^ = b, xQ =
+ x ), n = 2, 3, • • •n-2n-1

Nájdite číslo c také, že platí X2n > c > x
a dokážte, že platí:
Ak je d 4 c, potom existuje prirodzené číslo p také, že

, n= 1, 2,2n-l
• • •,

|xp - c\ < \d - c\ .
postupnosí ^xn} kladných čísel je rastúca a nie je

ohraničená. Označme s = —(x, + x~ +
n n 1 d

Dokážte, že postupnosí {sn} je tektiež rastúca a nie je
ohraničená: Zostane toto tvrdenie správné aj v případe, ke3 vynechá-

2. Nech

+ xn), n « 1, 2,• • • • • •

me předpoklad, že čísla xn sú kladné?
3. Nech aQ > 1, aR = jCa^ + ), n = 1, 2,

n-1
• • •

Postupnosí {an| je klesajúca a pře všetky prirodze-
né n platí an > 1. Ak je c > 1, potom existuje také prirodzené
číslo p, že platí
čísla n = p).

Vyšetrite tiež případ 0 < aQ = 1.

ían} klesajúca postupnosí nezáporných čísel.
+ 2na

Dokážte:

вр < c (a tedy an < c Pre všetky prirodzené

4. Nech

Označme s„ = a, + a0 +n 1 d
п = 11 21 ••• •

Dokážte, že postupnosí {sn} je ohraničená právě vtedy, ke3
je ohraničená postupnosí £tnj. Nájdite příklad, ktorý ukáže, že
tvrdenie vo všeobecnosti neplatí, ak vynecháme předpoklad, že po-

stupnosí {an} je klesajúca.

+ an’ tn = 2a2 + 4a4 +• • • • • • 2n »

5. Určte všetky funkcie _f, g definované pre všetky reálne
čísla x a vyhovujúce pre všetky reálne čísla x, у rovnosti

f(x - y) = f(x) g(y) + f(y) g(x) .
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6. Nech n je prirodzené číslo, a, b reálne čísla. Určte
všetky funkcie f definované pře všetky reálne čísla x a'vyhovuju-
ce pre všetky reálne čísla x rovnici

af(xn) + f(-xn) = bx .

7. Nech f je zobrazenie eukleidovského priestoru do seba.
Dokážte: Ak je f izometria, ktorá nemá pevný bod, potom ani

zložené zobrazenie f o f /tj. zobrazenie g, ktoré priraSuje každé-
mu bodu A bod g(A) = f(f(A))/, nemá pevný bod.

Poznámka: Zobrazenie P eukleidovského priestoru do seba sa

volá izometriou, ak zachovává vzdialenosí bodov, tj. ak А, В sú
íubovoíné dva body priestoru, je vzdialenosí bodov F(a), F(b) rovná
vzdialenosti bodov A, B.

Nech F je zobrazenie množiny № do množiny ftf. Prvok x 6 ií
sa nazýva pevným bodom zobrazenia F, ak platí F(x) = x.

8. Nech l/I je neprázdná množina funkcií f tvaru f(x) =
= ax + b, a ^ 0, ktorá má tieto vlastnosti:

a/ Ak f €. M, g€ li, potom g o f é I kde h = g o f je funk-
cia definovaná vzíahom h(x) = g(f(x)) .

b/ Ak f€ M, potom f^e M, kde f_^ je funkcia definovaná
vzíahom f_^(x) = у, kde x = f(y).

с/ Ak f€ (И, potom existuje pevný bod zobrazenia f, tj. reál-
ne číslo x^ také, že platí

Dokážte, že existuje také reálne číslo t, že platí f (t) = t
pre všetky funkcie f € BH.

Udajte příklady množiny ft/L obsahujúcej: a/ konečne mnoho,
b/ nekonečne mnoho prvkov.

= x
f •

MÚ ČSAV Praha)Kombinatorika (zostavil RNDr. F. Zítek, CSc

0 konečnej postupnosti celých čísel tvaru

• 9

(i) Cq — 0, ^1 * c2*
budeme hovorií, že má dížku n a končí číslom c.

С = c
n

• • • J

Hovoříme, že postupnosí (l) je málo rastúca, ak pre j = 1, 2,
n platí 0 ^ 1* Postupnosí Cl) nazveme alternativ-°j " °j-l.. •,

n platí jej - c^_-jJ = 1. Ktoré postup-
nosti sú zároveň málo rastúce aj alternativně?

1. 0dvo3te vzorec pre počet Рп(у) /n prirodzené, у celé/
všetkých razných altematívnych postupností dížky n

nou, ak pre j = 1, • • • »

končiacich čís-
lom y. Vyšetříte vlastnosti funkcií pn, n = 1, 2, 3, ...
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arn(y) všetkých razných málo2. OdvoSte vzorec pre počet
rastúcich postupností dížky n končiacich číslom y. Vyšetrite
vlastnosti funkcií n = 1, 2, 3, ...Xn’

3. OdvoSte vzorec pre počet РП(У> b) všetkých rSznych alter-
natívnych postupností dížky n končiacich číslom у a takých, že

= b /b celé/.pře všetky j = 0, 1, 2, n je

4. Odvocíte vzorec pre počet ЗГп(у, k) všetkých r6znych málo
rastúcich postupností dížky n končiacich Číslom у a takých, že
pre všetky j = 0, 1, 2,

°3• • • t

= kj /к ^ 0 reálne/.n platí °3• • • f

5. OdvoSte vzorec pre počet Л'^у, к) všetkých rSznych málo
rastúcich postupností dížky n končiacich číslom у a takých, že
pre všetky j = 1, 2, 3, n platí с^ < kj /к > 0 reálne/.

6. Odvocíte vzorec pre počet РП(У* а» b) všetkých r6znych al-
ternatívnych postupností dížky n končiacich číslom у a takých,

n platí a = c^ =г b /a, b celé/.

• • • >

že pře všetky j = 0, 1, 2, •.., d
7. Odvolte vzorec pre počet Р^(у» všetkých rSznych alter-

natívnych postupností dížky n končiacich číslom у a takých, že
pre všetky 3 = 0, 1, 2, n platí c^ = kj /к > 0 reálne/.• • • f

3

8. Pri pokladní kina s jednotným vstupným 5 Kčs stojí N záu-
jemcov, z ktorých p platí paíkorunou, ostatných d = N - p desaí-
korunou.

Koíkými roznymi spSsobmi možno usporiadaí frontu N kupujú-
cich tak, aby pokladník, ktorý na začiatku předaja nemá v pokladní
žiadne peniaze, mohol každému kupujúcemi s deeaíkorunou ihneS vydaí
naspaí?

Ako sa tento počet změní, ak pokladník má na začiatku v poklad-
ni к paíkorún? /Předpokládáme samozřejmé, že nikto nekupuje viac
než jeden lístok./

Školská teória čísel (zostavil dr. S. Sakáloš,MFF UKBratislava) :

1. Napište za sebou všetky čísla od 100 do 999. Vznikne tak
dekadický zápis nějakého čísla N.

a/ Dokážte, že N nie je štvorcom žiadneho prirodzeného čísla,
b/ Dokážte, že N nie je prvočíslo.
с/ Určte najvačšieho spoločného deliteía čísel N a 27000.
d/ Určte najvačšieho spoločného deliteía čísel N a

27 027 000.

e/ Dokážte, že N nie je /vyššou než prvou/ mocninou žiadneho
prirodzeného čísla.
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2.Nájdite najvačšie prirodzené číslo x také#že

44Xх 44xx < 44 .

3. Akým najvačším číslom možno krátií zlomok

73000 ^30001 ~ ?
53000

4. Dokážte, že existuje З.Ю9
lých prirodzených čísel menších než ^qIO^®

za sebou nasledujúcich zlože-

5. Dokážte, že číslo
4000 10001001 + 4.1000

je zložené.

6. Dokážte, že kvadratická rovnica
o8 p8° jT + 10

má dva reálne rózne kořene, ktoré sú iracionálně.

7. a/ Dokážte, že exponent čísla 2 v rozklade čísla n! na
súčin prvočísel je n - k, kde к je počet jednotiek v dvojkovom
zápise čísla n.

b/ Dokážte, že exponent prvočísla p v rozklade čísla n! na

súčin prvočísel je ^ , kde к je ciferný súčet v p-adickom
zápise čísla n.

99
x +

1010
= 0

1978/79
1. Nerovnosti

1.1 Dokážte, že pre kladné čísla a, b, c platí

a^+ b9+ c9+ 3abc = ab(a + b) + bc(b + c) + ac(a + c).
ы • A * T sú uhly ostrouhlého trojuholníka. Ak

cd < /3 < potom sin 2oC > sin 2 fí > sin 2 ^ ; dokážte!
1.2 Nech

1.3 Súčet druhých mocnin piatich reálných čísel a,,

aj) , pre
a2» »

a4* a^ je 1. Dokážte, že najmenšia z hodnot (a^ -
i, j = 1, 2, 3, 4, 5, i 4 j nie je vačšia ako

1.4 Nájdite celú časí čísla

- 76 -



1 11 1
у = 1 +

f2 + |fj + У4
+• • •

/1 000 000

1.5 Na jednotkovej kružnici^ v prvom kvadrante, sú dané také
AUk = Xk, A s (l, O), že Xl<X2<oblúky AM^ = Xp AMg = X2,

< X^. Dokážte, že
• • •»

< ...

- sin (Xx - X2) - sin (X2 - X3) -sin 2X^ + sin 2X2 +
- sin (X

... + sin + Xk) .

1.6 Dokážte, že pre íubovoíné kladné čísla a^, a2,

+ sin 2X• • • k-1
- \) < ~ + sin (Xx + X2) + sin (X2 + X3) + • • •• • • k-1

an• • • f

platí

an-la2 an-2 anal 4 n/ TГ+ ai
+

an-l

1.7 Nech Xq = 5, xn+^ = xn

3 + a3
+ • • •

%

+ 4-

? *+ a ■i"a2 + a + a4 + an

, n = 0, 1,2, • Potom• • •

xn
dokážte.45 < x < 45,1 ;1000

2. Geometrické nerovnosti2.1Je dán pravidelný^ 25-úhelník A^A2...A23 se středem 0.
Z vektorů Ц, 0^2, ..., OA23 jich vyberte několik tak, aby veli-
kost součtu vybraných vektorů byla co největší. Určete tuto maximální
velikost.

2.2 V konvexním n-úhelníku jsou sestrojeny všechny úhlopříčky
a dělí ho tak na mnohoúhelníčky.Určete maximální možný počet stran
mnohoúhelníčku.

2.3 Obdélníkové pole o rozměrech 300 x 400 je rozděleno pě-
šinami na čtverce 100 x 100, po obvodu pole vedou také pěšiny. Po
pěšině jde chodec rychlostí v, přes pole rychlostí u. PoraJte chod-
ci, jak se dostane z jednoho rohu pole do opačného rohu nejrychleji
a určete, za jak dlouho.

2.4 Je dáno n jednotkových úseček v rovině tak, že mají spo-

léčný bod a jejich koncové body jsou vrcholy 2n-úhelníka. Dokažte,
že alespoň jedna jeho strana není menší než strana pravidelného 2n-
-úhelníka vepsaného do kružnice o průměru 1.

2.5 Do daného trojúhelníka vepište trojúhelník s co nejmenším
obvodem, (uvnitř každé strany daného trojúhelníka leží jediný vrchol
vepsaného trojúhelníka.)

2.6 Mezi všemi trojúhelníky vepsanými do dané kružnice najděte
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ten, který má největší součet čtverci stran.

2.7 Poloměr kružnice opsané trojúhelníku označme R, vepsané
r. Dokažte, že R £ 2r. Pro které trojúhelníky platí rovnost? Dokaž-
te, že pro každá dvě čísla R £ 2r existuje příslušný trojúhelník.

3. Mnohočleny

3.1 Součin dvou mnohočlenů s celými koeficienty má všechny
koeficienty dělitelné pěti. Dokažte, že alespoň jeden z mnohočlenů
má všechny koeficienty dělitelné pěti.

3.2 Je dáno číslo a / O a nenulový mnohočlen P(x). Dokažte,
že mnohočlen (x - a)n P(x) má alespoň n + 1 nenulových koeficien-
tů. 3.3Je dán mnohočlen 7. stupně s komplexními koeficienty. Le-
ží-li v rovině komplexních čísel všechny jeho kořeny uvnitř /ne na

hranici/ úhlu velikosti 60° s vrcholem v počátku, jsou všechny jeho
koeficienty nenulové. Dokažte.

3.4 Najděte nejmenší reálné číslo a, které má následující
vlastnost: Pro každý mnohočlen f(x) druhého stupně, pro který
|f(x)| = 1 pro všechna 0 = x = 1, platí f*4o) = a.

3.5 Napište mnohočlen x^
o

+ x + 1 jako rozdíl
čtverců dvou mnohočlenů různého stupně s reálnými koeficienty.

3.6 Bucf r přirozené číslo. Dokažte, že trojčlen x2
není dělitelem žádného nenulového mnohočlenu s celými koeficienty
v absolutní hodnotě menšími než r.

3
+ X' + X

- rx - 1

3.7 Mají-li dva mnohočleny 3. stupně s celými koeficienty spo-

léčný iracionální kořen, pak mají ještě další společný kořen. Dokaž-
te.

4. Kombinatorika

4.1 Dřevěnou krychli natřeli na červeno a pak ji rozřezali na
O

rr stejně velkých krychliček. Kolika způsoby je možno z krychliček
složit červenou krychli původních rozměrů?

4.2 Je dáno prvočíslo p > 2 a přirozené číslo n. Kolika
způsoby lze obarvit vrcholy pravidelného p-úhelníka pomocí n barev?
Způsoby, při nichž se po otočení p-úhelníka barvy shodují, nepoklá-
dejte za různé.

4.3 Uvažujme všechna slova složená z n písmen X a n pís-
men Y. Diferencí slova budeme rozumět číslo, které udává, kolikrát
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v něm jsou vedle sebe různé písmena. Dokažte, že pro každé
ke £l, 2, n-1^ je počet slov s diferencí n - к roven počtu
slov s diferencí n + k.4.4Je dáno přirozené číslo n > 2. Uvažujme všechna slova
složená z n písmen X a n písmen Y. Slovům, která lze rozdělit
na dvě slova, z nichž každé obsahuje stejně X i Yj budeme říkat
slova 1. druhu. Slovům, která lze takto rozdělit jediným způsobem,
budeme říkat slova 2. druhu. Dokažte, že slov 2. druhu je dvakrát
tolik jako slov 1. druhu.4.5Je dáno přirozené číslo n > 2 a množina M, jejíž prvky
jsou slova složená z písmen X a Y, přičemž každé slovo má právě
n písmen a jakákoliv dvě různá slova se liší alespoň na třech mí-
stech. Dokažte nerovnost

2nI M I ^ n + 1 *4.6Dokažte, že pro každé přirozené číslo n platí

• I J •
24n-24.7Řekneme, že systém fP podmnožin nějaké množiny je dokoná-

lý, jestliže pro žádné dvě podmnožiny A € íř , В 6 5^ neplatí
А С B. Jaký je největší možný počet podmnožin tvořících dokonalý sy-
stém podmnožin n-prvkové množiny?

5. Geometrie5.1V prostoru jsou dány dva různé body A, B. Najděte množi-
nu všech bodů X, pro které se |Xa| 2 - Jxb}2 rovná danému kladnému
číslu k.

5.2 V prostoru je dána rovina p a body А, В v opačných po-
loprostorech určených rovinou p • Najděte v rovině p všechny body
X, pro které je [iXAl - JXB|j maximální.

5.3 V prostoru je dán klín К /průnik dvou poloprostorů,
jejichž hraniční roviny nejsou rovnoběžné/ a uvnitř něho polopřímka
p, jejíž počátek náleží hraně klínu K. Najděte rovinu p , která
prochází polopřímkou p tak, že p je osou úhlu p П K.

5.4 Bod X se pohybuje po přímce p konstantní rychlostí
danou vektorem u , bod Y se pohybuje po přímce q konstantní ry-
chlostí danou vektorem v . Přímky p a q jsou mimoběžné a v jed-
nom okamžiku je X v bodě A, Y v bodě B. Najděte polohu bodů X,
Y, při které je vzdálenost (xy| minimální.
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5.5 V trojbokém jehlanu ABCV je /AV) = )BV\ a hrana AC
je kolmá ke stěně ABV, |CV| = p. Koule o poloměru r se dotýká stě-
ny ABV v jejím těžišti, hrany CV a základny ABC. Vypočtěte objem
jehlanu pomocí veličin p, r.

5.6 V rovině je dán trojúhelník ABC a bod P. Paty kolmic
vedených bodem P к stranám trojúhelníka ABC označíme K, L, M.
Udejte nutnou a postačující podmínku pro to, aby

a/ body K, L, M, P ležely na kružnici,
Ъ/ body K, L, M ležely na přímce.

5.7 V rovině je dán trojúhelník ABC. Kružnice кд prochází
bodem A a dotýká se strany BC v bodě B, kružnice kg prochází
bodem В a dotýká se strany CA v bodě C a kružnice k^ prochází
bodem C a dotýká se strany AB v bodě A. Dokažte, že se kružnice

kA* kB
4 QBC, 4 QCA?

5.8 V prostoru jsou dány přímky p, q a rovina p , dále je
dána délka d > 0. Sestrojte úsečku délky d rovnoběžnou s rovinou

p , jejíž jeden krajní bod náleží p a druhý q .

kp protínají v jednom bodě Q. Co platí o úhlech 4 QAB,

1979/80

1. Velká čísla

1.1 Najděte největší přirozené číslo x takové, že

(xl) ! < 101C)10
a nejmenší přirozené číslo у takové, že y! je násobkem čísla

101010

1.2 Dokažte, že kvadratická rovnice

2 1010 9^
. x + 10iU . x + 9У

má dva různé reálné iracionální kořeny.

1.3» Napíšeme-li za sebou všechna čísla od 100 do 999, vznikne
dekadický zápis jistého čísla N. Dokažte, že N není prvočíslem ani
mocninou /s přirozeným exponentem větším než 1/ žádného přirozeného
čísla.

8
8

8 = 0
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1.4 Dokažte, že existuje mocnina dvou /s přirozeným exponen-

tem/, jejíž dekadický zápis začíná číslicemi
197919801981 .

1.5 Najděte poslední dvě nenulové číslice čísla 1000 ! •

1.6 Dokažte, že při žádné volbě znamének není číslo

± 595959 í 606°6°+13-1 Í22-2 ±333 i
druhou, třetí, čtvrtou, pátou ani šestou mocninou žádného celého
čísla.

• • •

10
1.7 Dokažte, že mezi přirozenými čísly menšími než 1010

po sobě následujících složených čísel.existuje 10

2. Goniometrie

2.1 Najděte všechna reálná x, pro která platí

26 sin^x^ + 12 cos 2x + 5 sin 2x = 13 •

2.2 Najděte všechny trojúhelníky, pro jejichž vnitřní úhly
А, В, C platí

= 3cos A + cos В + cos C 2 *

2.3 Najděte všechna reálná a, pro něž je funkce
= cos ax + cos xf(x)

periodická.

2.4 Jsou dána lichá přirozená čísla m, n. Najděte všechna
reálná x, pro která platí

sin11 x +
1

= cos11 x + ——
. m *

sm x
m

COS X

2.5 Bez pomoci tabulek, počítačky a logaritmického pravítka
vypočtěte

sin 47° + sin 61° - sin 11° - sin 25° - sin 83° .2.6Vyšetřete průběh funkce

f(x) = arcsin x + 3 arccos x + arcsin (2x ]fl - x2 )
v intervalu (- ^) .

2.7 Najděte všechna reálná x, pro něž platí

sin x + loglog cos x = 2 .sin xcos x
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3. Obsahy

3.1 V rovině je dáno několik pásů, žádné dva nejsou rovnoběž-
né. Posuňte pásy tak, aby zachovaly své směiy a obsah jejich průniku
byl do největší. /Pásem rozumíme část roviny mezi dvěma rovnoběžkami.
Dané pásy nemusejí mít stejnou šířku./

3.2 Dva shodné obdélníky jsou v rovině umístěny tak, že jejich
obvody mají 8 společných bodů. Dokažte, že obsah jejich průniku je
větší než polovina obsahu každého z nifeh.

3.3 Dokažte, že každý trojúhelníkový řez čtyřstěnu má obsah
menší než některá stěna.

3.4 Jakou polohu má krychle, vrhá-li na rovinu kolmou ke smě-
ru světla stín s největším možným obsahem?

3.5 Je dán trojúhelník.
a/ Umístěte do něho středově souměrný mnohoúhelník s co největším

obsahem.

b/ Umístěte ho do konvexního středově souměrného mnohoúhelníku s co

nejmenším obsahem.
V obou případech extrémní obsahy vyjádřete pomocí obsahu daného
trojúhelníka.

3.6 V jednotkovém čtverci je obsažen útvar U /ne nutně sou-

vislý/. Pokud v U neexistují dva body vzdálené 0,001, je obsah U
menší než 0,3» Dokažte.

3.7 V jednotkovém čtverci je 102 bodů, žádné tři neleží
v přímce. Dokažte, že jisté tři z nich jsou vrcholy trojúhelníka
s obsahem nejvýše 0,005 •

4. Obdélníková schémata

n2 jsou zapsána ve čtvercové tabulce,
n a sloupce také.

4.1 Čísla 1, 2,
jejíž řádky jsou očíslovány indexy 1, 2,
Číslo 1 je na libovolném místě; číslo 2 je v řádku, který má
stejný index jako sloupec, obsahující číslo 1; Číslo 3 je v řád-
ku, který má stejný index jako sloupec obsahující číslo 2 atd. Ur-
čete rozdíl součtu čísel v řádku obsahujícím číslo 1 a součtu čí-
sel ve sloupci obsahujícím číslo n .

•. •,

•. •,

4.2 V obdélníkové tabulce jsou zapsána reálná čísla. Je dovo-
léno současně změnit znaménka všech čísel v řádku nebo ve sloupci.
Je možno každou tabulku převést postupným prováděním těchto změn na
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tabulku obsahující samá nezáporná čísla?

4.3 Do čtvercové tabulky 8x8 je zapsáno 64 nezáporných čí-
sel, jejichž součet je 1956. Součet všech 16 čísel ležících na úhlo-
příčkách je 112. Čísla umístěná souměrně podle některé úhlopříčky
jsou si rovna. Dokažte, že součet čísel je v každém řádku i v každém
sloupci menší než 518.

2
n x n je zapsáno n čísel x

JrH
4.4 Ve čtvercové tabulce

/tak značíme číslo v

je-li xi;. + x
6 {l, 2,

= t . - t •

1 3

p-tém řádku a q-tém sloupci/. Dokažte, že
a 0 pro libovolné tři indexy i, j, к £jk + xki

..., n}, existují čísla t,, t2,
pro všechny i, j € [l, 2,

tak, že x^ =*n* • . ,

n} .• • • 9

2
4.5 Ve čtvercové tabulce n x n je zapsáno n čísel. Vyne-

cháme-li jakoukoliv podmnožinu řádků, která neobsahuje všechny řádky
/včetně prázdné/, bude ve zbylé tabulce vždy nějaký sloupec obsahovat
jedinou nulu. Dokažte, že aí pak vynecháme jakoukoliv podmnožinu
sloupců, která neobsahuje všechny sloupce, bude ve zbylé tabulce vždy
nějaký řádek obsahovat jedinou nulu.

4.6 Ve čtvercové tabulce 8x8 je zapsáno 64 nenulových čí-
sel. Jediné z nich je záporné a není umístěno v rohu. Je dovoleno
změnit znaménka všech čísel nějakého řádku nebo sloupce nebo řady
rovnoběžné s úhlopříčkou /sem patří i změna znaménka rohového čísla/.
Dokažte, že postupným prováděním těchto změn nemůžeme nikdy dostat
tabulku obsahující samá kladná čísla.

4.7 Ve čtvercové tabulce 8x8 je zapsáno 64 čísel. Je dovo-
léno změnit znaménka všech čísel v libovolné její souvislé části
3x3 nebo 4 x 4. Je možno každou takovou tabulku převést postup-
ným prováděním těchto změn na tabulku obsahující samá nezáporná
čísla?

5. Posloupnosti

5.1 Dokažte, že pro každou posloupnost {an|, jejíž členy
jsou navzájem různá přirozená čísla, která nemají ve svém dekadickém
zápise číslici 0, platí:
Pro každé přirozené číslo к je

4- + -i- +

ak-l

posloupnost reálných čísel {an}» Dokažte, že ke
každému přirozenému číslu m existuje přirozené číslo к tak, že

< 29 .• • •

a2al ak

5.2 Je dána
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к m

IZ а. - 51 а. ='ÍTi 1 i=k+i tail •шах

Imisím

5.3 Je dána posloupnost reálných čísel £anJ, která má tuto
vlastnost: Existuje přirozené číslo m takové, že

= 0ax + a2 +
a pro každé přirozené číslo к je

am+k

+
m

• • •

= aк *

Dokažte, že existuje přirozené číslo p tak, že pro každé celé ne-

záporné Číslo к platí
+ a = 0 .+ Vk

5.4 Uvažujme čtyři posloupnosti reálných čísel £ar^» [b^,
{cnl, {dQ} takové, že pro každé přirozené číslo n je

n + bn 9

bn+l ■ bn + °n *

ap p+1 + • • •

C, , ss c + d„ ,n+1 n n ’
= aan+l

dn+l e dn + an *

Dokažte, že pokud existují přirozená čísla k, m tak, že

bk+m ~ bm * dk+m = dm *ak+m s am * ck+m = cm *
pak je

a2 = b2 = c2 = d2 = 0 .

5.5 Pro posloupnost reálných čísel £an} platí, že pro každé
přirozené číslo n je

= 2aan + an+2 n+1 *

Dokažte, že pak pro každé přirozené číslo n je
* + a2n+l > a2 + a4 +al + a3 + + a2n• • • • •

n+1

5.6 Jsou dána přirozená čísla a^, a2. Pro přirozená čísla
n > 2 položme an = |an__2 ** an_]J * Tak ^8me definovali posloupnost
nezáporných celých čísel {a^• Je-li největší člen této posloupnosti
1980, jaký je největší možný index prvního nulového členu?

n

5.7 Je dána posloupnost číslic [an} neobsahující číslici 9.
Ta určuje posloupnost £bn^, jejíž členy mají dekadické zápisy

bl = (al) »

Dokažte, že posloupnost £bn^ obsahuje nekonečně mnoho složených
čísel.

b2 = (a^ag) , b3 = (аха2аз) atd.
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