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Korespondendni semind® GV MO

Antonin Vrba

UZ pfed mnoha lety vznikl v Praze a pozdéji v Bratislavé semi-
nd¥ pro mimoF4dné Uspésné Feditele z tdchto wést, kteri vysoko vyni-
kali nad priwdr a b&Zné olympijské dlohy pro né& byly prilis snadné.
Na téchto semind¥ich se pod vedenim pracovniki vysokych Skol a védec-
kych Ustavi FeSi Ulohy z elementdrni matematiky vysokého stupné ob-
tiZnosti a pracuje v nich kaZdy rok 10 - 15 udastniki. Bezprostfednim
wotivem pro jejich vznik byla snaha po kvalitni pFfipravé na wezind-
rodn{ matematickou olympiddu.

Mimo¥ddni talenti ovSem Ziji nejen v metropolich - byvaji vsak
handicapovdni tim, Ze éasto nemaji kontakt s jinymi kolegy této Urov-
né a chybéji jim podndty k daldimmu rozvoji. Proto byl ve Skolnim roce
1974/75 zaloZen tzv. korespondenéni semind?¥ urdeny - Feknéme - mimo-
Pddnym venkovskym talentiim. Zprvu byl organizovédn tak, Ze vidy urdity
pracovnik pripravil sérii obtiZnych dloh, rozeslal ji Ucastnikim a
doB14 PeSeni pak zhodnotil. Uasem se vdak ukdzalo, Ze pro pracovnika,
ktery urdité téma pF¥ipravil, bylo nelinosné pelivé prohlédnout néko-
lik set FeSeni jednotlivych dloh celé série, takie zpétnd vazba ndkdy
fungovala s velkym zpoZdénim a nedostatednd. Od Skolniho roku 1978/79
byl proto systém zreorganizovdn. Recenzovdnim YeSeni se pravidelné
zabyvd tym sloZeny pPevdiné z mladych pracovniki a aspiranti MO &sav,
wezi nimi i byvali vynikajici olympionici. KaZdy si vidy vezme na
starost jednu dlohu, doSlé FedSeni doprovodi svymi pozndmkami a pPri-
pravi koncept textu, v némZ je dloha vyTeSena a ze vsech stran po-
drobné komentovdna. GZastnik dostane bdhem mésice zpét svd opravend
TeSeni spolu s rozmnoZenym komentdrem.

V soucasné dobé je k udasti v korespondenénim semindfi zvano
kazdy rok 40 - 50 studentl, GCastni se pak asi polovina; sérii byva
béhem Skolniho roku pét zpravidla po sedmi dlohdch. Je potéSitelné
sledovat vzrist kvality YeSeni mnohych ddastnikd béhem pribéhu semi-
ndfe, zejména pokud jde o formulovdni mySlenek. Jak ddastnici, tak
pracovnici MO vesmés hodnoti koresponden&ni semind# OV MO vysoce
kladné. PPipomenme jedté, Ze korespondenéni semindie standardni ob-
tiZnosti s ponékud jinywmi cili po¥adaji i nékteré KV MO. Zejuména ko=
respondenéni semind?¥ ve Vychodoslovenském kraji je velmi uspésny. Je
mu vénovédn samostatny piispévek M. Gavalce.
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Uvddime znéni vSech uloh prvnich Sesti rodnikd korespondendni-
ho semind¥e UV MO, Zv145t8 upozornujeme na dlohu 3.7 ro¥niku 1979/80.
Tu se nepoda¥ilo vyresit Zddnému \ddastniku a v publikaci, odkud byla
pfevzata, je, jak se ukdzalo, vy¥eSena chybné. Ani v okruhu vedeni
semindPe nenaSla FeSitele, pdtrdni v literatufe bylo také bezvysled=-
né, Predstavuje tedy otevieny problém, a to velmi zajimavy. Zv145té
cennym materidlem pro prédci matematickych krouzkd jsou t¥i série
dloh z kombinatoriky ro&niku 1976/77. Ulohy jsou komponovény tak, Ze
druhd série jsou vlastné ndvody k dlohdm prvni série urdené Fesitelim
kteFi neuspdli, t¥eti série pak napovidd jedté vice.

1974/75

8iselnd tedria (zostavil doc. dr. J. Moravéik, CSc.).

1. UrSte posledné dve cifry &isla .7 7
' 7
7 -7
2. VySetrite, pre ktoré cifry a (0 Sas 9, celé &islo) moZno

ne jaké &islo n(n + 1)

2
(n prir. &islo) zapisal v desiatkovej stistave len ciframi a.

> 10

3. Ndjdite vSetky prirodzené &isla x, pre ktoré plati

(2] (2] # eoe +[A/2 - 1] = 400 .
4, Dokdzte, Ze pre kaZdé prvodislo p je &islo

11 ece 122 eee 2 eoe eoe see - 12 6 8
33 3 99 9 3456789

Y p P P
delitelné &islom p.

5. Nech a, b, my n sd prirodzené &isla, d(a, b) = 1, a > 1.

Dokdzte, ze ak a” + b® je delitefné dislom a® + b®, potom m Je
delitelné &islom n.

6. Nech a, b sl prirodzené &isla, pre ktoré plati: O Sb<a.
Nech Jalej z, = an + by, n=0, 1, 2, se., je dand postupnosf priro=-
dzenych &isel takd, Ze pre nejaké m je d(zm, a) = d. Presveddte
sa, ¢i potom pre vSetky n plati d(zn, a) = d.

T« Nech P(x) je mnoho8len s celodiselnymi koeficientami. Do-
kéZte, Ze ak §islo d je delitefom kaZdého z Sisel & = 3% 4 p(n),
ns=0,1l, 2, ey potom d je mocnina &isla 2 8 celofiselnym ex-
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ponentom. s
v n k n -1
8. Dokéite, %e sudet E(Zk L, 973k, & = [T] , de
pre ka%dé prirodzené n delitelny &islom 2071,
n
9, Dokédite, Ze &islo :Z;(gﬁ I %) 23K nie je pre Ziadne pri-
k=

rodzené &islo n deliteIné &islom 5.

10. Nech x, = (p + Yy - [(p + Ya)n] pre n = 1, 2, cee o
DokéZte, Ze ak p, q 84 prirodzené Eisla vyhovujice nerovnosti

p-1 <~VE'< P , potom 1lim X, = 1.
n »oco

Poznémka: Symbol [a] v dlohdch 3, 8 a 10 znamend celd Sasf
&igla a, tj. celé &islo c také, Ze c Sa<c+ 1.

Stereometria (zostavili prof. dr. M. Fiedler, DrSc. a J. Zemének).

l. Ak je odchylka kaZdych dvoch stien Stvorstena ostry uhol,
potom vSetky steny Stvorstena si ostrouhlé trojuholniky. DokdZte.

2. Dokdite, Ze zo Siestich vnitornych uhlov, které zvieraji
steny 3tvorstena, sd vidy aspon tri ostré.

3. Body Al’ Ayy eees Ay si v8etky vrcholy konvexného mnoho-
stena, d = mex AiAJ (i, J =1, 2, ees, n). DokdZte, Ze vzdialenos®
kaZdych dvoch bodov tohto telesa je menSia alebo rovnd d.

4, V priestore je dany bod P & mnoZina bodov M takd, Ze
jej prienik s kaZdou rovinou prechddzajicou bodom P je kruh. Do-
kéite, e M je gufa.

5 V priestore je dand koneénd mnoZina bodov takd, Ze kaZdéd
priamka prechddzajica dvoma jej bodmi obsahuje eSte aspon jeden
dal3i bod tejto mnoZiny. DokdZite, Ze vSetky body danej mnoZiny leZia
v Jjedne] priamke.

6. Nech M je mnoZina bodov v priestore takéd, Ze ku kaZdému
bodu priestoru moZno v mnofine M ndjs prdve jeden najvzdialenejSi
bod. DokdZte, Ze mnoZina M Jje jednobodovd.

Rovnice a sistavy rovnic (zostavil dr. J. Hojdar).

1. RieSte rovnicu a(x2 - a2) = b(x2 - ba), kde a, b sl
dané redlne Sisla. M4 tdto rovnica vZdy redlne riefenie?

2. Uréte vSetky redlne rieSenia sistavy rovnic x = ly + 1\ =
=1, x2 +y = 10,
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3. RiedSte sdstavu rovnic cos x + =5 =98y,

sin x + ET%'E = % cotg y ,

kde x, y 8U nezndme.
4. V rovnici (m + 2)212 - 2(m3 - 4)x +n =0 8 nezndmou X
si m, n redlne disla.
a) Urdte vBetky &isla m, n, pre ktoré md dand rovnica jediny
koren. '
b) Stanovte vietky éisla w, n, pre ktoré si korene danej rov=-
nice navzdjom prevrdtené &isla.

5. Urte vSetky redlne &isla p, pre ktoré rovnica

z° - 2(p + 4)x + p2 + 6p=0
8 nezndmou X W4:
a) oba korene rozne a zdéporné;
b) jeden koren zéporny, druhy nezdporny.

6. Riedte sistavu rovnic

X +y +2z =a,

x2 + y2 + 22 = ba,

Xy = z2,
kde a, b s4d dané &isla.
Udajte podmienky, ktorym musia vyhovoval &isla a, b, aby &is-
la X, ¥, 2 vyhovujice danej sistave boli kladné a navzdjom rdzne.

7. Je dand rovnica x° + 2px + 2p2 -1 =0 s nezndmou x, kde

p Je redlne &islo. Ndjdite vSetky &isla p, pre ktoré md dand rovni-
ca redlne korene, z ktorych Ziadny nemd absolitnu hodnotu va&siu neZ
jedna,

Kombinatorika a kombinatorickd geometria (zostavil dr. M. Koman,
CSce)e
l. (dloha o deviatkdch) Urdte nutni a postadujicu podmienku
pre to, aby k danému prirodzenému &islu existoval nédsobok, ktory moZ-
no v desiatkovej sistave napisaf len pomocou deviatok, tj. md tvar
999 ..o 99.

2. (dloha o prirodzenych &islach) Zistite, &i je wedzi fubo-
voInymi za sebou nasledujicimi desiatimi prirodzenymi &islami vZdy
aspon jedno nestdelitelné so zostévajlicimi Eislami.

3. (dloha o letiskdch) Na kaZdom z 12 letisk Startuje lietadlo
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a odlietava na najblizZSie susedné letisko. Vzdialenosti medzi letis-
kami sd navzdjom rfzne Sisla. Uréte maximdlny podet lietadiel, ktoré
wmozu prist4¥ na jednom letisku.

4. (dloha o lodiach) Na volnom mori pldvaji rozptylene tri
lode Ll’ Ly, L3, ktoré maji rovnakd maximdlnu rychlos¥. Na admird-
lov rozkaz sa maji o najskér stretnil na jednom mieste. Urdte naj-
vyhodnej8iu polohu miesta stretnutia S.

Pozndmka: Pokiste sa \lohu riedif tieZ pre pripad va&dieho
poétu lodi alebo pre pripad rdznych waximdlnych rychlosti.

5. (dloha o dervenej ceste) Stvorec € je rozdeleny na 4n2
zhodnych 3tvorcovych poli, ktoré sui biele a &ierne, pridom kaZdé dve
polia siimerne poloZené podfa stredu S #tvorca € st rdéznej farby.
Strany poli zafarbime Servene préve vtedy, ked patria rézne zafarbe-
nym poliam. DokdZte, Ze existuje Cervend cesta spdjajlica niektoré
dva body leziace ne protifahljch strandch Stvorca C.

6. (1. tiloha o Sachovnici) VSetky polia fubovolnej Bachovnice
n x n sd odislované nezdpornymi redlnywi &islami tak, Ze &islo fu-
bovolného pofa sa rovnd aritmetickému priemeru disel napisanych na
vSetkych susednych poliach. Charakterizujte vSetky pripustné odislo-
vania. (Pojem susedného pola moZno chépa¥ dvoma réznymi spdsobmi.)

T. (2. iloha o Sachovnici) VSetky polia Sachovnice so 100x100
poliami sd ofislované prirodzenymi &islami tak, Ze &isla na kaZdych
dvoch susednych poliach sa 1iSia najviac o 50. Zistite, 3i wmbZu by¥
vS8etky polia Sachovnice ofislované navzdjom rdznymi Eislami.

8. (dloha o kofajniciach v148ika) Drdhu pre elektricky v143ik
moZno zostavil z dsekov, ktoré waji tvar ZtvrikruZnice. Bola posta-
vend okruzZnd rovinnd drdha (bez kriZovatiek a nadjazdov). Pri zvole-
nom zuysle obiehania tvori ny dielcov favotodivd zdkrutu a n,
dielcov pravotolivi zdkrutu. Dokdzte, Ze &isla n, a mn s pédrne
a ¢islo n), +n, Je ndsobkom Cisla 4.

9. (dloha o n bodoch) V rovine je danych n (n > 4) bodov,
z ktorych Ziadne tri neleZia v priamke. DokdZte, Ze existuje aspon

(2 5 3) konvexnych Stvrouholnikov, ktorych vrcholmi su niektoré
z danych bodov.

10. (dloha o n-uholniku) Konvexny n-uholnik P, neobsahuje
Zziadne tri uhlopriedky, ktoré by prechddzali jedinym spolodnym vni-
tornym bodom. Kofko trojuholnikov ohraniduji jeho uhlopriedky?
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Poznémka: Pokiste sa tdto dlohu riedif pre Stvoruholniky; sta=-
éi odhad.

Funkcie a mnohodleny (zostavil doc. dr. J. Moravdik, CSc.).

le Nech f je funkcia definovand pre vSetky redlne x pred-

2
pisom £(x) = 31522%; . Zistite, i funkcia f nadobida najvadsiu a
x> +

najmensiu hodnotu a v kladnom pripade ich ndjdite.

2. Kvadretickj trojélen f£(x) = ax® + bx + ¢ je taky, Ze
rovnica f£(x) = x nemd redlne korene. DokdZte, Ze rovnica f(f(x))=
= x tieZ nemd redlne korene.

3. Ndjdite prirodzené &isla p, q také, aby ko:eﬁmi mnoho-
8lenov P(x) =x° - qx + p a Q(x) = x° - PX + @ boli len prirod-
zené Cisla.

4. DokéZte, Ze mnohollen P(x) s celodiselnymi koeficientawi,
ktorého absolitna hodnota v troch rdznych celych &islach sa rovnd 1,
nemé celoiselné korene.

5. Ndjdite najmenSie redlne &islo A také, Ze pre kazdy kva-
draticky troj&len f£(x), pre ktory plati |[f(x)] £ 1, ak 0 & x & 1,
je splnené nerovnos¥ £7(0) £ A.

6. Uréte redlne &isla a, b, ¢ také, Ze \f(x)\ =
= |ax® + bx + el § 1 pre |[x| 51 a sudet %a + 2b°  je maxi-
wédlny.

7o Nech f Jje redlna funkcia redlnej premennej x takd, Ze
nie je identicky rovnd nule a pre kaZdé redlne &isla x, y plati:
f(x) « f(y) = £f(x - y). Ndjdite vSetky také funkcie f.

8. Ndjdite vSetky usporiadané dvojice f, g funkcii redlnej
premennej x, ktoré si definované pre vSetky redlne &isla x okrem
~1; 03 1 a pre ktoré v kazdom bode x ich definiéného oboru plati:

x£2x) -2 ed =1, = 2(d) =% .

9., Nech f(x) = sin x + L gin 2x + % sin 3x. DokdZte, Ze pre

kazdé x € (0; &) plati: £(x) > O.

10, Nech f a g 84 redlne funkcie definované v intervale
(- 00, o), pre ktoré plati f£(x + y) + £(x - y) = 2 £f(x) . g(y) pri
kazdom redlnom x a y. DokdZte, Ze ak f nie je identicky rovnd
0 a [£(x)] €1 pre ka%dé x, potom tie¥ lg(y)l £ 1 pre ka%dé y.
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1975/76

8iselnd tedria (zostavil M. Kauki&),

1. Nech a, b sd celé disla také, Ze a2 + b> je delitelné

&islom 21, Potom &2 + b2 je delitelné tieZ &islom 441. DokéZte.

2, Stdet piatich celych &isel je rovny nule. DokdZte, Ze si-
det piatich moenin tychto &isel je delitelny &islom 15.

3. Ndjdite vBetky dvojice celych &isel x, y, ktoré vyhovuji
rovnici x2 - y3 = 1.

4. Ndjdite najmenSie prirodzené &islo, z ktorého zdmenou jeho
niektorej cifry nemBZeme dosta¥ prvodislo. (Skiste riesi¥ analogicki
Ulohu pre dve cifry.)

5. Ndjdite vSetky prirodzené &isla n tej vlastnosti, Ze ci=
ferny sidet &isla n° je rovny 4.

6. Dokdite, %#e existuje nekonedne vela prvodisel tvaru w? +
+ n2, kde m, n sd prirodzené &isla. (Ndvod: Kazdé prvoéislo tvaru
4k + 1 wmoZno aspon jednym sposobom rozlozi¥ na sidet druhych mocnin
dvoch prirodzenych &isel.)

To Je dané a, = 1, ap = [Val +8y + o0 + ak-l} s urdte
81975° ([c] znamend celd 3ast disla c.)

oo
8. Nech {pn}nnl je rastica postupnost pozostdvajica zo

vBetkych prvodisel. Nech S(k) Je sulet vSetkych sidinov pozostdva-
jicich z réznych prvolisel mensich najviac rovnych Py» k prirodze-
né éislo.

DokdZte, Ze v rozklade &isla S(k) + 1 na prvodinitele sa
vyskytuje aspon k prvodisel.

[-%e)

9. Nech {an}n-l je rastica postupnos¥ prirodzenych &isel
takd, %e prirodzené &islo k je jej Slenom préve vtedy, ked jeho
ciferny sidet je delitelny siedmimi. N4jdite

max (a_ -a__.) .
léncco B n-1

10, Oznadme na &iselnej osi vSetky &isla tvaru 8lm + 100n
(my n prirodzené &isla) zelenou farbou a ostatné celé Eisla derve=-.
nou farbou. Ndjdite na &iselnej osi taky bod x, aby fubovolné dva
celodiselné body symetrické vzhfadom na x boli zafarbené rdznou
farbou.
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Geometria (zostavili prof. dr. M, Fiedler, DrSc. a J. Zemdnek).

1. V priestore je dand mnoZina bodov, ktorej pravoihlymi
priemetmi do dvoch rovin sd kruhy. DokdZte, Ze tieto kruhy maji rov-
naké polomery.

2. V Stvorci je danych deva¥t bodov, z ktorych Ziadne tri ne-
lezia v jednej priamke. DokdZte, Ze tri z tychto bodov si vrcholmi

trojuholnika, ktorého obsah neprevysuje % obsahu #Stvorca.

3. V priestore si dané styri polpriamky Pys Pps P3s Py 8O
spolodnym zadiatodnym bodom, ktoré neleZia v Ziadnom polpriestore.
. < , o
Dokézte, Ze plati <4 p;p, + 4 popy + 4 P3P, + 4 pypy > 360°.
4, V rovine je dané nekonedne mnoho bodov, ktorych vdetky vzé-

jomné vzdialenosti sdi prirodzené &isla. DokdZte, Ze vdetky tieto bo-
dy lezia v jedneJj priamke.

5. V rovine sd dané dve bodové mnoZiny o, 8, z ktorych kaz-
déd méd pdrny podet prvkov a Ziadne tri z bodov M, v U, nelezia
v jednej priamke. DokdZte, Ze v tejto rovine existuje priamka, ktord
neprechddza Ziadnym z danych bodov a takd, Ze po oboch jej stranéch
lezi préve polovica bodov kaZdej z oboch danych mnoZin. ’

6. Dokd%te, e podet hrdn mnohostena nemdzie byY rovny siedmim

Funkcie a mnoho&leny (vybral doc. dr. J. Moravdik, CSc.).

1. Pre funkciu f(x) = ax> + bx + ¢ v intervale {13 1)
platdi: \f(x)\ $ 1. Potom pre funkciu g(x) = cx“ + bx + a v tom
istom intervale plati: |g(x)| & 2. Dokdzte.

2. DokdZte, Ze funkcia P(x) = 12 o x% e x4 - X+ 1 md

v kaZdom bode x € (- oo, ©©) kladni hodnotu.

3. Nech P(x) = x" + alxn'l + eee +8 X + 8, je mnchoSlen
s celodiselnymi koeficientami. Nech a, b, c, d sd navzdjom rozne
celé &isla, pre ktoré plati: P(a) = P(b) = P(¢c) = P(d) = 5. Doké%-
te, Ze neexistuje celé dislo k tak, Ze P(k) = 8,

4, Je dany mnohodlen P(x) s &) prirodzenymi koeficientami,
b) celymi koeficientami. Oznadme a, ciferny sudet &isla P(n)
v dekadickom zdpise pre kazdé prirodzené &islo n. DokdZte, Ze exi=-

oo
stuje ¢éislo, které sa v postupnosti {an}n=1 vyskytuje nekonedne
mnoho réz.

o0
5. Postupnos¥ wnohodlenov {Pn(x)}nao je definovand reku-
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rentne takto: Py(x) =2, Py(x) = x, P ,(x) = x P (x) - B 1(x).
n=1, 2, ees o DokdZte, Ze existujli redlne &isla a, b, ¢ ‘tak, Ze
pre kaZdé prirodzené &islo n plati:

(x% - ) [Pﬁ(x) - 4] = [} PL(x) +b P (x)+c Pn_l(x)]z.

6. DokdZte, Ze ak funkcia £(x) = sin x + cos ax Jje perio-
dickd, potom a je raciondlne &islo.

7. Ndjdite najmenSiu kladnd hodnotu siétu x + y, ak
(1 + tg x)(1 + tg y) = 2.

8. Je dané &islo <L > 1. DokdZte, Ze neexistuje funkcia
f(x) # kondt. definovand pre vietky x € (-oo co) tak, aby pre
ka?dé redlne a, b platilo ‘f(a) - f(b)| la - b]

9, Funkcia f definovand na intervale <0 1) méd nasleduju-
ce vlastnosti: Pre vietky =x e <03 1> je f£(x) 2 o. £(1) = 1. Pre
kazdé X) x2 také, Ze Xy 2 0, x, 2 o, X, + Xp S 1 plati
f(x + x2) & f(x ) + f(xn).

a) Pre kazdé x € <O, 1> plati: £(x) S 2x. Dokéite.

. b) Plati pre kaZdd funkciu f uvedenych vlastnosti tieZ
£(x) & 1,9x v intervale <0; 1> ?

10, Ndjdite vSetky spojité redlne funkcie f definované na
intervale <l;o°), ktoré vyhovuji rovnici

£f(x) + £(y)

f(xy)g
X +Yy

pre vietky x, y € {l;00).

Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.).

l. Zndma hra "ndmornd bitka" sa hré na Stvorcoch zloZenych
z N =10 x 10 jednotkovyich Stvordekov. Lietadlovd lod je zndzorne-
né ako obd{znik zloZeny zo 4 Stvordekov (obdfZnik 1 x 4). Mdze byt
umiestend na fubovolnom wmieste.

Uréte najmenSi polet "striel", ktoré zabezpelia a) zasiahnu-
tie, b) potopenie lietadlovej lode. (Predpokldddme, Ze na hracej
ploche je len lietadlovd lod.)

Doplnok. RieSte dlohu pre fubovoini Stvorcovd hraciu plochu
zloZzeni z N = k x k 8tvrodekov (k ™4 4).

2. Urdte najvadsi podet krdlov, ktorych mo¥no rozmiestnif na
§tvorcovej Sachovnici zloZenej z N° poli tak, aby kaZdy kril suse-
dil nanajvys s jednym daldim krdfom.
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Doplnok. RieSte analogickd dlohu pre iné sSachové figiry.

3. Usporiadajte mnoZinu v8etkych prirodzenych éisel 1, 2, 3,
esey N tak, aby aritmeticky priemer Ziadnych dvoch &isel sa nerovnal
niektorému &islu umiestenému medzi nimi. Napriklad pre N = 8 jJe
pripustné poradie 1, 5, 3, 7, 8, 4, 6, 2 a nepripustné poradie 1,
5, 8, Ty 6, 3, 2, 4 (DBPI‘. 6 =(8+4) ¢ 2).

4. Zistite, &i existuje takd postupnos¥ P prirodzenych &isel
(nemusia to by¥Y vSetky prirodzené &isla), Ze kaZdé prirodzené &islo
sa dé vyjadrif ako rozdiel préve dvoch &lenov postupnosti P.

5. V 3tvorcovej tabulke s n? poliami je zapisanych n® &isel
(tieto &isla sd tedy usporiadané do tzv. Stvorcovej matice), ktorych
stdet je kladné &islo. Dokéite, Ze stfpce tabulky moZno permutoval
tak, aby studet &isel na uhlopriedke vedicej z favého dolného rohu do
pravého horného rohu bol tiez kladny.

6. V kaZdom poli pravouholnikovej tabulky m x n je zapisané
niektoré prirodzené &islo (tj. celé kladné &islo). Su dovolené dva
druhy operdcii:

a) Zdvojenie vSetkych ¢isel niektorého riadku.

b) Od&itanie jednidky od vSetkych &isel niektorého stipca.

Dokdite, Ze po konednom podte operdcii moZno vidy ziskal ta-
bufku, v ktorej vSetky ¢isla s\ nuly.

7. V rovine je danych niekofko &ervenych a niekofko modrych
bodov. Niektoré z nich sd spojené Uselkami. Bod nazveme "labilnya",
ak viac neZ polovica bodov, s ktorymi je spojeny useckami,md imi far-
bu neZ je farba uvazovaného bodu. Ak existuje aspon jeden labilny bod,
zvolime niektory z nich a zmenime jeho farbu (Servemi na modri alebo
obrdtene). Dokdzte, Ze po konednom podte krokov nezostane ziadny la-
bilny bod.

8. V rovine je danych n &ervenych a n modrych bodov,
z ktorych Ziadne tri neleZia v priamke. DokdZte, Ze je vidy wmoZno
zostrojit n isediek, ktoré spdjaji dvojice bodov réznych farieb a
si po dvoch disjunktné.

9. Je dany konvexny mnohouholnik M. a) Pre kazdd trojicu po
sebe iddcich vrcholov mnohouholnika M 2zostrojime kruZnicu prechd-
dzajicu tymito bodmi. Z nich vyberieme td, ktord md najvaési polomer.
Doké%te, Ze mnohouholnik M je dasfou kruhu ohraniéeného touto kruz-
nicou.

b) Pre kazdd trojicu po sebe iddcich strdn mnohouholnika M
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zostrojime kruZnicu, ktord sa dotyka tyehto troch tsediek. Z nich vy=-
berieme td, ktord wd najmensi polomer. DokdZite, Ze celd tdtd kruZnica
je 8as¥ou mnohouholnika M.

10, Je dany konvexny mnohouholnik, ktorého &as¥ou nie je Ziad-
ny trojuholnik s obsahom 1. DokdZte, Ze tento mnohouholnik moZno
umiestni¥ do trojuholnike s obsahom 4.

Rovnice a sistavy rovnic (vybral dr. J. Hojdar):

l. Nech a, b, ¢ 8 navzdjom r8zne redlne 8isla. Potom rovni-

£ + = + . =0

x=-8 X=-b x=-c
mé vZdy redlne rieSenie. DokdZte.

2. Rozhodnite, pre ktoré x mé zmysel rovnica
3

1og, ox

1+ loglox

logxlo + 1ogx100 + logxlooo =

a ndjdite vSetky jej rieSenia.
3. Uréte vietky redlne riedenia rovnice
Vx® - p=ax-p,
kde p je dané redlne &islo. Urobte diskusiu vzhfadom na &islo p.
4., RieSte rovnicu
x2 - 6(k - 1)x + 9(k% - 2) = 0
8 neznémoﬁ x, ak k Jje dané redlne &islo.

5. Su dané rovnice

x2 +px+1=0,

2+ x + p=20,

kde p Jje dané redlne &islo. Urdte vietky &isla p také, pre ktoré
obe rovnice majui spolodny redlny koren.

6. SU dané dve kvadratické rovnice

x2 +ax + b=0,

x2 +cx +d=20

s réedlnymi koeficientami., Ndjdite nutné a postadujice podmienky med-
zi koeficientami danych rovnic pre to, aby obe rovnice mali jeden
spolo¥ny kladny koren a aby zostdvajici koren prvej rovnice bol vad-
51 ne? zostévajici koren druhej rovnice.
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7. V obore redlnych &isel riedte rovnicu

V;2 -2x -1 + V;z +2x =1=p,

kde p Je dané redlne &islo. Urobte diskusiu rieSite{nosti vzhfadom
na éislo p.

8. Je dand sistava rovnic ll - xl = a, ‘x - yl = b, 'y - ll-
= ¢, kde a, b, ¢ 8d dané prirodzené &isla. DokdZite, Ze sistava md
bud dve rieSenia alebo je neriedite{nd. Urdte podmienku rieditelno-
sti.

1976/77

Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.).

l.1. Kocka s hranou k (k je celé kladné &islo) je rozdelend
na k> jednotkovych kociek. Zistite, i wmoZno vietky Jednotkové
kocky zafarbif &ervenou a modrou farbou tak, aby vidy kaZdd kocka
susedila préve s dvoma daldimi kockami tej istej farby. (Kocky si
susedné, ak maji spolodni stenu.)

1l.2. V nekoneénej sieti zhodnych #tvorcov je zafarbenych pré-
ve n 8tvorcov &iernou farbou, ostatné si biele. To je tzv. nultd
generdcia. Z k-tej generdcie (k = 0, 1, 2, ¢eo) vznikne (k + 1)=td
generdcia tjuto prefarbenim: Kazdy Stvorec [a, b] (a je &islo stip-
ca, b <&islo riadku, v ktorom Stvorec lezi) z (k + 1l)=-tej generd-
cie md rovnakdi farbu ako vadiina zo Stvorcov [a, b], [a +1, b] .
Ea, b + 1] v k-tej generdcii.

a) Dokézte, Ze v iste] generdcii zostami len biele &tvorce.

b) Dokdzte, Ze v n-te] generdecii si vidy vietky Stvorce bie=-
le.

¢) Charakterizujte vS8etky nulté generdcie s n dJiernymi
Stvorcami, pre ktoré sa samé biele Btvorce po prvy raz vyskytni
v n-tej generdcii.

l.3. Hra, Na stole je danych N gil, z ktorych je a bie~
lych, b Zervenych a ¢ modrych (N =a + b + c). Tahom rozumieme
tito vymenu: Zvolime {ubovoiné 2 gule r8znych farieb, ktoré vymenime
za jedini gufu zostdvajicej farby. (Napriklad pre a = 3, b = 5, ¢ =
= 8 mBzeme zvolil gufu bielu a modri, ktoré odstrénime a namiesto
nich priddme Servemi gufu. Vznikne nové pozicia a, = 2, b, = 6, cq=
= 7.) Partia kondi, ked uZ nemoZno vykona¥ ¥iadnu vymenu.

a) DokdZte, Ze vo viSetkych partidch, ktoré kondia tym, Ze na
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stole zostane jedind gufa, md tdto gufa vidy rovnaki farbu.
b) Urdte farbu poslednej gule v zdvislosti na &islach N, a,
b, c.

l.4. Vrcholy pravidelného N-uholnika (N > 3) s ohodnotené
8islami +1 & =-l. (KaZdému vrcholu je priradené préve jedno z tych=
to &isel.) Ciefom je uréi¥ sudin vSetkych ohodnoteni., Je dovolené
k1dsT otdzky: Somu sa rovnd sidin ohodnoteni zvolenych w vrcholov
(N 2 2m).

Urdte najmendi moiny podet P otdzok, ktory dovoluje urdil
hfadany st&in vSetkych ohodnoteni.

1.5. Na mnoZine vSetkych postupnosti zloZenych z 3000 cifier,
z ktorych kazdd je 1 alebo 2, st dovolené vymeny {ubovolnych dvoch
za sebou nasledujicich trojic. Napr. postupnosf
A
112 122 212 lleeee
—

moZno zmeni¥t na postupnos¥ novi
[ |
112 212 122 1leces o
—d

Dve postupnosti nazveme ekvivalentnymi, ak jednu moZno konednym poé-
tom dovolenych vymen zmeni¥ na druhi.
Urdte podet vSetkych neekvivalentnych postupnosti.

1.6. Dokdzte, Ze v nekonednom desatinnom rozvoji Ludolfovho
&isla JU moZno pre ka?dé prirodzené &islo n nestdelitelné s &islom
10 néjst aspon jeden taky usek, Ze prirodzené &islo zapisané v danom
poradi &{slicami z tohto vseku je delitefné &islom n.

Napr. pre n = 17 Jje jeden taky usek v zdpise Cisla

3, 141 592 653 ,,,

podéiarknuty.
1.7. Medzi vdetkymi n-cifernymi &islami (n % 2), v ktorych

S

zdpise se nevyskytuje nula, urdte také &islo, aby rozdiel tohto &isla
a jeho ciferného sddinu bol &o najvadsi.
1.8. Je dany fubovolny mnohodlen k-teho stupna
k k=1
(1) a,n +a,_n + eee + 81 + 8,

8 nezdpornymi celodiselnymi koeficientami 80r By By eeey 8. Po=-
stupnos% funkénych hodndt mnohodlena (1) pre n = 0, 1, 2, .es OZna-
éime

(2) Ags Ay Agy eee

Postupnos¥ cifernych sidtov vSetkych Elenov postupnosti (2) oznadiwme
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(3) Cos Cp» Cps eeo o

DokéZte, Ze v postupnosti (3) existuje nekoneéne mnoho sebe
rovnych &lenov.

1.9. Na mnoZine vSetkych nezdpornych celych &isel je dand
operdcia ".", ktord md pre vietky a, b, ¢ nasledujice vlastnosti:

(1) 8.b=b.c;
(2) a.b=c = b.c=a;
(3) a.b>c=b.c<a alebo a .c<b.

a) Uréte hodnoty O . 0; O . 13 1 . 1; 0 . 2.

b) DokdZte, Ze pre vietky a plati: 0O ., a=a; 1 .a=a + 1
pre pirne &8; 1 . 8 =& - 1 pre nepidrne a.

c) DokdZte, Ze pre vSetky a, b, ¢ plati:

a .b=8.c=b=c.,

d) Uréte vSetky hodnoty a . b pre a s 7, b S Te

e) UkdZte, Ze existuje najviac jedna operdcia s vlastnosfami
(1) - (3)e

f) Ukdzte, Ze takd operdcia existuje, a udajte predpis pre
vypodet fubovolnej hodnoty a . b. Specidlne vypoditajte 1976 . 366.

g) DokdZte, Ze operdcia "." Jje grupovou operdciou na mnozi=
ne vSetkych nezdpornych celych &isel.

1.10. Je dand fubovofnd funkcia y = F(x) definovand pre
v8etky redlne &isla. DokdZte, 7e moZno urdil také dve funkcie y =
= f(x) a y = g(x), Ze

a) F(x) = f(x) + g(x) pre vietky x;

b) graf kaZdej z funkcii y = f(x) a y = g(x) je stredove
stmerny. (Stredy sdmernosti oboch grafov m8zu by¥ rdzne.)

2.1, Zafarbenie vyhovujice vlastnostiam z dlohy l.1 moZno
uskutoéni¥ prive vtedy, ked je k pdrne 3islo. DokdZte.

2,2, Nech vSetky Cierne Stvorce nultej generdcie (pozri dlohu
1.2) moZno pokry¥ obrazcom T, (pozri obr. 1 ; obrazce mozno v sieti

Obr. 1
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gtvorcov fubovolne poeﬁvaf, ale nemo¥no ich oté%a¥).
Potom v m-tej generdcii sd vdetky Stvorce biele. DokdZte.

2.3. 8) DokédZte tvrdenie z idlohy l.3a) matematickou indukciou.
b) Vyhfadajte pre vietky N & 8 vietky vychodiskové trojice
a, b, ¢, pre ktoré partie kondiace jedinou gufou dévaji bielu gufu.

2.4. RieSte lohu l.4 pre pripad m = 3. DokdZte; Ze v tomto
pripade je vysledok: n = 3k =»P=s k; n=3k +1=>P=k+1l,ns=
=3k +2 =>Pak+2, (Napr. pre n = 3k musite dokdza¥f: P 2k a
P2 k.)

2.5, Je dand postupnost 3000 bodov (napr. obrazy &isel 1, 2,
3y eoey 3000 na éiﬂelnej osis obr. 2 )o

+ "

12 3456789 Obr, 2

—t

126783459 Obr. 3

Na tejto postupnosti je dovolend opericia vymeny fubovolngch
dvoch za sebou nasledujicich trojic bodov. Napr. z vyssie uvedenej
postupnosti m8%eme ziska¥ postupnost na obr. 3.

Urte mnoZinu vSetkych bodov danej postupnosti, s ktorymi
moZno stotofnif povolenymi vymenami fubovofne zvoleny bod. (Kam moZ-
no napr. presunit¥ z vychozieho postavenia bod 77?)

2.6, Z &islic 0, 1, 2, seey 9 Je zostavend fubovolnd neko-
nedné postupnost

(1) 85 835 83y ees o

Dokd¥te, Ze pre ka%dé prirodzené Eislo n nestdelitelné
s &islom 10 wmoZno ndjs¥ v postupnosti (1) taky tdsek

8k Byy1r By oo Byupy
Ze prirodzené &islo zapisané tymito dislicami v uvedenom poradi je
delitefné &islom n.

'2,7. Rozdiel &isla N a jeho ciferného siinu oznadme x(N).
Si dané dve pafciferné &isla A = 99911, B = 77799.

Urite disla Cos C1» Cp» 03, 04, 05 tak, aby boli splnené
podmienky

a) Co =B, C5 = 4;

b) dvojice susednych &isel Cis Cqpq (1i=0,1, 2, 3, 4) sa
1i8ia len v jednej &islicijs
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¢) r(Cy) & r(c)) & x(cy) € x(Cy) S x(Cy) & x(Co).

2.8, Ciferny siddet &isla
a) 13n + 24;
b) 2n% + 13n + 124
oznadime Cn(n =0, 1y 2, eee)e
DokdZte, Ze medzi Sislami
(4) Cos Cy» Cp» eee
moZno ndjs¥ nekonedne mnoho &isel, ktoré sa sebe rovnaji.

2,9. Ak operécia "." md vlastnosti (1) - (3) z idlohy 1.9, po-
tom pre vietky kladné a, b plati

a .b=c,
kde ¢ je najmenSie nezdporné &islo, které sa nevyskytuje medzi &i-
slami
ocb.lob,2ab,ooo,(a"1)ob,

8 ¢60,8 61,82, eoos5 854 (b=1);
dokéd%te, DokdZte, Ze obe nerovnosti a . b >c, a . b < ¢ vedi
k sporu.
2,10, UkéZte, Ze funkciu y = |x| wmoZno vyjadril ako sidet
dvoch funkeii y = £(x), y = g(x) tak, Ze kaZdd z funkcii f a g
mé graf stredove simerny.

3.1. Ak zafarbenie danej vlastnosti (pozri dlohu l.l) existu-
je, potom modrych a Eervenych kociek je pdrny polet. DokdZte.

3¢2. V nekonednej sieti #tvorcov (pozri dlohu l.2) nazveume
dva Stvorce susednymi prédve vtedy, ak nastane niektord z woZnosti
na obr, 4 .

7
Vi |

Obr. 4

N

MnoZinu M vSetkych &iernych Stvorcov nultej generdécie roz-
delime na komponenty Ei1s Ky, oo tejto vliastnosti: Dva stvorce
£, B €M patria tomu istému komponentu prdve vtedy, ak moZno dojs¥
od jedného k druhému postupnym prechodom po susednych poliach. Napr.
na obr. 5 sa mnoZina &iernysh Stvorcov rozpadne na tri komponenty.
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Obr. 5

DokédZte: Ak mnoZina W™ obsahujiica n Stvrocov sa skladd
z jedného komponentu, ktory nemoino pokry¥ Ziadnym z obrazcov T,
Tos eees T, 1 (pozri dlohu 2.2), potom sa v n-tej generdcii po prvy
raz vyskytni samé biele Stvorce.

3.3. DokdZte (pozri dlohu 1.3):

a) Ak je N pdrne &islo, potom sdi bud vSetky a, b, ¢ pdrne,
alebo len jedno pérne. V prvom pripade partia nem8Ze kondif jedinou
gufou. V druhom pripade je farba vyslednej gule rovnaki ako farba
guli, ktorych je pdrny poéet.'

b) Ak je N nepdrne &islo, potom si bud vSetky &isla &, b, c
nepdrne, alebo len jedno je nepdrne. V prvom pifipade partia nembZe
kondit jedinou gufou. V druhom pripade je farba vyslednej gule zhod-
nd s farbou guli, ktorych je nepdrny polet.

3.4 Dokézte, Ze vysledok dlohy l.4 je tento: Nech N =m ., d +
+r, 0% r <m. Ak je m nepdrne ¥islo, potom r =0 => P = d; r #
#0, r pdrmne =P =d +2; r nepidrne =P =d + 1.

Ak je m pdrne &islo, potom r =0 =P =d; r £# O, r pdrne

= P=d + 1, r nepdrne &islo = P neexistuje.

3.5. DokdZte: Nech o = (al, 8oy eeey an), /3 = (bl’ Doy eees
bn) si dve n-dlemné (n 2 1) postupnosti &islic 1 a 2. Nutnou
a postadujicou podmienkou pre to, aby postupnosti o, 8 boli ekvi-
valentné (pozri dlohu 1.5), je splnenie tychto podmienok:

a; + a4 + aq + eoe = bl + b4 + b7 + eee

8y + 85 + 8g + eee = b2 + b5 + b8 + eoe

as +a8g + 8g + eee = b3 + b6 + b9 + eoe o
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3.6. Z &islic 0, 1, 2, eeey, 9 Je zostavend fubovoind po-
stupnos%
(1) 815 Bps B35 oo o

DokéZte, %e pre kaZdé prirodzené &islo n moZno nijst medzi
n + 1 &islami zapisanymi v uvedenom poradi &islicami 8185858000
cee Bpi1s BoB38, eee B0, 838, cee 8o, atd., a,,; @spon dve,

ktoré pri deleni &islom n ddvaji ten isty zvysSok.
3.7. Hladané &islo (pozri dlohu 1.7) md tvar
A = 999 eece 9 111 eeoe 1 .

Urdte polet deviatok a polet jednidiek a ukdZite, Ze r(4)
(pozri dlohu 2.7) je najva&die moiné &islo, tj. pre fubovolné n-ci-
ferné &islo B, v ktorého dekadickom zdpise

B = bnbn_l se0e b3b2b1
nie si Ziadne nuly a B # A, je 1r(A) > r(B). DokdZte! (PouZite
napr. postup naznadeny v dlohe 2.7.)

3.8. Dve &isla M, N nazveme podobnymi, ak po vySkrtnuti nmil
v dekadickych zdpisoch oboch &isel dostaneme to isté &islo. (Napr.
3 074, 3 700 40 8l podobné &isla.)

DokdZte, Ze medzi funk&nymi hodnotami wmnohodlenov

a) 13n + 24 3

b) 2n° + 13n + 124
pre n=20, 1, 2, +so Je nekoneéne mnoho navzdjom podobnych &isel.

3.9. Zostavte si tabulku operdcie "." pre vietky a < T,
b £ 7 poufitim vysledku Glohy 2.9. Vietky isla v tejto tabulke
vyjadrite v dvojkovej sistave. Vyjde napr.

3.5 =6 ¢&izZe (11)2 . (101)2 = (110)2.

Na zdklade tabulky vyslovte hypotézu o moZnosti vypo&tu hodnoty c =
=a .b, ak s a, b vyjadrené v dvojkovej sistave. Hypotézu dokdz-
teo

3.10. UkdZte, Ze funkciu y = |x| moZno vyjadril ako stdet
dvoch funkecii y = f(x) a y = g(x) tak, Ze

a) graf funkcie f je stredove simerny podfa bodu [0, O] a
graf funkcie g je stredove stmerny podfa bodu [1, 0].

b) Pre x € <0, 1) je £(x) = |x| a g(x) = O.

Nadrtnite grafy funkcii f a g v intervale (-3, 3) .
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Algebra (zostavil RNDr. M. Sisler, CSc.).

1. RieSte rovnicu

alf- 22 + 22 7% + + °n = %1 =X
x -a,)(x -8, " (x-a))lx- 33) T Ix-ay)x - ay) ’

kde a8, ... &, # 0.

2. Pre ktoré celé &isla x a y plati x(y2 + 1) + y2 =

= (x + y)z?

nAa

1) is=s 1’ 2’ eeey Ile

‘Ifg z - 1, s gg;lzi -1 ;

3. Nech z; s komplexné éisla, ,zi‘
Potom

d Okézte .

4., Ndjdite vSetky hodnoty parametra p , pre ktory plati ne-

rovnos’ﬁ

x° + y2 + 322 + 2xz2 + 2 yz 2 p(x2 + y2 + z2)

pre vSetky x, y, 2.

5. Ak najmenSiu hodnotu mbZe nadobuda¥ koeficient a v rov-

nici
%2 -ax° + bx -8 =0 ,

aby vSetky korene tejto rovnice boli kladné?

6. UkdZte, Ze rovnica

L 143 1l.n _
l+x + 5 x + 3 X7+ e +EX = 0

nemd pre pirne n Ziadny redlny koren.

T. Nech 2z Jje komplexny koren rovnice x3 + 3 =0, w koren
rovnice %% + x + 1 = 0. Nech Q(z) = {az + bla, b € Q}' Q(w) =
= {aw + bla, b e Q}, kde Q je mno¥ina reciondlnych Sisel. UkdZte
Ze existuji prédve dve zobrazenia T wmnoZiny Q(z) na mnoZinu
Q{w) také, Ze plati:

a) T(x + y) = T€x) + T(y) ,

b) T(xy) = T(x)T(y) pre fubovolné x, y € Q(z),

c) existuje aspon jedno &islo a € Q tak, Ze T(a) # O.

Skolskd tedria &isel (zostavil M. Kauki&).

l. Je dand rovnica
(1) X2-ny2=1,

o

kde n Jje prirodzené &islo.
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a) Rovnica (1) je rieditefné v obore prirodzenych &isel; do-
kdZte.

b) Ak usporiadand dvojica (xo, yo) prirodzenych &isel vyho-
vuje rovnici (1) a neexistuje také prirodzend X < Xq» Ze pre nie=-
ktoré prirodzené y je (X, y) rieSenim rovnice (1), potom vSetky
rieSenia v prirodzenych &islach rovnice (1) se daji urdif zo vziahu

X+y ns= (xo+yov—£)k, k=l, 2' 3, ecey

a to porovnanim "raciondlnej" a "iraciondlnej" 8asti oboch strdn po-
slednej rovnosti. DokdZte.

2, Nech f£4(x) =%‘ , £,(x) = 3x + 1 sl funkcie definované na
mno¥ine v¥etkych redlnych &isel. Refazcom disla x nazveme kaZdu
konedni postupnos¥

8y =X, 8 = fil(x), a, = fiz(fil(x))' eses

a, = f. (£,
k i,

lk l(ooo(fiz(fil(x) ooo) ’

kde im € {O, 1} pre m =1, 2, «eosy k, priéom v postupnosti il’
15y eeey ik nie si nikde za sebou dve jednilky.

Ak s4 &isla 80, 8 prirodzené, potom vietky &isla v refazci
éisla x 84U prirodzené. DokdZite.

3. Nech n je prirodzené &islo. Binomické koeficienty (E),
K =0, 1, 2, eee, n sd vietky nepirne prdve vtedy, ked n = 2™ -,
kde m Jje prirodzené &islo; dokdZte.

4. Pokiste sa ndjst netrividlne postadujice podmienky pre to,
aby v postupnosti prirodzenych &isel {vn}n=1 k Tubovolnej usporia-
danej skupine dekadickych cifier existoval &len v_ taky, Ze jeho

dekadicky zdpis zadina zvolenou skupinou cifier.

n

5. Vo vrcholoch pravidelného Sesfuholnika sd napisané celé
¢isla 81, 8y, 85, 8, 85, & také, Ze ich sidet sa rovnd nule.
Prenosom nazveme odlitanie jednilky od &isla stojaceho v niektorom
vrchole a jej priéitanie k &islu stojacemu v niektorom zo susednych
vrcholov. Aky minimdlny podet prenosov treba urobif, aby &isla vo
v8etkych vrcholoch Sesfuholnika boli rovné nule?

6. Existuji také prirodzené &isla x, y, aby %% + y aj
X + y2 boli druhymi mocninami prirodzenych &isel?
T. VSetky prirodzené &isla m, pre ktoré je Eislo o® + 1 de-

liteIné 3islom 30, tvoria aritmetickd postupnos¥; dokdZte. Ndjdite
tito postupnost.
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8. Na kaZdej z 20 kartidiek je napisand prdve jedna z cifier
od O do 9 tak, Ze kaZdd z cifier sa vyskytuje prdve na dvoch kartid-
kdch.

Rozhodnite, &i tieto kartidky moZno usporiada¥ do radu tak,
aby kartidky s nulami boli vedfa seba, medzi kartidkami s jednotkou
bola préve jedna kartidka, medzi kartidkami s dvojkou prédve dve kar-
tidky, atd., aZ medzi kartidkemi s deviatkou bolo prdve 9 kartidiek.

Postupnosti a rady (zostavil RNDr. J. Kubdt):

1. Je dand postupnost:

a, =0, 8, =1, (n+2)(n+ l)an+2 - n2an =0 .

Vyjadrite n-ty Elen postupnosti.

[~ o)
2., Nech {an}n=1 je aritmetickd postupnost s diferenciou d.
Potom

308182 eee ak_l + 8.18233 see ak + 8n8n+13n+2 coe an+k_1 =

" a +anan+l ceee ‘n+k-aoal eoe ak .
o LR N ] 9
07172 k (k + 1)d
dokdZte,
3. Nech X1s Xps eees X sui korene rovnice
0 ex™l 32 i x+1=0.

Vypoditajte hodnotu sictu

1 1 1 1
+ + + LN ] + [ ]
X - 1 Xo = 1 x3 -1 X, - T

4. Ak oznaéime Sk(n) =15+ 2K 4 o0 4 nk, potom plati
n . Sk(n) = sk+1(n) + Sk(n = 1) 4+ eee + Sk(2) + sk(l); dokdZte.
5. VypoCitajte silet:

a) S,=1l.x+2. %2 + 3. % 4 cee + 1 . x7;
b) S, =1+4.x+9. %2 + ees + 02 . xPL,
o
6. Postupnost {u;}i=0 je urdend rekurentne takto:
5 2
uo=2, u1=§-, un+1=un(\ln_1-2) -g‘.

DokéZte, Ze pre kaZdé prirodzené ¢islo n plati:

[u ] -0 20 = (1)
n 3

(Pozndmka. Symbol [c] znamend celd ast &isla ec.)

7. Fibonacciho postupnost {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...} Je
rekurentne definovand takto: a; =ap =1, a, =8, 7 + &, 2.
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Ak uvaZujeme o fubovoinych Styroch za sebou idicich &lenoch
Fibonacciho postupnosti, prifom budeme povaZova¥ sidin krajnych &le-
nov a dvojndsobok sidinu strednych élenov za diéky odvesien pravo-
uhlého trojuholnika, potom bude diika jeho prepony jednym z Elenov
tejto postupnosti; dokdzte.

8. DokdZte, Ze pre n-ty &len Fibonacciho postupnosti plati:
2
2

-k -1
an=§(n k ).

1977/78

Nerovnosti v algebre a geometrii (zostavil M. Kaukid, VSD Zilina):

l. Ak abc > O, potom

1,1,1 ¢ a® + 08 4 8 .
a b ¢ :
a“b’c

dokdZte.

2, Dokd%te, %e nerovnos¥ pa2 + (1 - p)(b2 - pcz) >0, kde p
je redlne ¢islo, a, b, ¢ sd kladné redlne &isla, je sprdvna prdve
vtedy, ked stdasne platia nerovnosti

a+b=c¢c>0, a+c¢c=-b>0, b+c=~-2a>0.

3. Dané si dve kruZnice rovmakej diiky 1977. Na jednej z nich
je danych 1977 bodov a na druhej niekofko oblikov, ktorych sidet
dizok je men3i nez 1. DokdZte, %e tieto kruZnice mo¥no tak "poloZif
na seba", Ze Ziadny z danjch bodov nebude leza¥f na niektorom z da-
nych oblikov.

4. Ak m, n su kladné raciondlne ¢isla a x >0, potom plati
m® + 2 2Zm+n.
<0
Dokdzte.
5. DokdZte, Ze pre y = a sinzx + b 8in x cos x + ¢ coszx a

vi8etky redlne &isla x plati

a + ¢ _ D $y%atc, D
2 2 =7 2 2

2, (a = c)2.

kde D =b
L
6. Ak a, b, ¢ sd dlZky strdn trojuholnika, x, y, z redlne
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d¢isla a plati ax + by + cz = 0, potom ayz + bzx + cxy <O0;
d Okéite .

7. Dand je konednd postupnost celych kladnych &isel, ktorej
Ziadny Glen nie je menS8i neZ dané &islo M, Okrem toho kaZdy Clen
tejto postupnosti zadinajic tretim je rovny absolitnej hodnote roz-
dielu dvoch predchddzajicich &lenov. Aky najvadsi podet Elenov mbze
ma¥ takd postupnosi?

8. Gisla 8, 8y, +eo, 8, B také, Ze O rd a; S a, s 2a ;3
a s a, 3 285, eeey 8 9 g a, ® 2a _,. Dokdite, Ze v silte S =
s a, x 83 = +.. = &, moZno vidy vybra¥l znamienka tak, Ze

MnoZina bodov v priestore (zostavil doc. J. Vy3in, CSc.).

l. V priestore si dané dva utvary U;» U, a priamka 8. Ozna-
&ime X;» X, dva body tychto vlastnosti: X, € Ul/\ X, € Uy, Xy # X
XX, || s.

VySetrite mnoZinu v3etkych stredov vSetkych takych iuseliek

XX, v tychto pripadoch:

a) Ul’ U, st dve mimobezky,

b) U, Jje priamka rbznobeZnd s rovinou U,,

c) U;, U, s dve r8znobeZné roviny.

2. V priestore je dany trojuholnik ABC a tdtvar U. VysSetrite
mnoZinu vdetkych stredov gulovyech ploch opisanjch vSetkym Stvorste-
nom ABCX, kde X € U, a to v pripadoch:

a) U je priamka rOznobeZnd s rovinou ABC,

b) U jJje rovina rBznobeZnd s rovinou ABC a prechddzajica
bodom A,

3. V priestore je dany dtvar U, rovina P a trojuholnik ABC.

VySetrite mnoZinu v3etkych vrcholov 2 v3etkych trojuholnikov
XYZ, kde X€ UAY € P AZXY ||ABAYZ IIBCAZX ljcA , a to v pri-
padoch:

a) U je priamka rdznobe?nd s rovinou P

b) U je rovina rbznobeZnd s rovinou P .

48, V priestore si dané dve r8zne roviny P 6 a bod A4,
ktory neleZi v Ziadnej z nish. VySetrite mnoZinu vSetkych bodov
v8etkych priamok, z ktorych kaZdd prechddza bodom A a md rovnaki
odchylku od roviny i roviny 6 .

4b. V priestore su dané dva r8zne body A, B a rovina P
ktord neobsahuje Ziadny z nich. VySetrite mnoZinu vSetkjch bodov X
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roviny @ , pre ktoré waji priamky AX, BX rovmaki odchylku od ro-
viny P .

5. V priestore je dany bod A, priamka q a utvar U. Dalej
je dan¥ kladné 8islo k. VySetrite mnoZinu vSetkych bodov X ty¥chto
vlastnosti: X € q, podiel vzdialenosti bodu X od dtvaru U a od
bodu A je rovny k, a to v tychto pripadoch:

a) U Jje priamka mimobeZnd s q,

b) U je rovina rdznobeind s q.

Matematickd analyza (zostavil RNDr. J. Jarnik, CSc., MJ GSAV Praha).

l. Nech 0< a<b sl redlne ¢isla, x, = a, X, = b, x, =
1
=5(Xn_1+xn_2), n=2, 3’ see o

Nédjdite éislo c¢ také, Ze plati Xpp > C> X5 1y n=l, 2,
ecey 8 dokéite, Ze plati:
Ak je d # c, potom existuje prirodzené &islo p také, Ze

pr -cl <|a-c|.
2. Nech postupnos? {xﬁ} kladnych &isel je rastica a nie je

ohraniéend. Oznadme s, = %(x1 + Xy 4 eee xn), n=1, 2, eoe o

DokéZte, Ze postupnos¥ {sn} je taktieZ rastica a nie je
ohranidend. Zostane toto tvrdenie sprdvne aj v pripade, ked vyneché-
me predpoklad, Ze &isla X, si kladné?

1
a

n-

DokdZte: Postupnos? {an} je k;geajﬁca a pre vetky prirodze-
é n plati a, > 1l. Ak je c >1, potom existuje také prirodzené
islo p, Ze plati ap<< c (a tedy a,< c pre vSetky prirodzené
isla n 2 p).

3. Nech a5> 1, a = %(an_1 +

)9n=1,2’ eoe o

o X B

Vyetrite ties pripad 0 < ag € 1.

4, Nech {an} je klesajica postupnost nezdporngch &isel.
Oznadme S, =8 +8) + o0 + 8, t = 2a2 + 4a4 + ecee + 2na2n "
n=1, 2, eee o

Dokd%te, Ze postupnos¥ {sn} je ohranilend prdve vtedy, ked
je ohranidend postupnost {tn}‘ Ndjdite priklad, ktory ukdZe, Ze
tvrdenie vo vSeobecnosti neplati, ak vynechdme predpoklad, Ze po-
stupnost {an} je klesajica.

5. Uréte vSetky funkcie _f, g definované pre vSetky redlne
éisla x a vyhovujice pre vSetky redlne éisla x, y rovnosti
f(x - y) = £(x) gly) + £(y) gx) .
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6. Nech n je prirodzené &islo, a, b redlne Cisla. Urdte
vSetky funkcie f definované pre vSetky redlne Cisla x a vyhovuju-
ce pre v3etky redlne éisla x rovnici

af (x?) + £(-x") = bx .

7. Nech f je zobrazenie eukleidovského priestoru do seba.

DokdZte: Ak je f izometria, ktord newd pevny bod, potom ani
zlo%ené zobrazenie f o f /tj. zobrazenie g, ktoré priraduje kazdé-
mu bodu A bod g(4) = £(£(4))/, nemd pevny bod.

Pozndmka: Zobrazenie F eukleidovského priestoru do seba sa
voléd izometriou, ak zachovdve vzdialenos¥ bodov, tj. ak A, B sid
fubovoiné dva body priestoru, je vzdialenost bodov F(A), F(B) rovnd
vzdialenosti bodov A, B.

Nech F je zobrazenie mnoZiny M do mnoZiny #. Prvok x € M
sa nazyva pevnym bodom zobrazenia F, ak plati F(x) = x.

8. Nech M je neprdzdna mnoZzina funkcii f tvaru f(x) =
=8ax + b, a # 0, ktord méd tieto vlastnosti:

a/ Ak fe M, g€ M, potom go fE€M kde h =go f je funk-
cia definovand vzlahom h(x) = g(f(x)) .

b/ Ak f € M, potom f_;€ WM, kde f_; je funkcia definovand
vzTahom f_l(x) =y, kde x = £(y).

¢/ Ak f € M, potom existuje pevny bod zobrazenia f, tj. redl-
ne 8islo x, také, Ze plati f(xp) = x,.

DokéZte, Ze existuje také redlne &islo t, Ze plati f(t) = t
pre v3etky funkcie fé€ M.

Udajte priklady wnoZiny M obsahujicej: a/ konedne umnoho,
b/ nekonedne mnoho prvkov.

Kombinatorika (zostavil RNDr. F. Zitek, CSc., M0 &SAV Praha):
O koneCnej postupnosti celych éisel tvaru

(1) co =0, €15 Cpy weey Cp =

budeme hovori¥, Ze wd dlfku n a kondi &islom c.

Hovorime, Ze postupnost (1) je mlo rastica, ak pre j =1, 2,
eeey n plati 0 % cj = ©j.1 € 1. Postupnost (1) nazveme alternativ-
nou, ak pre j = 1, 2, eee, n plati icj - cj-ll = 1. Ktoré postup-
nosti sd zdroven mdlo rastice aj alternativne?

1. Odvodte vzorec pre podet pn(y) /n  prirodzené, y celé/
vSetkych rdznych alternativnych postupnosti diZky n kondiacich is-
lom y. VySetrite vlastnosti funkcii Pppm =1, 2, 3, eeu
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2. Odvodte vzorec pre podet x (y) vsetkych r8znych midlo
rasticich postupnosti dfZky n kondiacich &islom y. VySetrite

vlastnosti funkecii X, n=1, 2y 3, eee o

3. Odvodte vzorec pre podet pn(y, b) vSetkych rdznych alter-
nativnych postupnosti dfzky n kondiacich &islom y a takych, Ze

pre vietky J =0, 1, 2, «eey n Je cy b /b celé/.

4. Odvodte vzorec pre podet Stn(y, k) v3etkych r8znych mdlo
rasticich postupnosti diZky n kondiacich dislom y a takych, Ze
pre vietky j =0, 1, 2, «ee, n plati c; $kj /k 20 redlne/.

5. Odvodte vzorec pre poet zﬁ(y, k) vSetkych rdznych mdlo
rasticich postupnosti di?ky n kondiacich &islom y a takych, Ze

pre vietky j =1, 2, 3, ees, n plati cj < kj /k >0 redlne/.

6. Odvodte vzorec pre pocet pn(y, a, b) vSetkych réznych al-
ternativnych postupnosti diZky n kondiacich &islom y a takych,
%e pre vdetky j = 0, 1, 2, ees, n plati a & c; v /a, b celé/.

7. Odvodte vzorec pre podet p;(y, k) vSetkych rOznych alter-
nativnych postupnosti dfZky n kondiacich &islom y a takych, Ze
pre vietky J =0, 1, 2, «o.p n plati cy £ kj /k >0 redlne/.

8. Pri pokladni kina s jednotnym vstupnym 5 K8s stoji N zdu-
jemcov, z ktorych p plati patkorunou, ostatnych d = N - p desal-
korunou.

Kolkyumi réznymi spdsobmi moZno usporiada¥ frontu N kupuji-
cich tak, aby pokladnik, ktory na zaéiatku predaja nemd v pokladni
Ziadne peniaze, mohol kazZdému kupujicemi s desatkorunou ihned vyda{
naspat?

Ako sa tento polet zmeni, ak pokladnik md na zadiatku v poklad-
ni k patkorin? /Predpokladdme samozrejme, %e nikto nekupuje viac
nez jeden listok./

Skolskd teoria &isel (zostavil dr. S. Sakdlo3,MFF UKBratislava) :

1. NapiSte za sebou vSetky &isla od 100 do 999. Vznikne tak
dekadicky zdpis nejakého ¢isla N.

a/ Dokdzte, Ze N nie je Stvorcom Ziadneho prirodzeného &isla.

b/ DokdZte, Ze N nie je prvodislo.

c/ Urdte najvadSieho spolodného delitefa &isel N a 27000.

d/ Uréte najvadsieho spoloéného delitela &
27 027 000.

e/ Dokdzte, ze N nie je /vySSou neZ prvou/ mocninou ziadneho
prirodzeného &isla. ‘

isel N a
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2, N4jdite najvaddie prirodzené &islo x také,Ze
4
4
xxx< 44 .
3. Akym najvadsim &islom moZno krdtif zlomok
73000 _ 33000
?
5
2. DokdZte, Ze existuje 3.109 za gsebou nasledujicich zloZe-
aych prirodzenych &isel menSich neZ 10101

5. DokdZte, Ze &islo

10014090 | 4,10001000
je zloZené.

6. DokdZte, Ze kvadratickd rovnica
8 10 9
88 x% + 1019 x + 997 = 0
md dva redlne r8zne korene, ktoré sui iraciondlne.

T. a/ DokédZ%te, Ze exponent &isla 2 v rozklade éisla n! na
sidin prvodisel je n - k, kde k je polet jednotiek v dvojkovom
zdpise &isla n.

b/ DokdZte, Ze exponent prvodisla p vV rozklade ¢isla n! na

sudin prvodisel je %—E—% , kde k je ciferny sdidet v p-adickom

zdpise 8isla n.

1978/79
1. Nerovnosti
1.1 DokédZte, Ze pre kladné &isla a, b, ¢ plati

a3+ b2+ ¢+ 3abc 2 ab(a + b) + be(b + c) + ac(a + c).

1.2 Nech o, A, # siuhly ostrouhléno trojuholnika. Ak
L < /3 < ¥, potom sin 2ot > sin 28 > sin 2 g~ ; dokdZte!

1.3 Sucet druhych mocnin piatich redlnych &éisel a,, 85y 83
a,s 85 Jje 1. DokdZte, Ze najmenSia z hodn®t (ai - aj) , pre
19‘3 =1, 2, 3, 4, 5, i # j nie je vadsia ako T%T‘

1.4 Néjdite celd dast &isla
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1 1 1 1

+ =+ — + —— + ces +
Z 3 7 |1 000 000
1. 5 Na gednotkovea kruZnici, v prvom kvadrante, si dané také
obliky AMl Xy AM2 Xpy ooy AM =X,, AS (1, 0), ze X< X<
< 00 K Xk' Dokdzte, Ze

o
]

sin 2X; + sin 2%, + ... + 8in 2X,_; - sin (Xl - X2) - gin (X2 - X3) -
= eeo = min (X, = %)< -‘-7-:— + sin (X, + X,) + sin (X, + X3) + ees
eee + 8in (Xk-l + Xk)

1.6 Dokdite, Ze pre Iubovolné kladné &isla 815 8y ey 8

n
plati
a a a a
a +la ta +23 = wes W E n+2a + 3 ; ta +na > % ¢
2 3 3 4 n-1 n 1 1 2

a,
o+l = *n t ke ,n=0,1, 2, ¢oe « Potom
n

45 < X1000 < 45,1 dokdZte.

1.7 Nech Xg = 5, X

M

2. Geometrické nerovnosti

2,1 Je déan prav1de1ny 25-Ghelnik A1A2...A25 se stfedem O.
Z vektord . OAl, ORyy eee, OA25 jich vyberte nékolik tak, aby veli-
kost soudtu vybranych vektord byla co nejvétsi. Urdete tuto maximdlni
velikost.

2.2 V konvexnim n-ihelniku jsou sestrojeny vSechny dhlopri&ky
a déli ho tak na mnohodhelnidky. Urcete waximdlni moZny pocet stran
unohodhelnidku.

2.3 Obdélnikové pole o rozmdrech 300 x 400 je rozdéleno pé-
Sinami na &tverce 100 x 100, po obvodu pole vedou také péSiny. Po
pé%iné jde chodec rychlosti v, pFes pole rychlosti u. Poradte chod-
ci, jak se dostane z jednoho rohu pole do opacného rohu nejrychleji
a uréete, za jak dlouho.

2.4 Je ddno n jednotkovych uselek v rovind tak, Ze maji spo-
leény bod a jejich koncové body jsou vrcholy 2n-idhelnika. DokaZte,
%e alespon jedna jeho strana neni men3i ne? strana pravidelného 2n-
-thelnika vepsaného do kruZnice o priméru 1l.

2.5 Do daného trojihelnika vepiSte trojihelnik s co nejmensSim
obvodem. (Uvnitf kazdé strany daného trojihelnika leZi jediny vrchol
vepsaného trojﬁhelnikaJ

2.6 Mezi vSemi trojihelniky vepsanymi do dané kruZnice najdéte
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ten, ktery méd nejvet3i soulet Etverclh stran.

2.7 Polomdr kruZnice opsané trojﬁhelniku oznalme R, ‘vepsané
r. DokaZte, e R € 2r. Pro které trojihelniky plati rovnost? DokaZ-
te, %e pro kafd4 dvé &isla R € 2r existuje pFisludny trojihelnik.

3. Mnoho&leny

3.1 Soudin dvou mnohollend s celymi koeficienty méd vSechny
koeficienty d&litelné péti. DokaZte, %e alespon jeden z mnoho&lend
md vSechny koeficienty d&litelné péti.

3.2 Je déno &islo a # O a nenulovy mnohollen P(x). DokaZte,
%e mnoho¥len (x - a)® P(x) uwd alespon n + 1 nenulovych koeficien-
ta.

3.3 Je ddn wmnohollen 7. stupné s komplexnimi koeficienty. Le-
zi-1i v roviné komplexnich &isel v3echny jeho kofeny uvnit?¥ /ne na
hranici/ ¢hlu velikosti 60° s vrcholem v poédtku, jsou vSechny jeho
koeficienty nenulové. DokaZte.

3.4 Najdéte nejmens3i redlné Eislo a, které méd ndsledujici
vlastnost: Pro kaZdy wnohoflen f(x) druhého stupné, pro ktery
|£ (=) £1 proviechna 0 £x £ 1, plati £7(0) £ a.

3.5 Napiste mnohodlen <4 3ex® i x4l jako rozdil
&tvercl dvou mnohodlend rizného stupné s redlnymi koeficienty.

+ X

3.6 Bul r pFirozené &islo. Dokaite, Ze trojélen x° - rx - 1
neni délitelem Z4dného nenulového mnohollenu s celymi koeficienty
v absolutni hodnoté mendimi neZ r.

3.7 Maji-li dva mnohoéleny 3. stupné s celymi koeficienty spo-
ledny iraciondlni koFen, pak maji jeSté dalsi spoledny koFen. DokaZ-
te.

4. Kombinatorika

4.1 Drevénou krychii nat¥eli na Cerveno a pak ji rozfezali na
n3 stejné velkych krychlidek. Kolika zplsoby je moZno z krychlidek
slozit &ervenou krychli pivodnich rozuméri?

4.2 Je ddno prvodislo p >2 a prirozené &islo n. Kolika
zplisoby lze obarvit vrcholy pravidelného p-thelnika pomoci n barev?
Zpisoby, p¥i nichZ se po otofeni p-thelnika barvy shoduji, nepokld-
dejte za rizné.

4.3 UvaZujue vSechna slova sloZend z n pismen X a n pis-
men Y, Diferenci slova budeme rozumét &islo, které uddvd, kolikrdt
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v ndm jsou vedle sebe riznéd pismena. DokaZte, Ze pro kazZdé
k € {1, 2y eoey n-l} je podet slov s diferenci n - k roven potu
slov s diferenci n + k.

4.4 Je déno piirozené éislo n > 2. UvazZujme vSechna slova
sloZend z n pismen X a n pismen Y. Slovim, kterd lze rozddlit
na dvé slova, z nichZ kaZdé obsahuje stejné X i Y, budeme Fikat
slova l. druhu. Slovim, kterd lze takto rozd8lit jedinym zpisobem,
budeme Fikat slova 2. druhu. DokaZte, Ze slov 2. druhu je dvakrat
tolik jako slov l. druhu.

s ¥

4,5 Je ddno p¥irozené 8islo n > 2 a wnoZina M, jejiZ prvky
jsou slova sloZend z pismen X a Y, pFidemZ kaZdé slovo md prdvé
n pismen a jakdkoliv dvé riznd slova se 1i3i alespon nae t¥ech mi-
stech. DokaZte nerovnost

lu & &2
= n+1°
4.6 DokaZte, Ze pro kazdé p¥irozené &islo n plati
n-1
4n=2 4n
- 2 (') -

4.7 Rekneme, Ze systém ¥ podmnoZin ndjaké mnoZiny je dekona-
1y, jestliZe pro #4dné dvé podmnoZiny A € ¥, B € ¥ neplati
A C B. Jaky je nejvét3i moZny polet podmnoZin tvoficich dokonaly sy-
stém podmnoZin n-prvkové mnoZiny?

5. Geometrie

5.1 V prostoru jsou ddny dva rizné body A, B. Najdéte mnoZi-
nu vSech bodd X, pro které se ﬂ{Alzn- lXBlz rovnd danému kladnému
éislu k.

5.2 V prostoru je déna rovina o abody A, B v opadnych po-
loprostorech urdenych rovinou . Najdéte v roviné (0 vSechny body
X, pro které je “XA\ - lXB” maximdlni.

5.3 V prostoru je ddn klin K /prinik dvou poloprostori,
jejichz hraniéni roviny nejsou rovnobéZné/ a uvnit¥ ndho polopFimka
p, jejiZz poddtek ndlezi hrand klinu K. Najddte rovinu P kterd
prochdzi polopfimkou p +tak, Ze p je osou thlu P N K.

5.4 Bod X se pohybuje po p¥imce p konstantni rychlosti
danou vektorem u , bod Y se pohybuje po p¥imce q konstantni ry-
chlosti danou vektorem v . Pfimky p a gq jsou mimobd%né a v jed-
nom okamZiku je X v bodé A, Y v bodé B. Najdéte polohu bodd X,
Y, pFi které je vzddlenost [XY| wminimdlni.
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5.5 V trojbokém jehlanu ABCV je |[AV]| = |BV| a hrana AC
je kolmd ke st¥n& ABV, |CV| = p. Koule o poloméru r se dotykd sté-
ny ABV v jejim t&Zi8ti, hrany CV a zdkladny ABC. Vypoltéte objem
jehlanu pomoci veliéin p, r.

5.6 V roviné je ddn trojihelnik ABC a bod P. Paty kolmic
vedenych bodem P k strandm trojihelnika ABC oznadime K, L, M.
Udejte nutnou a postadujici podminku pro to, aby

a/ body K, L, M, P 1leZely na kruZnici,

b/ body K, L, M 1leZely na priumce.

5.7 V roviné je ddn trojihelnik ABC. KruZnice k, prochdzi
bodem A a dotykd se strany BC v bodé B, kruZnice kp prochdzi
bodem B a dotykd se strany CA v bodé C a kruZnice kg prochdzi
bodem C a dotykd se strany AB v bodé A. DokaZte, Ze se kruZnice
ky» kpy kg protinaji v jednom bodé Q. Co plati o dhlech < QAB,

4 QBC, J QCA?

5.8 V prostoru jsou ddny p¥imky p, @ a rovina P ddle je
ddna délka d > O. Sestrojte tiseCku délky d rovnobéZnou s rovinou
P , jejiZ jeden krajni bod ndleZi p a druhy q .

1979/80
1. Velkd &isla
1.1 Najdéte nejvétsi prirozené &islo =x takové, Ze
(x) ! < 1010%°
a nejmenSi p¥irozené &islo y takové, Ze y! je ndsobkem &isla

10
1010

1.2 DokaZte, Ze kvadratickd rovnice

8 10 9
88 . x2+ 109 . x+9 20

méd dva rizné redlné iraciondlni kofeny.

1l.3. NapiSeme-1i za sebou vSechna &isla od 100 do 999, vznikne
dekadicky zdpis jistého &isla N. DokaZte, e N neni prvodislem ani
mocninou /s pPirozenym exponentem v&tSim nez 1/ Zddného piirozeného
éisla .
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1.4 DokaZ%te, Ze existuje mocnina dvou /s pFfirozenym exponen-
tem/, jejiZ dekadicky zdpis zadind &islicemi
197919801981 .

1.5 Najdéte posledni dv& nenulové &islice &isla 1000 ! .

1.6 DokaZte, Ze pB¥i Zddné volbé znamének neni &islo

1t 12 437 595977 1 6060%°

druhou, treti, étvrtou, pdtou ani Sestou mocninou Zddného celého
éislao

5 |

10
1.7 DokaZte, Ze mezi pFirozenymi &isly menSimi neZ 1010

existuje 1010 po sobé ndsledujicich sloZenych &isel.

2. Goniometrie
2,1 Najdéte vSechna redlnd x, pro kterd plati
26 sinzx2 + 12 cos 2x + 5 sin 2x = 13 .

2.2 Najdéte vSechny trojihelniky, pro jejichZ vnit¥ni dhly
A, B, C plati

cosA+cgsB+cosc=%.

2.3 Najdéte vSechna redlnd a, pro néZ je funkce
f(x) = cos ax + cos x
periodickd.

2.4 Jsou ddna lichd prirozend &isla m, n. Najdéte vSechna
redlnd x, pro kterd plati

= cos™ x + lm
cos X sin” x

sin® x +

.

2.5 Bez pomoci tabulek, poditadky a logaritmického pravitka
vypoCtéte

sin 47° + sin 61° - sin 11° - sin 25° - gin 83° .

2.6 VySetYete prib&h funkce

f(x) = arcsin x + 3 arccos x + arcsin (2x VE - x2)

v intervalu (- v]z'-, %-) .
2.7 Najdéte vSechna redlnd x, pro nd% plati

log sin x + log cos x =2 .

cos X sin x
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3. Obsahy

3.1 V roviné je ddno nékolik pdsi, Z&4dné dva nsjsou rovnobéz-
né. Posunte pdsy tak, aby zachovaly své sméry a obsah jejich priniku
byl do nejvétdi. /Pdsem rozumime 8dst roviny mezi dvéma rovnobézZkami.

v v

Dané pédsy nemuseji wit stejnou S8iFfku./

3.2 Dva shodné obdélniky jsou v roviné umistény tak, Ze jejich
obvedy maji 8 spoleénych bodi. DokaZte, Ze obsah jejich priniku je
vétSi ne? polovina obsahu kaZdého z nich.

3.3 DokaZte, Ze kazdy trojihelnikovy Fez Cty¥sténu wd obsah
wensSi neZ nékterd sténa.

3.4 Jakou polohu mé krychle, vrhd-li na rovinu kolmou ke smé-
ru svétla stin s nejvétiim moZnym obsahem?

3.5 Je dén trojihelnik.
a/ Umistéte do ného stfedové soumérny mnohothelnik s co nejvétsim
obsahem.
b/ Umistéte ho do konvexniho st¥edové soumérného mnohothelniku s co
ne jmensim obsahem.,
V obou p¥ipadech extrémuni obsahy vyjdd¥ete pomoci obsahu daného
trojihelnika.

3.6 V jednotkovém &tverci je obsaZen dtvar U /ne nutné sou-
visly/. Pokud v U neexistuji dva body vzddlené 0,001, je obsah U
mendi neZ 0,3. DokaZte.

3.7 V jednotkovém &tverci je 102 bodl, Z4dné t¥i nelezi
v p¥imce. DokaZte, Ze jisté t¥i z nich jsou vrcholy trojihelnika
8 obsahem nejvyse 0,005 .

4. Obdélnikovd schémata

4.1 CGisla 1, 2, eee, n® jsou zapséna ve Stvercové tabulce,
jejiZz rédky jsou odislovdny indexy 1, 2, ..., n a sloupce také.
islo 1 je na libovolném wistd; &islo 2 je v Pddku, ktery md
stejny index jako sloupec, obsahujici &islo 1l; &islo 3 Jje v rad-
ku, ktery md stejny index jako sloupec obsahujici &islo 2 atd. Ur-
ete rozdil soudtu 8isel v PAdku obsahujicim &islo 1 a soudtu &i-
sel ve sloupci obsahujicim &islo n2.

4.2 V obdélnikové tabulce jsou zapsdna redlnd &isla. Je dovo-
leno soucasné zménit znaménke vSech &isel v ¥ddku nebo ve sloupci.
Je moZno kazdou tabulku prevést postupnym provddénim téchto zmén na
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tabulku obsahujici samd nezdpornd &isla?

4,3 Do &tvercové tabulky 8 x 8 je zapsdno 64 nezdpornych &i-
sel, jejichZ soulet je 1956. Soudet vBech 16 &isel leZicich na dhlo-
pridkéch je 112. Cisla umist®nd soumdrnd podle ndkteré hloprilky
jsou si rovma. DokaZte, Ze soudet disel je v kaZdém Pddku i v kaZdém
sloupci menSi neZ 518.

4.4 Ve &tvercové tabulce n x n je zapsédno n® &isel x
/tak znadime 8islo v p-tém Fddku a q-tém sloupci/. DokaZte, Ze
je=11 xij + xjk + Xy o= O pro libovolné t¥i indexy i, j, k €

€ {1, 2, ..., n}, existuji disla t), tp, ..., t, tak, Ze x4 =

= ti - tj pro v8echny i, j € {1, 25 eeoy n} .

4,5 Ve &tvercové tabulce n x n Jje zapsdno n2 ¢isel., Vyne-
chdme-1i jakoukoliv podmnoZinu ¥4dkl, ktera neobsahuje v8echny radky
/véetn& prézdné/, bude ve zbylé tabulce vZdy ndjaky sloupec obsahovat
jedinou nulu. DokaZte, %e a¥ pak vynechdme jakoukoliv podmnoZinu
sloupcl, kterd neobsahuje vSechny sloupce, bude ve zbylé tabulce vizdy
néjaky rédek obsahovat jedinou nulu.

4,6 Ve &tvercové tabulce 8 x 8 je zapsdno 64 nenulovych &i-
sel, Jediné z nich je zdporné a neni umisténo v rohu. Je dovoleno
zménit znaménka vSech ¢isel néjakého Fadku nebo sloupce nebo Fady
rovnobézné s thlop¥idkou /sem pat¥i i zména znaménka rohového &isla/.
Dokazte, Ze postupnym provddénim téchto zmdn nemizeme nikdy dostat
tabulku obsahujici samd kladnd &isla.

4,7 Ve étvercové tabulce 8 x 8 je zapsdno 64 &isel. Je dovo-
leno zménit znaménka vSech &isel v libovolné jeji souvislé &dsti
3x 3 nebo 4 x 4. Je mozZno kazdou takovou tabulku p¥evést postup-
nym provadénim t8chto zmén na tabulku obsahujici samd nezdpornd
éisla?

5. Posloupnosti

5.1 DokaZte, Ze pro kazdou posloupnost {an}, jejiz ¢Eleny
Jsou navzdjem rizna pPirozend ¢isla, kterd nemaji ve svém dekadickém
zédpise éiglici O, plati:
Pro kazdé piirozené &islo k je

1 1 1 1
— o e o 00 + +  — < 29 °
] ) 8k-1 8

5.2 Je ddna posloupnost redlnych é&isel {an}. DokaZte, Ze ke
kazZdému prirozenému 8islu m existuje prirozené éislo k tak, ze
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m
Z a a.\ a
\1=1 i” isk+1 T 1§i§m ( i‘
5.3 Je déna posloupnost redlnych &isel {an}, ktera md tuto
vlastnost: Existuje prirozené éislo m takové, ze

31+82+...+am=0
a pro kazdé prirozené éislo k jJe
8pik = Bk ¢
DokaZte, ze existuje prirozené é¢islo p tak, Ze pro kazdé celé ne-
zéaporné éislo k plati

>
ap+ap+1 + ece +ap+k=

5.4 UvaZujme &ty¥i posloupnosti redlnych &isel {a } {b }
{c } { } takové, Ze pro kazdé piirozené Gislo n je

0.

841 = 8 * Py Chyl = Cn t dp s
byl = byt epos dpey = 4 + 8y -
DokaZte, Ze pokud existuji prirozend éisla k, m tak, Ze
8k+m = 2p ° Pyim = Pg » ®k+m = ®m °* dgtm = 9 0
pak je

8y mbyme;=dy =0.
5.5 Pro posloupnost redlnych &isel {an} plati, Ze pro kaZdé
pfirozené Eislo n je

a_ + g 2
nt 8ns2 8n+l *

DokaZzte, ze pak pro ka%dé pFirozené &islo n je
2+aj+"‘+32nﬂ Z32+a,4+...+a.2n
n+1 - n

5.6 Jsou déna prirozend disla a;, 85. Pro pPirozend &isla
n > 2 poloZme a, = |an_2 a . 1'. Tak Jjsme definovali posloupnost
nezdpornych celych &isel {an}. Je-1i nejvétsi &len této posloupnosti
1980, jaky je nejvétS8i moZny index prvniho nulového &lenu?

5.7 Je déna posloupnost ¢islic {a } neobsahujici &islici 9.
Ta urdéuje posloupnost {b } jejiz &leny mwaji dekadické zdpisy

b, = (al) s b, = (alaz) " by = (8132a3) atd.

DokaZte, Ze posloupnost {bn} obsahuje nekonedné wmnoho sloZenych
disel.
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