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1.2 Oznadime L, S 1liché a /menulové/ sudé &islo. Vytvorlme zald-
tek /5 P4dki/ tabulky:

1. LLL

2, LSLSL

3. LLSLSLL
4. LSSSLSSSL
5e LLLSLLLSLLL

Prvni t¥i éisla 1. a 5. Yddku jsou tdZ; proto se trojéisli v 1. aZ
4, F4dku opakuji, a tim je dokdzdno tvrzeni dlohy.

II.1 jel > 2, dtvar je bod O ;
lal = 2 , tvar je poloosa redlnych éisel, a to kladnd pro
a =2 a zdpornd pro a = =2 ;
s la] < 2, dtvar jsou dvé rizné polopfimky soumdrné sdru-
Zené vzhledem k ose redlnych &isel; pro a = 0 Je
Utvar dvojice opadnych poloos imagindrnich é&isel.

- R . a a.
II.3 PouZzijeme indukce a nerovnosti E% + E% Z 2 , kterd plati pro

kaZdd dvé kladna &isla 835, 843 rovnost nastane prdvé tehdy, kdyZz je
., = 8. o

Pro n =2 plati dokazovand nerovnost, jak snadno nahlédneme;
rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ je a; =8, . Oznadme s = a, +
+ 8y + eee ta, t= EI B EZ + cee + l; a piedpokléddejme, Ze plati
st 2 n2; pritom pfedpoklddejme, Ze 8t = n® prédvé kdyz je a, = ay=

= eee = 8.+ Provedeme tento vypocet

(s + an+1) (t + =

1 ]
= 8t + + a t+1s=
+1) n+l

&n+1
a a a a a a
= st + (a S :+1) + (a 2 2+1) + ses + (a n_ ., —gil) +
n+l 1 n+l 2 n+l n
+1202+2n+1m (o + 1)2 R

Tim je odGvodnén indukéni krok a véta je dokdzéna.

III.2 'Koreny rovnice jsou

2
/x/ Zy = - % + %r - b
/xx/ Zy = = % v%r
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ProtoZe trojihelnik 0z,2, Je pravodhly rovnoramenny /kde é.z10Z2=
= 90°/, musi platit

Z1 = iZ, nebo Z1 = ~iZ, .
Pripad 1. Pro 2, = iZ, je

2
- % + - b
a odtud postupnd plyﬁe
a
3 (1-1)
a _1l+1
Z25T=-1
2
$=1 Ez--b ,
2 2
Fe-for,
tJ.
82=2b.

Pripad 2. Pro 2, = -iZ, vyplyvéd stejnym zplsoben a’ = 2b ,
Ze vztahd /x/, /xx/ vyplyvé, Ze aspon jedno z Gisel a, b je rdzné
od nuly, jinak by se koreny Zl’ Z2 rovnice 22 + aZ + b2 rovnaly
nule a utvar 0zZ,2, by nebyl trojihelnik. Plati tedy a“ = 2b # O,
coz jsme méli dokdzat.
Obrdcend véta zni: Je-1li a2 = 2b # 0, tvori oba obrazy korend
rovnice Z2 + aZ + b = 0O a poldtek soufadnic trojihelnik s pravya

thlem pfi podatku. Dosadme do /x/, /xx/ za b & S, Dostaneme
a a’ a 'i a°
Zla-§-+ - T 22=—§_V-T

neboli
a . a B
z1=-2(1+1), 2,=-%(1-1).
Plati 2y =1iZy, je i a # 0, 2 #0, Z, # 0 & trojihelnik 0Z
wéd pri vrcholu O pravy tdhel.

n

1%2
II1.4 a/ VSecky &tyiihelniky B'D¥YX jsou rovnoramenné lichob&zni-
ky, nebot je B'D’||XY /priseinice roviny B'D'X s obdma rovnobdiny-
wi rovinami A'B°C’D” & ABCD/. B'D” # XY /je XY < BD =B D'/ a
B'’X = DY, nebot je ABB'X T ADDY /sus/ a XY ||BD/. Rovina ACC’
je rovinou soumdrnosti kaZdého lichobéiniks /je B D 1 acc”, xY||8'D5,
tj. XY 1 ACC”, p¥iSemZ jsou B'D’, XY plleny rovinou ACC /. Pri-
sedik Z thlop¥iek B'Y, D'X - leZi tedy v rovind ACC™ a soudasnd
ndleZ{ vnit¥ku dsedky DX , tj. ndleZi vnitiku AD'AB. Spoledné
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body roviny ACC” & vnit¥ku AD'AB vyplni vnit¥ek Usedky AS, kde
S je st¥ed krychle.

Obricend kaZdy bod Z vnitF¥ku udsedky AS je prisedikem dhlo-
pridek ndkterého lichobdinika B D'YX, nebot p¥imka D'Z protne
uselku AB v jejim vnit¥nim bodé X.

b/ Je-1li D'Z = 2XZ /obr. 8/, pak z podobnosti trojihelnikd
AXZ, C'D°Z plyne, e C'Z = 2.,AZ. Prisedik Z thlopFidek hledaného
&tyfihelnika tedy d&1i tdlesovou tdhlop¥idku AC” v pomdru 1: 2, tj.
Cc’2 = 242 ,

D C
\\/\
\
/¢
7\
A é B Obr. 8

Ddle neni moZné, aby platilo XZ = 2.,D°Z, nebol je

AX < ¢'D” = AB ,
a tedy vzhledem k podobnosti trojihelnikd AXZ, C'D'Z také XZ2<D'Z
Postup lze zFejmé obrdtit.

IV.3 Vrcholy daného sedmndctidhelnika jsou obrazy komplexnich kore=-

ni rovnice
17 _ 4

9
neboli jsou to ¢isla

) )
/x/ Z) = cO8 E;:I%QQ_ + i sin ELJI?QQ— 3

kde k = O, 1, 2, eeoy 16 ° ozméme

o
/xx/ x, = Ko 360
k 17
kde k = O, 1, 2, soeoy 16; pak je

Z) = COB X + isinzx, .

Oznadme ddle m krufnici o st¥edu [\g, l/;] a poloméru 1. Gloha
z4d4 vyhledat vSecky ty body [zk , které maji od st¥edu kruZnice m
vzdédlenost mensi neZ 1, tj. vBecky koXeny z, Tovmnice 217 = 1,
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pro které plati

" e (<)

Vypoétem zjistime, Ze vztah /xxx/ wiZeme nahradit vzhledem k /x/

vztahem (cos x, - V;)Z . <sin Xy _V%_)Z <1.

Po \pravé dostaneme

coszxk + sin2xk -2 \/g (cos x, - sin xk) + 2.% <1

Zv-g(cos X + sinxk)>2 .3—
a konecné

/xxxx/ cos x) + sin x, > \/;—.

Podle znédmého vzorce dostaneme
cos (45o - xk) > %— v;

sin (45° + xk)> % V— .
Protoie = V3-= sin 60° = gin 120° = sin 420° = sin 480°, lezi &islo
(45° + xk:)r bud v intervalu (60°, 120°) nebo v intervalu
(4200, 4800); druhy interval zrejumé nepfichdzi v dvahu, protoZe pla-
ti k <17 . Proto musi byt

60° < 45° + x) < 120°

<1l.

a déle

neboli

neboli
15°< x, < 15° .
Odtud dostaneme vzhledem ke vztahu /xx/
tjo k=1, k =2, k = 3. Snadno se presvédiime, Ze vrcholy [ZI]’
[za], [z3] daného sedundctivhelnika skutedné vyhovuji dloze.
IV.4 Je-li x koren rovnice
1 1 1

¥x-a x-5*"tx~-

vyhovuje také rovnici

(x=-b)(x=-¢c)+ (x=-c)(x-2a)+ (x-2a)(x-b)=0,

a tedy také rovnici
/x/ 3x2-2(a+b+c)x+(ab+bc+ca)=0.

Tato kvadratickd rovnice md diskriminant
D= 4(3 + b + c)2 - 12(ab + bc + ca)
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po tpravé

D=4(32+b2+c2-ab-bc-ca)-

=2 (2&2 + 2b% + 2¢° - 2ab - 2be - 2ca) s
tj.
D=2 [(a -2+ (b - c)2 + (e - 3)2] >o0,

neboY a £bécéa.

ProtoZe a, b, ¢ jsou redlnd &isla, mé rovnice /x/ dva redlné
koieny. Tyto koieny vyhovuji také dgné rovnici, nebof jsou vesmds
rizné od a, b, c. DokdZeme nepfimo nap¥., zZe je koren

2(a + b+ c) + \D
6
Pr¥ipustime, Ze je

% (a+b+c)+ % YD=a.

rizny od a.

Pak je
a+b+c+ |D=3a
neboli
V5-= 2a = b=-c .
Po umocnéni

4(&2 + b2 + c2 - ab - bec - ca) = 4a2 ES b2 + c2 - 4ab - 4 ac + 2 be
neboli
2 2
3b° + 3¢° - 6bc =0
neboli

3b -c)? =0
to je vSak ve sporu s pFedpokladem b # c .

V.4 KaZdy z trojihelniki BXY je pravoihly / 4 BXY = 90°/ a rovno-
ramenny /BX = XY/. Proto je

AYBL = 45° ,
Bod Y vznikne z bodu X +tim, Ze aplikujeme na X stejnolehlost
€ se sti¥edem B a koeficientem |2 ; tim vznikne bod 2Z = 3€(X).
Bod Y vznikne z bodu Z tim, Ze aplikujeme na Z otoleni R se
stedem B o thel 45° ve vhodném smyslu otodeni. Podobnost 2R
prevede otevieny oblouk B v otevieny oblouk A3 .

VI.1 Jde o TYeSeni rovnice v9 - 5p2 = 3p - 1. MoZnéd FeSeni jsou

p=1l, p=-~- % , 2 nichz ¢islo =~ % nevyhovuje, nebo¥ 3.(— % -1<
{ 0 . 0loha mé jediné FeSeni p =1 .

VI.2 Vypodet vzddlenosti mimob&Zek VA, BC. Piredpoklédddme znalost
véty o vzddlenosti dvou mimob8Z%ek: vzddlenost mimob&Zek p, q Je
vzddlenost dvou rovin P , & , kde P obsahuje primku p a jJe

- 111 -



Obr. 9

rovnobd%nd s pfimkou q ‘a 6 obsahuje pfimku q a je rovnob&ind
s primkou pe.

V naSem pripadé je p = AV , q = BC, { = ADV, 6 = BCT /vySra-
fovand rovina/. Vzdélenost rovin P 6 se objevuje v ARSV ,
kde R, S jsou po ¥adé sti¥edy hran AD, BC. Trojihelnik RSV je
rovnoramenny se zdkladnou RS = 2d & s dhly velikosti 4 pri zé-
kladné., Odtud plyne

v = 2d sin P .

VI.3 Vyjdeme ze vzorce
cotgool - 1
cotg 2oL = SZBZ o
2 cotg o«
Necht cotg o = m, cotg 2oL = n jsou celd &isla. Pak je

m2-1=2mn,

e

w(m -2n) = 1.
Je tedy bud

m=1, m=-2n=0
nebo

m=-1, m=-2n= -1 .

Je tedy bud m =1, n =0 nebo m= -1, n = O, Odtud dostdvdme
cotg ol = = 1, cotg 2L =0 , of = 45° + k.90°, kde k Jje celé Cislo.
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VIiI.1 U&isla x, p poklédejme za proménné soufadnice. Kazdd dvojice

[x, pl, kterd vyhovuje rovnici -

/x/ x+ {2p-x“=8,
vyhovuje i rovnici
/xx/ x% - 8x + (32 - p) =

MnoZina M, kterd je grafem rovnice /xx/, obsahuje mnoZinu M°, kterd
je grafem rovnice /x/ neboli rovnice

/xxx/ (x - 4)2 =p-=-16 .
Graf rovnice /xxx/ je parabola, jejiZ osa je rovnob&ind s osou p a
které wd vrchol [4, 16] Omezujlcl podminky jsou 8 - x 2 0 neboli
x58 a 2p-x $0 neboli p = % x ] Graf rovnice p = 3 1 42 je para-
bola 20 Vzhledem k nerovnici p 2 2 x Jsou FeSeni ve

vnit¥ku paraboly 'T' Z obr. 10 vylteme:

p > 32 jediné Fedeni
16 £ p= 32| avd FeSent
= 16 dvé splyvajici FesSeni
p <16 %24dné reSeni

Obr, 10

VII.3 2ZFejmé je qZ + % cos x 4 0, sin x z 0, a tedy

2 + % cos X f sinzx .
Po dpravé

2 coazx + 5 cos x + 2 § 0

a ddle
/x/ (coa X + %)(coa x + 2) o.
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% nerovnice /x/ plyne bud

coex+%-20 a zdroven cosx+2§0

neboli cos x £ -2, coZ neddvé zédny koren dané nerovnice. Nebo
z /x/ plyne
cosx-&-%ﬁo a zéroven cosx +220 .
Je tedy
/xx/ -2§cosx§-%

Pripojime-1i k /xx/ jedt& podminky sin x 2 0, 2 + % cos x 2 O nebo-
1li cos x 2 - % , dostaneme

-g‘-écosxé-% a zdroven sin x 2 0

a pro thel x

Sowr2kw Sx§ @ r2km [k Sislo celéd/.

Pritom dhel $ Je urden vztahy cos ¢ = —% y 8in @ 2 0. Zkouskou
ovérime, Ze tyto hly =x jsou opravdu YeSenim dané nerovnice.

VIII.1 Hledany pravoihly trojdhelnik doplnime na rovnob&zZnik ABCD
a lokalizujeme Usecku BD = 2tb. Gkolem je sestrojit bod A. Oznadiw-
me T +t8%i3t& A ABC a B  st¥ed odvésny AC. Bod A pak leZd
jednak na kruZnici m = (T, % ta), jednak na Thaletové kruznici k
nad primérem B’'D. Diskuse dd podminku YeSitelnosti

ta< 2 tb a zdaroven tb< 2 ta o

VIII.2 Vzhledem k t¥eti podmince jsou bud vecka t¥i disla a, b, c
kladnd, nebo je jedno z nich kladné a dvé zdpornd. Vyvrdtime, Ze jJe
a >0, b <0, ¢c 0. Podle druhé poduminky je

/x/ ab >-c(a + D).
Z prvni podminky je
a+b>=-c
a dédle
(@+b)(=¢c)> (=¢c) (-¢
neboli
-cla+v)>c?.
Spojenim s /x/ dostaneme
ab > 02 ’
coZ je ve sporu se vztahy a >0, b<£ 0, ¢ <O,

IX.3 Sestrojime nejprve p¥imku, na které lezZi bod B. Je to teéna

t vedend z bodu A ke kruZnici k = (M, %) « Na této teéné ¢

zvolime bod B° # A a na pfimce AM sestrojime bod M  tak, aby
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AB” = 2B'M’

A B B Obr. 11

bylo AB " = 2B"M. Rovnobd%ka s pFimkou BM  vedend bodem M protne
tenu t v bodé B. Trojihelnik ABM doplnime na hledany kosoltve-
rec /obr. 11/. Diskuse ukdZe, Ze podminka FeSitelnosti je
2d > v
a Ze dloha md nejvySe 4 YeSeni. Kosodtverec miZe pFejit ve &tverec,
préavé kdyz plati
2d = 5 v .

2
IX. Pro existenci odmocnin je nutné a stadi, aby platilo X s‘l,
xT

$ 1. Definiéni obor je sjednoceni mnoZiny vSech zdpornych &isel a
ech nezdpornych ¢isel x , pro néZ plati
a S$x§& Y— .
VySet¥ime obé tyto mnoZiny. 2 2
a/ x £ 0 . Oznadiume 1-% =a;pak je 1-3%=2a-1.
Pak je postupné
y = Va + V2a -1 - Va -\2a -1
y2=a+\123-1 +a-\2a -1 -2V(a+‘(2a-l)(a-V2&-ﬂ
y2 =2a - 2 |[a® - (2a - 1)
y° = 2a ~ 2 @ - a) = 4a - 2 ,
nebo¥ a - 1 € 0. Déle je
2.
y2=4(-l$4-)-2 8ili 2 +y% =2
2 2
b/ x £ 0, Oznadime 1 + %r-a b; pak je 1 + %T =2b - 1,

ac M

+/

Obdobné jako v odstaveci a/ dostaneme

y=VYo+ -1 -{b-y®-1
a odtud

¥ =2 -2(-1) =2  neboli y2o0.

+/ Podté¥sky trik.
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2
Je totiZ b-1.§-20.

Graf funkce je z¥ejmé
y

2

la =
2

Obr. 12

X.1 C&leny dané posloupnosti zafadime do skupin podle ndsledujiciho
vzoru:

éﬁgﬁupmsti 1 | 2, 2(3,3,3|4,4,4,4/ «e.| nyn,eeerm
Index
Skupiny 1 2 3 4 XX n

Index skupiny udévéd zdroven &isla skupiny i po¥et &lend, které sku-
pina md. Prvnich n skupin obsahuje

Sp=1l+2+3+ e0+n= % n(n + 1)

&lend dané posloupnosti.

Je-1li tisici &len posloupnosti v n-té skupiné, je S, 2 1000,
neboli

n(n + 1)2 1000 .
Po dpravé dostaneme poéadavek formulovany nerovnici

/x/ n? + n - 2000 2 0 .
Nerovnice /x/ mé ko¥eny

n =% (-1+|Bo0L) >0,
nza%(-l-V8001)<O.
Z¥ejud wusi platit n 2 n;. Ale protoie je 90 >\BOOL >89 a déle
1> :_l_i_§2 = 44
1< ‘:_.1..!__2.. = 44,5

Vztah n Z n, plati tedy pro véechna pr¥irozend &isla n v&t31i nebo
rovnd Cislu 45. Tisici &len je tedy ve skupiné S45 a je 45 .

X.3 Oznadme T /v sekunddch/ &as, ktery uplynul od startu cyklistd
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a% do jejich prvniho potkédni; ddle oznadme o obvod kruhové drédhy;
pak plati:

Tcl + Tc2 =0
neboli

/x/ T2,
c, * Cp

Za dobu xT, kde x je p¥irozené &islo, dojde k n potkdnim; ozna-
8ime-1li t <&as od startu cyklistli aZ do urditého okamZiku mezi
x-tym a (x + 1) -nim setkdnim, potom plati

/xx/ xT§t<(x+1)T.

Objel-1li v okamZiku t prvni cyklista obvod pridvé n-krdt, pak plati
Oe.n = clt, tje

/xxx/ t=2é—n'.

Dosadime-1li z /x/, /xxx/ do /xx/, dostaneme

o) < oen 0
X m——— 2= (X 4] ——
) cy + Cp cq ( ) c, + ¢Cp
a po uprave 6 b B
x‘§ n 1 2 <x+1

4

c, + ¢
c1

kde [k] znadi funkci "celd &dst z &isla k".
V daném ¢iselném prikladé je

x = [}1 . %%] = [18,7] = 18 .

Cyklista tedy objel drdhu 1llkrdt, cyklisté se potkali 18krdt.

neboli

XI.,1 Dany trojélen rozloZime na siéin linedrnych faktorov:

2x% - x - 36 = (2x - 9)(x + 4).
Podmienky tlohy mb%u by¥ zrejme splnené len pre také &isla. x, pre
ktoré jeden z faktorov rozkladu nadobida niektord z hodn8t ¥ 1, S P»
p2, kde p je prvodislo a drhy zdroven v uvedenom poradi hodnotu
p°, £ p, T 1. VySetrime postupne jednotlivé pripady:
a/ V pripade 2x - 9 =1, x + 4 = p° dostaneme z prvej rovni-

ce x =5, ¢o vyhovuje aj druhej rovnici pre prvodislo p = 3.

b/ Pre 2x =9 ==1, X + 4 = = p2 dostaneme z prvej rovnice
x = 4, ¢o v3ak nevyhovuje druhej rovnici pre Ziadne prvodislo p.

¢/ V pripade x + 4 =1, 2x - 9 = p2 dostaneme z prvej rovni-
ce x==3 az lavej strany druhej rovnice po dosadeni 2 x - 9 =
= - 15, Co nie je druhd mocnina prvodisla.

- 117 -
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d/ Ak x +4 =-1,2x -9 = = p2, dostdvame z prvej rovnice
x = -5 a z druhej po dosadeni 2x - 9 = - 19, 8o opat nie je druhd
mocnina prvodisla.

e/ V pripade x +4 =% p,2x -9 =% p musi byl x + 4 =
= 2x - 9, z &oho dostédvame x = 13. Potom viak (x + 4) (2x = 9) = 17%
¢o je druhé mocnina prvodisla.

Gloha md tedy dve rieSenia: x = 5, x = 13 .

XI.4 Pri rieSeni dlohy vyjdeme zo zndmeho fyzikdlneho zékona, podia

ktorého uhol dopadu a uhol odrazu svetelného 1lida si si rovné. Kolmi-
cou ku krivke odrazu je normdla kruZnice k, ktord prechddza jej
stredom S. Drédhou svetelného 1lifa je obvod trojuholnika ABC /obr.
13/. Podfa podmienok tlohy je teda bod S priesednikom osi uhlov
tohto trojuholnika pri vrcholoch B a C a polpriemka AS je osou
uhle pri vrchole A. Oznadme < SAB=ol , <JSBA = /83 /obr. 13/.
Potom z trojuholnika SAB podia sinusovej vety vyplyva

/1/ dsind:rsinﬂ.

K tomu, aby sme z /1/ ur8ili sin ol pomocou r &a d, potrebujeme
vyjadrit /3 pomocou ol . Z toho, Ze trojuholnik SBC je rovnora-
menny vyplyva, Ze < SCB = ﬂ . Vzhfadom na to, %e polpriamka AS

je osou uhla pri vrchole A, je zrejme < SAC = o . Pre velkosti
vnitornych uhlov trojuholnike ABC teda plati 20oC + 4 /3 =180° &iZe
of =90° - 2 B, Ak tito hodnotu dosadime za ol do /1/, vyjadrime
fanko sin ﬂ a po opatovnom dosadeni za sin ﬂ do /1/ uZ dostane-
me hiadané sin of . Teda

Obr. 13
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d sin (90° - 2/3) =rsin f3

Cize
d cos Zﬁgrsinﬂ,
z ¢oho
a(1 - 2 8in® B) = r sin
odkiaf ﬂ A

/2/ 2dsin2ﬂ+rsinﬂ-d=0.
PretoZe podia predpokladu d # 0, z /2/ vyplyjva

/3/ sinf8 = 2 X t Vx® + 8d?

44
Diskriminant rovnice /2/ je zrejme &islo kladné, ale f.etoie uhol/l
je duty, je sin /3> > 0 a z korenov /3/ tejto podmie ke vyhovuje
len koren so znamienkom +. Je teda

/4/ sin ﬁ Vr + 8d
PrezoZe Vr2 + 83° > V? = r, je zlomok v /4/ ¢ 1o kladné. fahko

sa presveddime, Z i by’E tiei menSie neZ l. V o, 18nom pripadd by
totiz platilo Vr + 8d - 2 4d, z doho po tUprave dostaneme
Bd(d + r) = 0, Co nie je moZné.

Ak teraz dosadime zo /4/ do /1/, dostaneume

ginol = r x® + 84° - x

4d°

X1I.2 &islo 2k, kde k je celé kladné &islo rozloZme na siudet
prlrodzenych 8isel x a y = 2k - x,. Oznaéenie zvollme tak, aby pla-
tilo x y. Potom je xy = x(2k - x) = k (k - x) . Prirodzené
dislo xy je najvacSie préve vtedy, ked je k=-x=0 ¢&iZe x = k.
Dostdvame tak rozklad k + k, ktory v3ak vyhovuje poZiadavke nesude=-
litefnosti oboch s&itancov len pre k = l.

UvaZujme teraz o pripadoch, ked je k >1. Oznadme k - x = n,
kde n je prirodzené. Sidin xy = k° - n° bude tym vadsi, dim je
n wendie. Rozlidujme pripady, ked je k ¢&islo pdrne, resp. nepdrne.

Ak je k pédrne, potom pre n=1 si k -1, k + 1 nepdrne
8isla s rozdielom 2. Z toho vyplyva, Ze waji len spoloéného delite=-
fa 1 a st teda nestddelitefné. V tomto pripade je hfadanym rozkla-
dom (k +1) + (k-1).

Nech je k >1 d&islo nepdrne. V tomto pripade su ¢isla k - 1,
k + ) pdrne 3isla so spoloénym delitefom 2 a nesplnuji tedy pod-
mienku nesddeliteinosti. 8isla k - 2, k + 2 80 vSak nepdrne s roz-
dielom 4, pridom &isla 2, 4 nie sd zrejme ich delitefwi. Hfadanym
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rozkladom v tomto pripade tedy je (k + 2) + (k - 2).

XITI.1 Ked#e je 6 000 = 3 . 2 000, musime o &isle N = 11190 -1

dokdza¥, Ze je delitelné oboma nestddeliteinymi Sislami 2 000 a 3.
Podia binomickej vety plati

Na(0+1) 1-m4+2,

kde M, z sd prirodzené &isla, pretoZe kombinadné Gisla su zrejme
éisla celé., Plati totiz

M= 10100 + (180)1099 + eee + (182) 104 + (lgg) 103 =

=10 8 +1200.33.49.100=10%.1b,
kde a, b 8d celé kladné Cisla;

, 100 2 100 _ ~
Zz = ( 98) 10° + ( 99> 10 = 50 & 99 . 100 + 1000 = 496 000 .

Dekadicky zdpis Gisla M konéi teda 3tyrmi nulami a poslednym Stvor-

€islim éisla N je preto posledné Stvoriislie &isla 2z, tj. 6 000.

Z toho zéroven vyplyva, Ze &islo N je delitelné dislom 2 000,
Balej plati

§F= (12 - 1)100 -3 o 12100 _ (120)1299 + eee = (1‘_.2‘))12 +1-1 =

=12 P=3, 4P ,
kde 8islo P je zrejme celé, pretofe kombinadné &isla sd celé Gisla.

Z toho vyplyva, %e &islo N je deliteiné tieZ tromi, &im je tvrdenie
Ulohy dokdzané.

XIII.3 Ak je 2 cosol = 1 =0 , tj.

/1/ o= L, o = 2%,
potom rovnica
12/ (2 cos -1)x® +4x + 4 cosol +2 =0

wéd jediny koren x = - 1, ako sa fahko presveddime. Hodnoty /1/ preto
danej dlohe nevyhovuji.

Nech je teda ol # L L 42E Zite 2 cosol - 1 # O. Kva-
dratickd rovnica /2/ mé po%om diskriminant D = 8(3 - 4 cos®ol) .
Redlne korene mé preto préve vtedy, ked je 3 - 4 cos“cl £ 0 &iZe

/31, leosot| £33 .

Nerovnica /3/ je splnend prdve vtedy, ked o( patri do niektorého
2z intervalov

Sk R
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Rovnica /2/ wd jeden koren kladny a druhy zdporny prdve vtedy,
ked

ol + 2
/5/ X-X =i.£°_s—-__-—<o.
172 7 5 cosot - 1

Sd tieto dve moZnosti:
a/ 2 coscX =1 >0 ¢&i%e K patri do niektorého z intervalov

<0, %—) s (53;‘-—, 2:7t> . Potom podia /5/ je 2 cosct + 1< 0, tj.

cosol < -% 8ize oL je z intervalu (2—30—6- s i%—) . Je zrejmé, Ze

tieto intervaly sd disjunktné a v tomto pripade dloha rieSenie nemd.
b/ Nech 2 cosol = 1< 0 &i%e o je z intervalu (-2;-, 5—?—)
a vzhiadom na /4/ z intervalov
x5 T 5%
6 —— 'i < _) .
/6/ (F &), (FE 4
PretoZe x;x, Jje &islo zdporné, je podla /5/ 2 cosot + 1 >0, tj.

cos ol > -%- , 8o znamend, e o patri niektorému z intervalov

11/ o, 28), (%, 2m> .
Prienikom intervalov /6/, /7/ st v8ak intervaly
/8/ (& 2_vc_) <&£ &)

3 3 ! 3 3 ’

ktoré ddvaju riesSenie tdlohy.

Zostdva edte preskima¥ pripad, ked je jeden koren rovnice /2/
kladny, druhy rovny nule. To nastane prédve vtedy, ked je KXy = 0
a stcasne X) + Xp > 0. 2 /5/ viak pre tento pripad vyplyva
2 cosxd +1 =0, z &oho
/9/ o = —2:; , Tespe A= L—gt .

Ak plati /9/, potom je zrejme 2 cos{ -1 = -2 #£ 0 a sidasne
X, + X, =2, 8o je &islo kladné. Spojenim /8/, /9/ dostdvaume, Ze
rieSenim dlohy su v3etky disla ol 2z intervalov

( 3°3 /° < 33 :
XIV,1 Dané &islo moZno vyjadrif v tvare
5 .22 ,5%0 o0, 32 o 30 220 _ 55 50B 18 , 122 =

=19 . 50% + 19 . 12 + 507 - 12B, &islo 50° - 12° je vsak pre
ka?dé celé n 2 0 delitelné Sislom 50 - 12 = 38 = 2 » 19. Z toho

vyplyva, Ze dané &islo je deliteiné devatndstimi pre kaZdé celé
nZz o,
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XIV.3 Predpokladajme, Ze x Jje rieSenim danej rovnice

/1/ sz -2x -1 + sz +2x -1 =7p,

kde p Jje dané redlne &islo. Potom zrejme musi platil jednak
/2/ " P 20,

jednak x° - 2|x| -1 20 &ize

Unocnenim oboch strdn v /1/ dostaneme

oot ax®ram-1+2 W2 -1)2 - 4x? =P
CizZe
/4/ 2 Wx2-1)2-4x2 =p2-2(x2—1).
Z toho vyplyva, Ze
/5/ p2 22 (x2 - 1) .

Umocnenim /4/ dostaneme
4[(12 - 1)2 - 4121 = p4 - 4p2(12 - 1) + 4(x2 - 1)2

gize
/6/ 4x® (pz - 4> = p° (pz +4).
Zo /6/ vyplyva
/7/ PP -4>0
~a za podmienky /7/ woZe rovnici /1/ vyhovova® len niektoré z Zisel
2
/8/ x0=1 ﬁ :

Z /5/ a /8/ vS8ak pre p vyplyva podmienka

2/ 2

P22 P__(ETLL) -1>

4 (p° - 4)

a z toho vzhiadom na /7/
6 - 22262+ 4) - 4 6F - 1)

z &oho vyplyve
/9/ p4 - 8p2 - 16 20 .
Z /9/ dostaneme

(2 - a6+ ) [ (2 -)] 20,

odkial dostaneme
224 (1+V2)

a vzhiadom na /2/
/10/ P 2o Vi+ V2 .

Tym swe dokdzali, Ze ak rovnica /1/ wé riedenie, wbze nim by¥
len niektoré z &isel /8/, pridom pre &islo p musi byt splnend pod-
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wienka /10/.

Na druhej strane v3ak vtedy, ked je splnend podmienka /10/,
obe Cisla Xy, X, urdené vz¥ahom /8/ existuji a vyhovuji vziahom
/5/ a /6/ a teda aj /4/. Zo /4/ a /5/ vyplyva sprédvnost /3/, obe od-
wocniny v /1/ s definované a plati /1/. Dokdzali sme teda, Ze dana
rovnica mwd riedenie préve vtedy, ked plati /10/, a to dve rieSenia
urdené vziahom /8/.

XV.2 Podet asti, na ktoré rozdefuje rovimu n kruZnic uvedenych
vlastnosti, oznadme Pp. Pridajme k tymto n kruZniciam dalsiu kruz-
nicu k tak, aby sistava n + 1 kruZnic mala pozadované vlastnosti.
Kru?nica k pretina ka%ddi z n pbvodnych kruinic v 2 bodoch. Celkom
tak dostaneme na k 2n bodov, ktoré ohraniduji 2n Jjej oblikov. Ku
kazdému z tychto oblikov patri jedna z Py dasti roviny, ktord nim
bola rozdelend na 2 Gasti. Znamend to teda, Ze pridanie kruZnice k
zapridinilo vznik 2n dJdalsich &asti roviny. Plati teda

/1/ Py = Pyt 20 .
% /1/ postupne dostaneme
P, = Ppq *+2(n-1),
Ppo1 = Ppp +2(@=2),
2/ ' Ppp = Pp3 *+ 2(@ = 3),

j =p + 2 .1
Séitanim v8etkych rovnosti /2/ dostaneme

n-1

/3/ pnapl-l-kZle.

Druhy s¢itanec v /3/ sa rovnd % (2 +2n - 2).(n - 1) = n(n - l) a
pretoZe p; = 2 /vmitro a vonkajSok kruZnice/, je

/4/ P, = n(n - 1) +2=n’-n+2.

Sprévnos¥ /4/ dokdieme pomocou /1/ watematickou indukciou: Pre
n =1 dostaneme zo /4/ skutodne p, = 2. Nech teraz plati /4/.
Potom vzhiadom na /1/ je Pp1 = Py + 2n = n° =n+2+2n=n°+
+n+2=(n+ 1)2 - (n+ 1 +2, 3o znanend, Ze /4/ plati aj pre
n+ l.

XVI.2 Oznadume |AB| = ¢, |BC| =&, |cA| =b, [aD] =2, |BD| = b,
lep| = ¢”.
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Obr. 14

Potom dané rovnosti moZno zapisaf v tvare
/1/ a2 + a2 a2 +b2ac?+e?,
VySétrujume velkosti uhlov < BAD, 4CAD a 4BAC pri vrchole A.

Oznadme ich /obr. 14/: 4BAD = ¢ , 4CAD = P , 4 BAC = w . Podia
kosinusovej vety je

/2a/ 2a’c cos @ = a2+ ¢ =12,
/2v/ 2a’b cos Y = a’? 4+ b2 - ¢,
- /2¢/ 2be cos W = b + ¢ - aZ .,
Z /1/ vsak vyplyva

/3a/ a'z-b'2+02=b2+02-a2,
/3b/ a2 = ¢c2 4+ 12 wp? 4 c? -2,

Spojenim vziahov /2abc/ a /3ab/ zistime, Ze &isla cos §, cos Y a
cos w su sudasne vietky tri bud kladné alebo zdporné alebo rovné nu-

- - g T
le. Je teda bud ¢ =y _au--%'- alebo ¢ <&, p<-L,

w< Zalevo ¢>F, p> L, w>ZL,

Rovneky vysledok vSak dostaneme aj pre uhly pri vrcholoch B,
" C, D Stvorstena ABCD.

Ak je teraz trojuholnik ABC ostrouhly, netreba uZ nié dokazo-
val. Nech je trojuholnik ABC pravouhly alebo tupouhly a to tak, Ze

. P %% p . « >
w 2 —?ét-— . Potom vsak na zaklade vysSie uvedeného je tiez ¢ = —3-;—-

a vy ¢ L, 7 toho ele sudasne vyplyva, Ze pri kaZdom z vrcholov B,
C, D je aspon jeden uhol ostry. Podfa predchddzajiceho to zdroven
znamend, Ze vSetky uhly pri vrcholoch B, C, D su ostré diZe troj-
uholnik BCD je ostrouhly.

- 124 -



XVII.2 a/ Uvaiujme najsk8r o pripade, ked n je &islo prirodzené.
Potom na zdklade binomickej vety plati

> [(8) e )< - (o () v )]

- k=0 — =
n 2 5

- (’1‘) . 2871 (g) 283, 3 4 (g) 2270, 32 4 ue
giZe a, Je celé &islo. Dalej je zrejué, Ze vietky &leny sudtu,
ktorym je vyjadrené, s vy¥nimkou najviac prvého, su delitelné troma.
Preto a  je delitefné troma préve vtedy, ked je ? .20l o poonl
delitefné troma a vzhfadom na to, e 2271 nie je troma delitelnd,

prive vtedy, ked je troma delitelné &islo n.
b/ Pre n =0 plati:

a

80-1-1=0.

2|3
Gislo a, Je teda celé a delitelné troma.
¢/ Nech n je celé zdporné &islo. KedZe plati
1
2+v—=
25
-n -n
81[1&.(2-\5') - (2 +\3) .-
2 V3
8islo -n je prirodzené a preto vzhiadom na vysledok Sasti a/ je
gislo a  celé a delitefné troma préve vtedy, ked je -n a teds
tieZ n delitelné troma.
Dokdzali sme teda, Ze &islo a, Je celé pre kazdé celé n a
deliteiné troma préve vtedy, ked je n deliteiné troma.

Jje

XVII.4 Oznalme stredy Usediek AB, AC, AD, BC, BD, CD Vv uvedenom
poradi Spp* Sac® Sap» Spe* Smp* Scp /obr. 15/. Nech je S stred

Uselky S,pSop /0 pripade S,p & Sy budeme uvaZoval zvldst; zatial
predpokladajme, Ze body Spp* Sac® Sap® Spcr Sppr Sep sd navzdjom
rdzne/. Podla zndmej planimetrickej vety je SABSADlIBD a tieZ
SBCSCDIIBD, z &oho vyplyva, Ze SABSADllSBCSCD' Analogicky sa ukéze,
Ze SADSCDIlSABSBC' Stvoruholnik S,pSp.SopS,p Je teda rovnobeZnik
a bod S je siSasne stredom uselky S,pSpse Plati preto: (ssAB] =

|ssge| = |ssCD| N (ssAD\ a pretoze AC.L BD a S5, Ac,

SBCSCDIIBD, je SABSBC._LSBCSCD a rovnobeinik je zrejme obd{Znikom,
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e Obr. 15

S DS
s;;\\\\\\j////

B

éo znamend, Ze tieZ fSSBCl = ISSCDI.
Analogicky sa dokdZe, Ze S,pSpnSapSpc Je obdfznik a teda pla-
ti: |SS,p| = |SSpp| = |8S,q] = [SSgp). Bod 5 je teda rovmako vzdia-

leny od vSetkych bodov SpB» Sac® Sap* Sper Smpr Scp ¢iZe existuje
gulovd plocha so stredom S, ktord vietkymi tymito bodmi prechddza.
Zostéva eSte preskimal pripad S, = Sgpe Ak by tento pripad
nastal, boli by body A, B, C, D vrcholmi rovnobezZnika ABCD, v kto-
rom AD llBC . Vzhiadom na predpoklad AD | BC to vSak nie je moZné.

Analogicky sa vylddia pripady Spc ¥ Spp» Spp = Spg o
XVIII.1 Nech x, y Je dvojica raciondlnych ¢isel, pre ktoré plati
1/ (x + yV8)% = 7 + 35 .

Potom

x2 + 5y2 + 2xyvg =7 + 3f§
Cize

x% +5y% - 7= (3 - 2xy)\5 .
Ak by bolo 3 - 2xy # O, bolo by

(5= t5y’ o1

3 - 2xy
raciondlne &islo, &o v3ak nie je pravda. Dostdvame teda 2xy = 3, tj.
/2/ Xy = %

a sudasne
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/3/ %% + 55> =7 .
Umocnenim /3/ na druhd dostaneme

/41 x* + 10x%y% + 25y% = 49
a z /2/ analogicky dostaneme
/51 20x%y® = 45 .
Po odéitani /5/ od /4/ médme
x4 - 10x2y2 + 25y2 = 4 ~

8ize

(x2 - 5y2)2 =4 .
Je teda bud
/6/ x° - 5y% = 2
alebo
/17 X2 -5y° = -2,

Séitanim /3/ a /6/ dostaneme 2x2 =9 ¢&ize x2 = % , ¢o v3ak nie je
mozné, pretoie x je podia predpokladu raciondlne &islo.

Séitanim /3/ a /7/ analogicky dostaneme 2x® = 5 ¢&ize %% = %,
&o opat vedie k sporu s predpokladom raciondlnosti &isla x.

Zistili suwe teda, Ze neexistuje Ziadna dvojica x, y pozado~-
vanych vlastnosti.

XVIITI.4 Dand nerovnica je zrejme ekvivalentna’ 8 nerovnicou
2

/1/ |z - |z + |zl] 2 € 3|22
ktorej vyhovuje ¢islo z = O,

Nech teraz z = r(cos¢p + i sin ), kde r >0, ¢ €0; 2x)
si redlne éisla, vyhovuje nerovnici /1/. Potom zrejme plati

ir(cos(,o+ i sincp) - r (cos @ + i sing + r”2 Z 3x?
z &oho po vyndsobeni &islom r ° a vyjadreni absolitnej hodnoty vo
vnutri vyrazu na iavej strane dostaneme

|cos<f v 1+cos(f)+1s:|.ntfl2
cize

cos CP -2 cos g V2(1 + cos @) cos @) + 2(1 + coscf?) +81n£f 23,

Z toho po jednoduchej dprave mdme

/2/ cos @ Z cos 7 V2 (1 + cos g?) .

Z vykonanych dprav je zrejmé, Ze Cislo 2z # O vyhovuje danej nerov-

nici prdve vtedy, ked jeho amplituda g e <0; 2C) splnuje /2/.
Nerovnici /2/ vyhovuau zreame vSetky tie &isla ¢ » pre ktoré

coacf-o, tJe (/7- a (70..

Nech cos ¢ >O Potom z /2/ nédme 1 = V2 (1 + cos 99) , z &oho
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po umocneni na druhd a jednoduchej dprave dostdvame nerovnicu
cos @ s - % , ktord je v spore s predpokladom. Znamend to teda, Ze
uhly ¢ , pre ktoré cos ¢ > O nerovnici /2/ nevyhovuji.

Nech cos ¢ < 0, potom z /2/ dostaneme

18 V2(1 + cos @) ,
z &oho analogicky ako v predchddzajicom pripade dostaneme nerovnicu
/3/ -%ﬁcoscf<0,

ktorej vyhovuji préve tie &isla ¢ 2z uvaZovaného intervalu, pre
ktoré plati niektory zo vzlahov

x < 2x J < It
4 Z ¢ =5 A ok

Pre rieSenia nerovnice /3/ viak zrejme plati 2 (1 + cos (f) 21
dize \I2 (1 + cos (f) 2 1 a cos chZ (1 + cos (.P) < cos P> tje vyho=-
vuji nerovnici /2/.

Zistili sme teda, Ze danej nerovnici vyhovuje &islo z =0 a
tie 8isla 2z = r(cos @+ i ein cf) # 0, pre ktorych amplitidy plati
/4/. MnoZina rieSeni danej nerovnice je zobrazend na obr. 16.

5

i

il

e «/////

0%

\/:37

Obr. 16

i

XIX.1 Pretofe p je prvodislo va&3ie nez 2, je nepdine a podet
siitancov na pravej strane je pdrny. Sulet na pravej strane moZno
preto upravil takto:

a 1 1 1 1 1
== 1|1+ +H s + + ees + + .
° ( p-l) (2 p-2) e
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Dvojice sditancov v zdtvorkdch moZno sdita¥:

1 s p-n+n _ P
p-n n(p-n n(p-n

+

sl

Preto plati:
8 p.c¢

S=p1.2.....2-?-—]-'.1~3—1.....(p-1)=(p-1)!.

Sitatel & je vBak &islo prirodzené, ktorého presmi hodnotu nepo-
trebujeme poznaf, pretoZe plati

a.(p=1)1=p.3%.b.
Prvodislo p vSak zrejme nedeli &islo (p - 1)! a musi teda delil
gislo a, ako sme mali dokdza¥.

XIX.6 Tavé strana danej nerovnice md podfa definicie druhej odmoc-
niny a logaritmickej funkcie zmysel pre vSetky x, pre ktoré sicasne
plati

tgx-120, tgx>0, tgx#é1l, 2+4cos’x>0.
VSetky tieto nerovnice su sidasne splnené prdve vtedy, ked je

/1/ tg x >1.

Za tohto predpokladu vSak je dand nerovnica ekvivalentnd nerovnici
2 >

/2/ logtg x(2 + 4 cos x) 2 .

Dani nerovnicu moZno teda nahradif sustavou nerovnic /1/, /2/. Podia
/1/ je v3ak zdklad logaritmu v nerovnici /2/ vadsi nez 1 a tak ne-
rovnica /2/ je ekvivalentnd nerovnici

/3/ 2 + 4 cos’x 2 tgzx .

Ak do /3/ dosadime za cos’x = -—?—14;——, 8o plati pre vsetky x,
tgx + 1

pre ktoré je definovand funkcia tg x, dostaneme

/4/ tg4x - tgzx -6%0,

8o e nerovnica ekvivalentnd nerovnici /3/. Zo /4/ jednoduchou dpra=-
vou dostaneme

2
% -1y <%
(tgx 2 4

z &oho vzhiadom na /1/ vyplyva

2. <

tgx =3

Cize )
/5/ -V3Stgx=§3.
Spojenim /1/ a /5/ dostaneme

nn

1< tg x s VE',
z &oho vyplyva, Ze sustave /1/, /2/ a teda aj danej nerovnici vyho-
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vuji éisla

AZL-+ kx < x é L + kx ,
4 3
kde k je fubovoIné celé &islo.
2> > 2 2> 2> 2> 2 D> D D>
XX.,2 Oznalme BA =c¢ , AC=a ,CB=b,DC=u, CE=v ., Potom
> > — >
AD = ¢ , EB =c . /Obr. 17/
Obr. 17
rd
>
% > \B
D T A B

Predpokladajme, %e existuju také diZky tsediek a, b, aby exi-
stoval trojuholnik ABC tej vlastnosti, Ze <& DCE je pravy. Potom
plati:

/1/ T.V=0.
Zrejme plati: s 5 N
-> -

/2/ u=a-=-c, v=b-c¢,
/3/ a+B3+3=3,

-
kde o je nulovy vektor. Podia /1/, /2/ plati
/4/ 2.3-2@+®) +2.2%=0.
Podfa /3/ vsak je
/5/ 2+g=-zs
z ¢éoho
/6/ 2. . 2.83--9).

\ I\J|H

(@
Po dosadeni z /5/ a /6/ do /4/ dostaneme teda
52.3=3 .23+ B . T

/7/ 5 ¢% = a% + b2 .,

Ak, naopak v trojuholniku ABC plati /7/, potom sa obrdtenim
postupu presvedéime, e < DCE = 90°.

K tomu, aby sme mohli zostrojif trojuholnik ABC poZadovanych
vlastnosti, musi platif

la - bl <c<a+h
&izZe
a.2+b2-2ab<c2< 9.2+b2+23b
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a vzhiadom na /7/ sidasne
e = % (az + bz).
Znamend to teda, Ze wusi sidasne platif

42° + 4v% - 10eb <O , 422 + 4v% + 108b >0 .
Druhd z tychto nerovnosti je vSak splnend pre kazdé kladné a, b.
Prvd nerovnost upravime na tvar

2
a a g
) Z(b)-s(b)+2<o'
z ktorého dostaneme
1 a
/8/ 1c2<e.,
VSetky upravy, ktorymi sme dostali podmienku /8/, boli ekvivalentné.

Stadi teda splnenie tejto podmienky k tomu, aby trojuholnik ABC
bolo moZno zostrojif s uhol DCE bol pravy.

XXI.2 Pouzijeme rozkladu otdéeni ve dvé rovinové soumérnosti, a to
v konstantni soumérnost ,93, kterd pfevede A v B a v proménnou
soumérnost 92 podle roviny (© trsu B, pri CemZ P # BCD.
Soumérnost 93 prevede bod C v bod D, soumérnost 9% pre-
vede bod D v bod kulové plochy [,, kterd md st¥fed B a polomér
BD a z niZz je vylouden bod M polopfimky DC; M je urden podmin-
kou CM = CD. Kulovd plocha [ protne povrch krychle ABCDA'B'C'D”
Para) N
ve ¢tvrtkruZnicich K157, AD , C'D 1leZicich po Fad¥ ve sténdch
A'B°Cc”, AAD, DCC”. Sjednoceni téchto t#i Etvrtkruinic je hledand
mnozina vSech bodd X .

XXI.5 /Nejkrat3i Zdkovské PeSeni/ VytvoFfime usporddané dvojice dis-
junktnich podunoZin mnoZiny M. Pro libovolny prvek unoZiny M mdme
pravé tri moZnosti: .

/1/ bud je prvkem prvni podmnoZiny;

/2/ nebo je prvkem druhé podmnoZiny;

/3/ nebo nepatii do Z4dné z t&chto podmnoZin.

Kazdy z p¥ipadd /1/, 2/, /3/ wé n wo¥nosti. Je tedy 3 moZnosti.

XXII. PouzZijeme toho, Ze /pro kaZdé pFirozené n = 2/

W-1)ea-1,

nebo¥
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n-ls n2-1<n-1+1.

MnoZinu M = {\'T, ‘{E, avey Vnz - 1} rozloZime na n - 1 disjunkt-

nich podmnozZin A, definovanych takto:
b, ={xewm; [x]=1) i w1y B susy B = de

Nyni zjistime podet Py prvki mnoZiny Ai. Ne jmenSim prvkem mnoZiny
Ai je zPejmé —
o = V12 ;
(i + 1)2 -

A = {o(i,oli + 1, eee, ﬂl} ,

pp= (1+1)%-1f 2141,

Jejim nejvétdim prvkem je
Z¥ejmé Je

a proto

Z predchoziho plyne pro ka%dé n 2 2
2 n-1 n-1

S-S s e a)m e e s

i=1 i=1
Podle zndmych vzorci pro >i a 'Zl dostaneme

n--1
Z[V;]=%(n-l) .n(2n-1)+%(n-1)n,

po Upravé hledany vzorec
n -1
g [k] =%‘n(n -1 (4n+1).

XXII.5. PouZijeme analytické geometrie v roviné s jednou komplexni
sou¥adnici. Misto ygymbold +, . .pro operace uZijeme vyraznéjsich
znaki ® a e . Je tedy
1 1 n+/
d_ » ﬂ ‘= Ed + -Z-ﬂ
Ocoﬂ =(l-i)0(. +iﬂ

Z prvni rovnice /1/ je patrno, Ze operace # Jje komutativni, napro-
ti tomu operace ¢ neni komutativni, nebot

Q-i)ot+ifB = (-1)8 +ict
(@P-2i)el = (1 -2i) 3,

coZ plati jen pro oL = /3 .

/1/

dava

+ Pismena <( » 2 znadi soudasnd body roviny P i jejich komplexni
sou¥adnice. Obdobn& jind pismena.
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Zobrazeni x+>x 2z &ésti /b/ a /c/ je charakterizovéno vzta-
hem ’

rd

X" aX=(AeX)xB
neboli v souradnicich

(1 - i) x + ix = %(1 - i)a + & X + g

2 bl
po upravé
/2/ x’=1‘ix+(2+l°_(1_+_il
4 2 4
Rovnice /2/ je podobnost p¥imd s koeficientem ll L., Jeji
8

samodruzny bod je jediny a dostaneme jej, poloZime=-1i v /2/ x” = x.

Pak vyjde

3 =i
10

X =

(2a + b + bi) .

XXII.6 Necht AB je libovolnd tsedka ddry L. UtvoPfme ovdl sloZeny
z pravouhelnikd o strandch 2, d a kruZnice o poloméru 1l; jeho ob-
sah je 2d + T . Tento ovdl /obr. 18/ je mnoZina vSech bodli, které

maji od nékterého bodu uselky AB vzddlenost nanejvys l. Jsou-1li JK,

K. dvé sousedni iuselky Obr.

= P

a/

louwené 8dry L, maji oba ovdly C%) Oé jako prinik kruh se
stredem K, polomérem 1 a obsahu JU . Pro obsah P sjednoceni
vSech ovdll plati

n
/1/ PS> 24, +w =3t+2Zdi,
i=1 i=1
kde d; (i1 =1, 2, oo, n) jsou délky Uselek lomené &&ry L. Kdyby

platilo
;Z: d 1248

pro nékterou lomenou éaru L, plynulo by z /1/

Pig J* 2496 < 2500 = 50° .

To je vSak spor, nebot P £ 502
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XXIII.2 RozliSime &ty¥i p¥ipady: I/ A ABC je ostroudhaly, ;I/‘A ABC
je pravodhly, III/ A ABC je tupodhly nerovnoramenny, IV/ A ABC je
tupodhly rovnoramenny /obr. 19 a, b, c, d/.

Obr. 19

b/ é§\

A N2§(N B8

Oznacéime 01» O3, 04 0By stran A ABC, O stied kruZnice
opsané. TTA’ T, TTg Jsou mnoZiny bodd, které waji za nejbliZdi
vrcholy body A, B, C.

Snadno dokd%eme, Ze na obr. 19 a/ nejdel3i z tselek AX, které
lze umistit do TI, Je Gselka 4O «_ Ob-
dobnd tomu je v oblastech Il a 1l,. Nejvdtai z dselek A0, BO,
CO je kterdkoli z nich, nebof je AO = BO = CO. Uloha I md jediné
feSeni - bod O.

Obdobné tomu je s FeSenim pFfipadu II; také zde méd dloha jediné
YeSeni - bod O, ktery je stifedem prepony AB.

V piipadé III necht je AC > BC. Nejvétsi z dsedek AX /X € TE{
je AN /M, N jsou prisediky os 03, 05 8 tuselkou AB/, nejvétsi
z usedek BX /X € Tlg/ je BN. Mimo to je AM = CM, BN = CN. Proto-
Ze je AC >BC, je AM > BN a \dloha III méd tedy jediné FesSeni -
bod M.

Konednd v p¥ipadé IV je AC = BC, AM = BN = CM = CN,pfipad IV
md dvé FeSeni - body L, N.

XXIV.2 Sestrojime nejprve graf rovnice [xz] + [y = 0. Na obr. 20
je tento graf, ktery se sklddd z neuzavrienych &tvercl, k nimZ ndleZi
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vZdy levy dolni vrchol & polo-
uzaviend levd a dolni strena.
Levé dolni vrcholy jsou body pa-
raboly x* = ¥y 8 celodiselnymi
souradnicemi a na né jsou "p¥i-
véSeny" jednotkové &tveredky.

Na obr. 20 je také graf
pPimky 3x + y = 2, Snadno dokéd-
fZeme, Ze tato p¥imka m & Z e
zaséhnout jen sedm naznadenych
8tverci. Viechna m o0 Z n 4 Te=-
Seni jsou pro x

Obr. 20

2.8 x5l 20,
1-2.
Prisludnd y vypoSteme z rovnice

na
3:+y-2.

XXIV.4 Pro viechna redlné z plati [z) + z 2 O, pFidemZ rovnost
plati jen tehdy, je-li =z s o. Upravime danou rovnici na tvar

/1/ Ix-2]+]y-3l+y-3=p-3.
Levd strana je podle piedchoziho rovna nule, prévé kdyZz
x=2=0 y-3%50

a je vZdy nezdpornd. To znamend, Ze pro p < 3 nevyhovuje dané rov-
nici Z4dny bod, pro p = 3 je Fefenim polop¥imka
x=2,y§3.
Pro p >3 dostdvdme v polorovind y & 3 mnoZinu FeSeni
|x-2‘-p-3
tjo dvojici polopfimek x-2=£% (p-3). Gloha
wéd tedy jediné Feeni p = 3 .

XXIV.6 PovaZujme dvojice (x, y) za vektory v dvojrozmérném bodo-
vém prostoru R,. Podle textu dlohy obsahuje mnoZina M aspon jeden
vektor (a, b) a obsahuje-li dva vektory (x1» yl), (x55 ¥p) s obsa=
huje i kaZdou jejich linedrni kombinaci a obsahuje i vektor (a2,b2),
nebot a° = a.a, b° = beb. Vektory (a, b), (az, b?) jsou linedrnd
nezévislé. Z podminky ab (a - b) #0 plyne a ¢ 0, b £ 0, a ¥ b,
Kdyby byly vektory (s, b), (a2, b?) 1linedrn¥ z4&vislé, platilo by
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2’ = Aa, b2 = Ab, tjo &a = A= b, cozZ je spor.

Vektory (a, b), (a2, bz) jsou bdze a proto M je mnoZina
vBech vektord R,. /Reeni bylo odméndno zvlédtn{ cenou MG &sAv./

XXV.1l Druhd mocnina celého ¢isla ndleZi vidy do zbytkové t¥idy O

nebo 1 modulo 3. V nasi dloze, kde x2 + y2 = 3z2 ,néleii xz+ y
do zbytkové t¥idy O. Z tabulky vylteume:

2

Zbytkovd t¥ida x° | Zbytkovd t¥ida y°| Zbytkovd t¥ida x°+ y°
0 0 0
0 1 1
1 1 2

2

To znamend, Ze x i y Jsou ndsobky t¥i: %% = 9x§, ¥y = 9y§, tie
oxf + 9y3 = 32% 111

/1/ Bxi + 3y§ - z° .

Je tedy 2z nédsobek t¥i: z = 3z, &ili z /1/ plyne

2 2 2
xl+y1-321.
Zvolime~-1i za 2z nejmendi kladné &islo Z4dané vlastnosti, je z,<32
jeSt8 menSi &islo této vlastnosti, coz je spor. Gloha mé tedy jediné
Teseni

x=y=2z=0,

XXV.6 Body A, B, C nelezi v piimce, tedy ani A", B, C° neleZi
v piimce. Kdyby body A", B, C°, D 1leZely v rovind, byla by to ro-
vina obsahujici ot a bod D € Jr by leZel na piimce p, coZ odpo-
ruje pFedpokladu. Tvo¥i tedy body A", B", C°, D opét vrcholy Styi-
sténu.
Z pFedpokladu rovnobdinosti AA°(BB’|lcc|iDD’ plyne existence
bodd E, E° na pfimce AA", pro nd% plati
E-A=D" =D
E"=A"aD~D"
Je patrno, %e body E, D° /resp. E', D/ jsou stejnd vzddleny od ro-
viny, jeZ obsahuje polorovinu It /resp. U’ /, a proto se objemy
StyFstdni ABCD a ABCE /resp. A'B'C'D a A“B'C°E’/ sob¥ rovnaji.
Staéi proto dokdzat rovnost objemd Ety¥stdni ABCE a AB'CE’.
Plati AE = A’E” = DD” a déle bod B mé od primky AE stejnou
vzdélenost jako bod B’ od piimky A’E", a proto maji trojthelniky
ABE a A'B'E’ t§% obsah.
Roviny ABE a A’B'E’ splyvaji a CC'||ABE, takie vyika Zty¥-
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sténi ABCE a A'B'C'E", a tedy i objemy Sty¥stdni ABCD  a

A'B'C'D jsou stejné velké.

XXVI.1 Celd kocku so stranou 1 mbZeme rozdeli¥ na 512 kociek so
strancu dlzky % . KelZe 4 . 512 = 2048 < 2050, wusi podfa Dirichle-
tovho priehradkového principu existova® medzi nimi aspon jedna, kto=-

14 obsahuje najmenej pa%t z danych bodov. Ak tejto kocke opifeme gulo-
vi plochu, pre jej polomer r plati

ol <V < e

IXVI.4 Ak nejakd trojica x, y, z vyhovuje sistave

/1/ X+y+2z=3,
1 1 1
/2/ i--l--i-i-zli-g-,
/3/ 2 +yl+23 =45,
potom musi zrejme byt x £ 0, y £ 0, z £ 0 . Z /2/ dostaneme
/4/ Xy + yZ2 + 2ZX = T% XyZ o

Zrejue plati

3

(x+y+ z)3 =x2 + 3y + 23

+ 3(x +y + 2)(xy + yz + 2x) - 3xyz ,
z &oho po dosadeni z /1/, /3/, /4/ a jednoduchej tprave dostaneme

/5/ xyz -'-‘-24 e
Vzhiadom na to po dosadeni do /4/ hned bude
/6/ Xy + yz2 + 2x = - 10

z /1/, /6/, /5/ na zéklade zndmych vz¥ahov medzi korenmi a koefici-
entami kubickej rovnice vyplyva, Ze &isla x, y, z vyhovujice sista-
ve /1/~/3/ musia by¥ korenmi rovnice

/1/ w - 3u2 - 10u+24m0.,

KedZe u?-3u2-10u+24-(u-2)(u2-u-12) =

= (u- 2) (u + 3) (w - 4), rovnici /7/ vyhovuji Sisla 2, -3, 4.
Dosadenim sa fahko presveddime, Ze vdetky permutdcie isel

tejto trojice si rieseniami danej sistavy.

XXVI.,5 M&%eme predpoklada¥, %e body nasleduji na priamke za sebou

v poradi A)s Ayy eeey Aj. Nech k Je najmensi index taky, Ze medzi
bodmi Ay, Ag, eeey A uz s body vietkych Styroch farieb. Bod Ay
md teda ind farbu ako ktorykolvek z bodov A, Ay, eee, Ay_pe Oznad-
me Jj najvadsi index taky, ¢ 1 S jS k -1 a Ze medzi bodmi AJ’
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Aj+1’ eoey Ay uZ sd body vietkych Styroch farieb. Bod A, md teda
imi farbu ne# ktorykoivek z bodov Aggrs Agpor eoes Age Geelka Aghy
uZ zrejme mé poZadovanid vlastnos¥, pretoZe farby bodov A, a8 Aj sa
vyskytujd medzi bodmi A;j’ A3+1’ eoey A préve raz a zostdvajice
dve farby aspon raz.

XXVII.4 Najskdr dokéZeme, %e ak md Stvorsten ABCD sulet diZok
hrén |AB| + |Bc| + |cD| + |AD| = 12 a sidasne najvadsi moiny objem,
potom musi byt |AB| = |BC| = |cD| = |AD|.

Predpokladajme opak. Nech napr. |AD| # |CD| /analogicky moZno
uvazoval o fubovolnej dvojici susednych hrén z danej Stvorice hrén/.
UvaZujme o bodoch D,, D, v rovine ACD, ktoré maji rovnaki vzdia-
lenos® od bodov A, C a pre ktoré plati

|4D,| + |cD;| = |AD,| + |cD,| = |AD|+|cD| = 12 - [4B] - |BC].

Body D;, D, maji najvaddiu woZnd vzdialenosf od roviny ABC a teda
Stvorsten danych vlastnosti so susednymi hranami réznych diZok neméd
maximdlny objem, o je spor s predpokladom.

Nech existujdi dve r8zne dlhé protifanié strany z danej Stvori-
ce, napr. |[AB| # |CD|. Podfa vyZie uvedeného plati |[AD| = |CD|,
z &oho vyplyva ]AB( # |AD| . To vSak je opa¥ spor s tym, &o sme do-

kézali vysdie.

' Balej je zrejmé, %e ak roviny ABC a ACD nie si na seba
kolmé, mdZeme otolenim niektorej z nich okolo priamky AC do polohy
vzdjomne kolmej ziska¥ ¥tvorsten danych vlastnosti s vaddim objemom.
2 toho vyplyva, Ze v Stvorstene s maximdlnym objemom musia by¥ rovi-
ny ABC a ACD na seba kolué.

Nech S je stred hrany AC , o = <4 CAD = 4 CAB. Potom pre
objem ¥ ¥tvorstena plati

v =%_I_A_G_l__é_[B_S_|_ . |Ds| =36'- (Ac] .|BsS| «|DsS| =

(2 cosot « [ABl). (sinct .|AB|).(sinct . |ABl) =

cos ol sin®ct . ]ABIS.

Wi o~

Pretote |[AB| = 3, hfadajme maximum funkcie

f(d-)- 9 cosol 8in®ol = 9 (cosXt - cosBd.)
na intervale (O, %_ o
Derivécia
£7x) = 9 sinol (3 cos®ck - 1)
sa rovnd nule pre X, = arccos -Y%- .

- 138 =



Pre objem V 3Stvorstena v tomto pripade plati
V=9 (coscio - 0053040) = 9(12; - lg;) = 2|3,

Zistili sme teda, Ze S8tvorsten poZadovanych vlastnosti existu-
je. Jednym z takych je aj &tvorsten ABCD, v ktorom |AB| = |BC| =
= |cD| = |AD|=3 cm, roviny ABC a ADC st na seba kolmé & <§ CAD =
= arc cos .

3

XXVII.5 Zo zhodnosti trojuholnikov ABC a ABD vyplyva, Ze polo=-
mery vpisanych kruZnic sd rovnaké a priamka C'D° je rovnobeind so
zékladnou AB . Analogicky zo zhodnosti trojuholnikov BCD a ACD
vyplyva, Ze je priamka A°B° rovnobeZnd so zdkladnou AB.

Oznadme |AB| = a, |BC| = |AD| = b, |CD| = ¢, |AC| = [BD| = u,
pridom a > c. Nech P, Py By 8d v uvedenom poradi dotykové body
kruZnice vpisanej trojuholniku -ACD so stranami CD, DA, AC. Potom
plati /obr. 21/:

lac| = u = |aB,| + |l = |aP,| + |EC| = b + c - 2|DP|,
odkiaf
[DP| =2 (¢ + b - u).
Ak Q Jje bod dotyku kruZnice vpisanej trojuholniku AB so stranou
AB, analogicky dostaneme '
|aQ] = % (8 + b - u).

Z toho vyplyvae, Ze |AQl‘- |DP| = i (a = c), &0 znamend, %e priamka
PQ Jje kolmé na zékladnu AB. V takom pripade vak B'C” & PQ a
tvrdenie dlohy je dokdzané.

Obr. 21

|

i

I

1

A Q B
XXVIII.3 Oznadme s sidin |AB| . |CD|. Potom
s+% < jaml . o] + M§ |aB| . [cD| + |BC] . |pA| =
= |ac| . |BD|.

Zéroven viak plati |Acl 2, |Bpl £ 2, z Zoho vyplyva, fe 8 + 1 S

%4 8i%e (s - 2)2 £ 0. Mus{ teda platif s =2 a v danom vatahu
nastdva rovnost. Potom viak tier |AC( = 2, |BD| = 2 3iZe body 4,
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C sd protifahljmi bodmi kruZnice a to isté plati pre body B, D.
Z toho vyplyva dalej, %e |AB| = (CD|, a pretoZe |AB| . ]CDI = 2,
wmusi byt |AB| = |CD| = V2. Potom vSak tieZ |[AD| = |BC| =2 a
body A, B, C, D st vrcholmi Ztvorca, o sme wali dokdzaf.

XXVIII.4 Najskdr dokdZeme pomocné tvrdenie:
Nech a, s a, s .5 ans by = b, R4 b, si redlne &isla,
potom

/1/ (281 (Zb)‘nz‘aii’

i=1
pridom rovnost nastane prdve vtedy, ked buﬁ 8 =8y = oo =8
alebo bl = b2 B/ eee = bn °

Pre ka?dd dvojicu indexov 1 =i, j = n plati
/2/ (25 - a5 (b - b5) B0 .
Ak sitame nerovnosti /2/ pre vSetky dvojice indexov pre i = 1, 2,
eeey Ny J =1, 2, eesy n, po jednoduchej Uprave dostaneme /1/.

Dokdzané tvrdenie aplikujme teraz na n-tice redlnych &isel

xlsxzéootéxn, -xné-xn_lg ...I<-x1.

Dostaneme

n n n
S = <
(2 2)(Z tan) S 2 2oy - 5y
dizZe
(35) 2a 3 n o nys -
= i i=l i n-i+l

Z toho vyplyva, Ze nerovnost z textu dlohy plati prdve vtedy, ked
plati rovnos¥, tj. préve vtedy, ked X; =Xy = ese =X o

XXVIII.6 Nech n Je prirodzené éislo. pre ktoré plati tvrdenie
ulohy. Ak pre prvodislo p je p < n, potom e n delitefné &is-
lom p. V opaénom pripade by totiZ platilo , n) =1, 0 je spor,
pretoZze p~ nie je prvodislo.

Ianko sa zisti, Ze dlohe vyhovuji 3isla 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12,
18, 24, 30. Ziadne iné &islo mendie ne? 30 nemd poZadované vlastno-
sti.

Nech n > 30 mé poradovand vlastnost. Kedie 2° < 30, 3°< 30,
5 < 30, musi podia vy§s1e uvedeného plati% 2/n, 3/n, 5/n g&ize
n = 30k 2 60. Rede - < 60, tak n 27 . 60 = 420, ale 112 < 420,
132 < 420, 17% < 420, 19° < 420 & teda n ¥ 420.11.13.17.19 > 107.
Danej ilohe vyhovuji teda len &isla 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18,24,30.
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XXIX.2 Nech ABCD je hiadany lichobeinik, v ktorom plati |[AB|= a,
lcpl = ¢, |BC| = [AD| = r. Ozna¥me P patu kolmice z vrcholu D na
zékladnu AB = |DP| = v. /Obr. 22/ Ak by platilo r = 13 cm, muse-
lo by platif a + ¢ = 2 cm, &0 nie je moZné, pretoZfe v tomto pripade

D <

I
I\ r
wlo\
[\

A L\ 5 obr. 22

r

v < 13 cm a obsah lichobe#nika by musel byt menS{ nei 13 cm?. Naj-
dlhSou stranou lichobeinika je teda zdkladna AB a plati a = 13 cm.
Z toho vyplyva
/1/ 2r + ¢ = 15 ,
4v2 + (13 - c)2 = 4r2 9
z &oho vyplyva v°- = 2r - 1,
Pre obsah P lichobeinfka ABCD plati: P = (13 + o)V,

z &oho 2
p2.(.1.L:£_2) (2r - 1) = (14 - 92 (2r - 1),

priéom 1 < r <‘i% .

VySetrujme funkciu f£(r) = (14 - r)2(2r -1) = 21’ - 57r% +
+ 420r - 196, Derivdcia £’ (r) = 6r° - 1l4r + 420 sa rovné nule pre
r=5 a r = 14. Do uvazovaného intervalu patri len prvd z tychto
hodn8t a fahko sa zisti, Ze funkcia f nadobida pre r = 5 svoje
waximume. Pre r = 5 Je teda maximédlne P2 a teda aj P = 27 cm™
Pri r =5 v3ak musi byt aj c¢ = 5cm, ako vyplyva z /1/.

Sidasne sme na3li aj zdpormi odpoved na otdzku o existencii
lichobeZnika danych vlastnosti s obsahom 27,001 cma.

XXIX.3 Nech je K prienik otvorenych polrovin ABC a BCA dopl=-
neny eSte o otvorené dsedky AB a BC. Nech je P polrovina opadnd
k polrovine ABC, 2z hranice ktorej patri do P 1len otvorend pol-
priamka opa&néd k polpriamke AB. Podobne nech je Q polrovina opad-
nd k polrovine BCA, z hranice ktorej patri do Q 1len otvorend pol=
priamka opadnd k polpriamke CB.

Potom zrejme K, P, Q sd konvexné mnoZiny a ich zjednotenim
je mnoZina M.
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DokdZeme, fe M nemoZno ziska¥® ako zjednotenie dvoch konvex-
nych mno%in. Predpokladajme opak: M = R v S, kde R, S sd konvexné
mno¥iny. Zvoime body U, V, W tak, Ze bod A je stredom usedky UV,
bod B etredom Gsedky UW, bod C stredom vsedky VW. Ak je U € R,
potom V ¢ R, pretoZfe inak by muselo platif tieZ A ¢ Rc M, &o je
spor. Musi preto byt Ve S a rovnako tie W € S. Z toho v3ak vy~
plfva C € Sc M, 8o je opa¥t spor.

Tyu sme dokdzali, %e wnoZinu M nemoZno pokry¥ dvome konvex-
nymi wmnoZinami a tak winimdlny polet konvexnych mnoZin, ktorych
zjednotenim je M, je tri.

XXIX.6 Oznadme M = {Al, Ay, Agy Ay, AS} e B, mnoZinu tych rovin
z R, ktoré obsahuji bod Ai’ i=1, 2, 3, 4, 5. Analogicky budeme
chdpa¥ mnoZiny Rij' 15k Rijkl ako mnoZiny rovin z R obsshujice
body z M s prisludnfmi indexami. Podfa predpokladu je Biq =0
pre kaZdé i, Jj, k, 1. Dalej podfa b/ plati |R;j 54, kde symbolom
|S| oznadujeme podet prvkov mnoZiny S.

8islo
= =,

1<j<k 1k

je podet rovin, ktoré obsahuji préve po tri body. KedZe podfa b/ le-
Zi kaZdy bod z M najviac v Styroch rovindch, tak
3 2 R | S4.5
P | & 5 ’
z &oho vyplyva

> el 56
1<i<k lR‘-’“‘\
Podfa a/ je UR, = R a podfa principu inklizie a exklizie mime
5 .
7> || - = > & ,
1a1 ey 1<) lai:j' T i lﬁ*jkl

z &oho vyplyva, Ze EEE \Rij\ £20 + 6 - 7 = 19. KedZe (g) = 10,
<

existuje dvojica. i, j takd, Ze lﬁij‘ 1. Body Aj, AJ si potom
hiadanymi bodmi P, Q.
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