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Řešení

1.2 Označíme L, S liché a /nenulové/ sudé číslo. Vytvoříme začá-
tek /5 řádků/ tabulky:

L L L

L S L S L

L L S L S L L

LSSSLSSSL

LLLSLLLSLLL

1.

2.

3.

4.

5.

První tři čísla 1. a 5. řádku jsou táž; proto se trojčíslí v 1. až
4. řádku opakují, a tím je dokázáno tvrzení úlohy.

|a\ > 2 , útvar je bod O ;

|a| в 2 , útvar je poloosa reálných čísel, a to kladná pro
a = 2 a záporná pro a = -2 ;

0 = [a| < 2 , útvar jsou dvě různé polopřímky souměrně sdru-
žené vzhledem к ose reálných čísel; pro a = 0 je
útvar dvojice opačných poloos imaginárních čísel.

II.3 Použijeme indukce a nerovnosti

II.1

aj ai
která platí pro

ai* aj» rovnost nastane právě tehdy, když jekaždá dvě kladná čísla

a.
i

= a
3 •
Pro n = 2 platí dokazovaná nerovnost, jak snadno nahlédneme;

9 • Označme s в a, +
1 1 1 * ^ * /

+ a2 + ... + an, te—- + i— +.ee+i— a předpokládejme, že platí
у 2 12 up
в n ; přitom předpokládejme, že st в vl právě když je a^

rovnost nastane právě tehdy, když je s a?1

st = a2=
= an* Provedeme tento výpočet

) (t + j-i-) в st + g-S— + an+1 n+1

( al . an+l\ ( a2 an+lA
'an+l al ' 'an+l a2 /

• • •

(• n+1* + 1 "+ an+l

+ (P-+ w♦'n+1 n '
S st + • • •

. n > „2+ 1 = n + 2n »- 1 в (n + l)2 .
Tím je odůvodněn indukční krok a věta je dokázána.

III.2 Kořeny rovnice jsou

+ - b ,zx = -|
Z2 B “ | ” - Ъ
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je pravoúhlý rovnoramenný /kde Z^OZ2=Protože trojúhelník OZ^Zg
e 90°/, musí platit

Z-^ = —iZ 2 »neboZ^ = iZ 2

Případ 1. Pro Z^ = iZ2 je
a

j-

? +

a odtud postupně plyne

-1 fv -b •
. -*!

1(1 -i) -w- ь . (l + i) ,

a 1 + i \/a2
7 e T^T VX

- b

= 1 \ X “ b »7

a22
+ b ,X = “ X

a2 = 2b .

tj.

, 2
vyplývá stejným způsobem a = 2b .Případ 2. Pro Z^ = -iZg

Ze vztahů /х/, /хх/ vyplývá, že aspoň jedno z čísel a, b je různé
2

Z + aZ + b rovnaly

OZ^Z2 by nebyl trojúhelník. Platí tedy a2 = 2b / O,
což jsme měli dokázat.

Obrácená věta zní: Je-li a2 = 2b / O, tvoří oba obrazy kořenů
2

rovnice Z + aZ + b = O a počátek souřadnic trojúhelník s pravým
úhlem při počátku. DosaSme do /х/, /хх/ za b « Dostaneme

od nuly, jinak by se kořeny Z^t Zg rovnice
nule a útvar

Z2 = " f “ \ ~ Xzl = " 7
neboli

zi - - t (i + i)> Z2 = “ f (j1 “ x) *

je i a 4 0, / 0, Z2 Ф- 0 a trojúhelník OZ^ZgPlatí Zx в iZ
má při vrcholu 0 pravý úhel.

2»

III.4 a/ Všecky čtyřúhelníky B'dYx jsou rovnoramenné lichoběžní-
ky, nebol je B'D'jjxY /průsečnice roviny B'd'X s oběma rovnoběžný-
mi rovinami A'b'c'd' a ABCD/. B'D' / XY /je XY < BD = B'd'/ a
В'Х = D'Y, nebol je ЛВВ'Х = Add'Y /sus/ a XY ||BD/. Rovina ACC'
je rovinou souměrnosti každého lichoběžníka /je
tj.
sečík Z úhlopříček B^Y, D*X leží tedy v rovině АСС*" а současně
náleží vnitřku úsečky D^X , tj. náleží vnitřku Ad^AB. Společné

b'dMacc', xyIIb'd',
XY JL ACC', přičemž jsou B^D^, XY půleny rovinou AC0*7. Pru-
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Ad'ab vyplní vnitřek úsečky AS, kdebody roviny ACC' a vnitřku
S je střed krychle.

Obráceně každý bod Z vnitřku úsečky AS je průsečíkem úhlo-
příček některého lichoběžníka B'd'YX, neboí přímka D'Z protne
úsečku AB v jejím vnitřním bodě X.

b/ Je-li D'Z = 2XZ /obr. 8/, pak z podobnosti trojúhelníků
AXZ, C*D'Z plyne, že c'Z = 2.AZ. Průsečík Z úhlopříček hledaného
čtyřúhelníka tedy dělí tělesovou úhlopříčku AC' v poměru 1: 2, tj.
C'Z = 2AZ .

i
C

/

\
li/

\ /
\ A

dVz/
\

/
\ J (

A X В Obr. 8
a

Dále není možné, aby platilo XZ = 2.D*Z, neboí je

AX < C'd' « AB ,

a tedy vzhledem к podobnosti trojúhelníků AXZ, C'D'Z také XZ<D'Z.
Postup lze zřejmě obrátit.

IV.3 Vrcholy daného sedmnáctiúhelníka jsou obrazy komplexních koře-
nů rovnice

= 1 ,

neboli jsou to čísla
60° ^ . ^60° fк-Я/х/ + i sinzk a COS

16 . Označmekde к a 0, 1, 2, ...,

„ к . 360°
к a if

l6j pak je

/хх/

kde к a 0, 1, 2, • • • f

k + i sin Xk •

Označme dále m kružnici o středu ][*['\ a poloměru 1. Úloha
žádá vyhledat všecky ty body Jjz^J, které mají od středu kružnice m
vzdálenost menší než 1, tj. všecky kořeny z^ rovnice z1*^ a
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pro které platí

-№•*#)!/ххх/ < 1 .zk

Výpočtem zjistíme, že vztah /ххх/ můžeme nahradit vzhledem к /х/
vztahem

(cos - ]/f) 2 * ( .-R)! < 1 .sin x

Po úpravě dostaneme
2 2

cos xk + sin x^ sin xj + г.\ < 1COS Xк “

a dále

2 ]jé ( k + sin xj > 2COS X

a konečně

k + slnxk >№ •/хххх/ COS X

Podle známého vzorce dostaneme

(45° - xj > \ V?cos

neboli

k)> 7 V3 •

Protože i УТ = sin 60° = sin 120° = sin 420° = sin 480°, leží číslo
(45° + x^J bu3 v intervalu (б0°, 120°) nebo v intervalu
(420°, 480°); druhý interval zřejmě nepřichází v úvahu, protože pla-
tí к < 17 . Proto musí být

sin (45° + x

60° ^ 45° + xk < 120°
neboli

15° < xk < 75° .
Odtud dostaneme vzhledem ke vztahu /хх/

й < к < 852? »

1, к = 2, к = 3. Snadno se přesvědčíme, že vrcholy £z/],
[[zgl, [z3] daného sedmnáctiúhelníka skutečně vyhovují úloze.
IV.4 Je-li x kořen rovnice

tj. к a

+ I,-. + i.
x - a x - b x -

vyhovuje také rovnici

(x - b)(x - c) + (x - c)(x - a) + (x - a)(x - b) = 0 ,

a tedy také rovnici
/х/ 3x2 - 2 (a + b + c)x + (ab + bc + ca) = 0 .

Tato kvadratická rovnice má diskriminant

D = 4(a + b + c)2- 12 (ab + bc + ca)
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po úpravě
2

- ab - bc - ca) *D = 4 (a2 + b2
= 2 (2a2 + 2b2 + 2c2 - 2ab - 2bc - 2ca) ,

+ c

tj.
D = 2 [(a - b)2 + (b - c)2 + (c - a)2] > 0 ,

neboí a»íb?ÉciÉa .

Protože a, b, c jsou reálná čísla, má rovnice /х/ dva reálné
kořeny. Tyto kořeny vyhovují také dgmé rovnici, neboí jsou vesměs

že je kořenrůzné od a, b, c. Dokážeme nepřímo např
2(a + b + c) + VF

•»

různý od a.
6

Připustíme, že je

o) + \ fo
a + b + c + \f5"=3a

fĎ = 2a - Ъ

+ b + = a •

Pak je

neboli
- c

Po umocnění

4 (a2 + b2 2
- ab - bc - ca) = 4a2 + b2

3b2 + 3c2 - 6bc = o

2
- 4ab - 4 ac + 2 bc+ c+ c

neboli

neboli

3(b - c)2 = 0 ;
to je vsak ve sporu s předpokladem b jí c .

V.4 Každý z trojúhelníků EXY je pravoúhlý / 4 BXY = 90°/ a rovno-

ramenný /ВХ = XY/. Proto je
4YBX a 43° .

Bod Y vznikne z bodu X tím, že aplikujeme na X stejnolehlost
96 se středem В a koeficientem \J2 ; tím vznikne bod Z = Эб(х).

Bod

středem В

Y vznikne z bodu Z tím, že aplikujeme na Z otočení R se

o úhel 45° ve vhodném smyslu otočení. Podobnost 9tR
převede otevřený oblouk Íb v otevřený oblouk 1ÍÍAB •

у9 - 5p2 в 3p - 1. Možná řešení jsou
p = l, p e - у , z nichž číslo - i nevyhovuje, neboí 3. (- ^) “í <
^ 0 . Úloha má jediné řešení p = 1 .

Jde o řešení rovniceVI.1

VI.2 Výpočet vzdálenosti mimoběžek VA, BC. Předpokládáme znalost
vety o vzdálenosti dvou mimoběžek: vzdálenost mimoběžek p, q je
vzdálenost dvou rovin p, 6” , kde p obsahuje přímku p a je
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Obr. 9

rovnoběžná s přímkou q a 6f obsahuje přímku q a Je rovnoběžná
s přímkou p.

V našem případě Je p = AV , q = BC, p = ADV, 6 = BCT /vyšra-
fováná rovina/. Vzdálenost rovin p , (o' se objevuje v A RSV ,
kde R, S Jsou po řadě středy hran AD, BC. Trojúhelník RSV Je
rovnoramenný se základnou RS = 2d as úhly velikosti (f při zá-
kladně. Odtud plyne

2d sin if .v =

VI.3 Vyjdeme ze vzorce

. cotfi2Q6
2 cotg oC

cotg 2 cC

Nechí cotg oč = m, cotg 2oč = n Jsou celá čísla. Pak Je

m2 - 1 a 2 mn ,

*J.

m(m - 2n) = 1 .

Je tedy bu3
m - 2n = 0m a 1 ,

nebo

m a -1 , El - 2n a -1 .

Je tedy bu3 m a 1, n = 0 nebo m = -1, n a o. Odtud dostáváme
cotg oL a í 1, cotg 2cC = 0 , oč a 45° + k.90°, kde к Je celé číslo.
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VII.l Čísla x, p pokládejme za proměnné souřadnice. Každá dvojice
[x, p], která vyhovuje rovnici
/х/
vyhovuje i rovnici
/хх/

V2p - i2 - 8 ,X +

x2 - 8x + (32 - p) = 0 .
Množina M, která je grafem rovnice /хх/, obsahuje množinu flí', která
je grafem rovnice /х/ neboli rovnice

(x - 4)2 = p - 16 .

Graf rovnice /ххх/ je parabola, jejíž osa je rovnoběžná s osou p a
která má vrchol £4» l6j. Omezující podmínky jsou 8 - x ž 0 neboli
x = 8 a 2p - xf 0 neboli p six2. Graf rovnice p = i x2 je para-

ř-7-r - <- >12'

2* Vzhledem к nerovnici p = £ x jsou řešení ve
vnitřku paraboly T^. Z obr. 10 vyčteme:

/ххх/

bola

P > 32

l6 = p = 32

jediné řešení

dvě řešení

dvě splývající řešení

žádné řešení

p = 16

p < 16

I ll
? ъ

it

[8,32]r32
J>

2' [4,19
i

16

8

8 *0 2^6-8 '6

Obr. 10

5 >
2 cos x o 0,

2 + 7

2 /
2 cos x + 5 cos x + 2 e 0

sin x = 0, a tedy

% cos x e sin2x .

VII.3 Zřejmě je 2 +

Po úpravě

a dále

(< b)( 2) « 0 .
/х/ cos x + cos X +
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Z nerovnice /х/ plyne bučí
cos x + 2 = 01 > na O

£ -2, což nedává žádný kořen dané nerovnice. Nebo

a zároveňcos x +

neboli cos x

z /х/ plyne
1 < n^ « o cos x + 2 ž 0 .a zároveňcos x +

Je tedy
/хх/ -2 = cos x = - -

Připojíme-li к /хх/ ještě podmínky sin x = 0, 2 + cos x
ч 4 ^

li cos x « - ¥■ , dostaneme

7 *

£ 0 nebo-

&
< 14 < sin x = 0a zároveň= cos x =“

*
~

7
a pro úhel x

- <f> + 2 к it
Přitom úhel Uj> je určen vztahy cos <f = - ^ , sin (f = 0. Zkouškou
ověříme, že tyto úhly x jsou opravdu řešením dané nerovnice.

j Ж + 2 kOC = x = /к číslo celé/.

VIII. 1 Hledaný pravoúhlý trojúhelník doplníme na rovnoběžník ABCD
a lokalizujeme úsečku BD = 2tb* úkolem sestrojit bod A. Označiv-
те T těžiště Л ABC a B* střed odvěsny AC. Bod A pak leží
jednak na kružnici m = (t, ^ tft), jednak na Thaletově kružnici к
nad průměrem B^D. Diskuse dá podmínku řešitelnosti

a zároveň*а< 2 4
VIII.2 Vzhledem к třetí podmínce jsou bu3 všecka tři čísla a, b, c

kladná, nebo je jedno z nich kladné a dvě záporná. Vyvrátíme, že je
a > 0, b < 0, c < 0. Podle druhé podmínky je

i <2 t .b a

ab > - c(a + b) ./х/
Z první podmínky je

a + b > - c

a dále

(a + b) (- c) > (- c) (- c)
neboli

- c (a + b) > c2 .

ab > c2 ,

což, je ve sporu se vztahy a>0, b < 0, c<0.

Spojením s /х/ dostaneme

IX.3 Sestrojíme nejprve přímku, na které leží bod B. Je to tečna
t vedená z bodu A ke kružnici к

zvolíme bod в' / A a na přímce AM sestrojíme bod 1/Г tak, aby
- 114 -
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bylo ABr = 2B*M. Rovnoběžka s přímkou BMr vedená bodem M protne
tečnu t v bodě B. Trojúhelník ABM doplníme na hledaný kosočtve-
rec /obr. 11/. Diskuse ukáže, že podmínka řešitelnosti je

2d > v

a že úloha má nejvýše 4 řešení. Kosočtverec račtže přejít ve čtverec,
právě když platí

2d = |/!T v .

Pro existenci odmocnin je nutné a stačí, aby platilo
x <L ,

2 t ■11
у s 1. Definiční obor je sjednocení množiny všech záporných čísel a
všech nezáporných čísel x , pro něž platí

aí.žf.

IX.4

Vyšetříme obě tyto množiny. 2 2
a/ x = 0 . Označíme 1 - = a; pak je 1 - = 2a

Pak je postupně

- 1. +/

1 - ]/a - \[2b~^J
у2 = а + ^2a - 1 + а - ^2a - 1
у2 = 2a - 2 |/a2 - (2a - l)
y2 = 2a - 2 (l - a) = 4a - 2 ,

neboí a - 1 = 0. Dále je

У c у a + ]/2a -

- 2 «(a + (a - {2T^i)

y2=4(l-^)-2 2 2
x + у

1 + ^- = b; pak je 1 + \ = 2b

čili = 2 .

x2b/ x < 0. Označíme

Obdobně jako v odstavci a/ dostaneme

у = ]jb + \)2b - i - ]/b - У2Ь - í
y2 = 2b - 2(b - l) » 2

1.

a odtud

neboli у £ 0 .

+/ Počtářský trik.
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i ас2 > о1 * ■ 0 •

Graf funkce je zřejmě

Je totiž b -

У

Í2 Obr. 12

/Z x.

й

X.l Cleny dané posloupnosti zařadíme do skupin podle následujícího
vzoru:

Členy
posloupnosti 2, 2 4,4,4,41 3,3,3 n^lly • • • fn• • •

Index
skupiny

2 41 3 n• • •

Index skupiny udává zároveň čísla skupiny i počet členil, které sku-
pina má. Prvních n skupin obsahuje

2 n (n + l)Sn в 1 + 2 + 3 +
členů dané posloupnosti.

Je-li tisící člen posloupnosti v n-té skupině, je Sn = 1000,

+ n =• • •

neboli

2 n(n + l)= 1000 .

Po úpravě dostaneme požadavek formulovaný nerovnicí

2000 = 0 .

2/х/ n- + n -

Nerovnice /х/ má kořeny

1/eooi ) > 0 ,nl " 7 (“
2 (- 1 - У8001 ) < 0 .

Zřejmě musí platit n « n^. Ale protože je 90 > \j8001 >89 a dále
n > - 1 ± 31nl 7 2

У — 1 + 90 л A c
" 44,5

Vztah n £ n^ platí tedy pro všechna přirozená čísla n větší nebo
rovná číslu 45. Tisící člen je tedy ve skupině

1 +

ng в

= 44

s45 a je 45 .

X.3 Označme T /v sekundách/ čas, který uplynul od startu cyklistů
- 116 -



až do jejich prvního potkání; dále označme o obvod kruhové dráhy;
pak platí:

Tc^ + Tc2 s O

neboli

o/х/ T =
+ c2

Za dobu xT, kde x je přirozené číslo, dojde к n potkáním; ozna-

číme-li t čas od startu cyklistů až do určitého okamžiku mezi
x-tým a (x + l) -ním setkáním, potom platí

C1

xT i t < (x + í) T .

první cyklista obvod právě
/хх/
Objel-li v okamžiku t
o.n a c-^t, tj.
/ххх/

n-krát, pak platí

+ o«nt = — ,

C1
Dosadíme-li z /х/, /ххх/ do /хх/, dostaneme

_ á £*£ < (x + l) —§ „
2 c2

- < X + 1

+ c

a po úpravě + c< C1
X = n —=■

4neboli

x =

kde £kj značí funkci "celá část z čísla
V daném číselném příkladě je

k".

[ll . Щ = [18,7] = 18 .
X =

Cyklista tedy objel dráhu llkrát, cyklisté se potkali 18krát.

XI,1 Daný trojčlen rozložíme na súčin lineámych faktorov:

2x2 - x - 36 = (2x - 9)(x + 4).
Podmienky úlohy mSžu byí zrejme splněné len pre také čísla x, pre
ktoré jeden z faktorov rozkladu nadobúda niektorú z hodnét i 1, í
- p2, kde
+ 2 +
- P » -

P*

p je prvočíslo a dnhý zároveň v uvedenom poradí hodnotu
- 1. Vyšetříme postupné jednotlivé případy:

а/ V případe 2x - 9 = 1, x+4=p2
Р»

dostaneme z prvej rovni-
ce x = 5, čo vyhovuje aj druhéj rovnici pre prvočíslo p = 3,

2b/ Pre 2x-9=-l,x+4=-p dostaneme z prvej rovnice
x = 4, čo však nevyhovuje druhéj rovnici pre žiadne prvočíslo p.

с/ V případe x + 4 = 1, 2x-9=p2 dostaneme z prvej rovni-
- 3 a z íavej strany druhej rovnice po dosadení 2 x - 9 =

= - 15, čo nie je druhá mocnina prvočísla.
ce x =
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о

d/ Ak х+4=-1»2х-9=-р» dostáváme z prvej rovnice
- 5 a z druhé j po dosadení 2x - 9 = - 19» čo opaí nie je druhá

mocnina prvočísla.
е/ V případe x+4=-p, 2x-9=-p musí byí x + 4 **

= 2x - 9» z čoho dostáváme x = 13. Potom však (x + 4) (2x - 9) = 17^
co je druhá mocnina prvočísla.

Úloha má tedy dve riešenia: x a 5, x = 13 .

XI.4 Pri riešení úlohy vyjdeme zo známého fyzikálneho zákona, podía
ktorého uhol dopadu a uhol odrazu světelného lúča sú si rovné. Kolmi-
cou ku krivke odrazu je normála kružnice k, ktorá prechádza jej
stredom S. Dráhou světelného lúča je obvod trojuholníka ABC /obr.
13/. Podlá podmienok úlohy je teda bod S priesečníkom osí uhlov
tohto trojuholníka pri vrcholoch В a C a polpriamka AS je osou

uhla pri vrchole A. Označme 4 SAB = об , 4 SBA = /obr. 13/.
Potom z trojuholníka SAB podía sínusovej vety vyplývá

d sin oC = r sin /3 .

К tomu, aby sme z /1/ určili sin oi pomocou r a d, potřebujeme
vyjadrií /3 pomocou o£ . Z toho, že trojuholník SBC je rovnora-
menný vyplývá, že 4 SCB e ^ . Vzhíadom na to, že polpriamka AS
je osou uhla pri vrchole A, je zrejme 4SAC = oC • Pre velkosti
vnútomých uhlov trojuholníka ABC teda platí 2oC +4/3 =180° čiže
oí в 90° - 2 /3 . Ak túto hodnotu dosadíme za cL do /1/, vyjádříme

íahko sin /3 a po opatovnom dosadení za sin /3 do /1/ už dostane-
me híadané sin oC . Teda

x =

/1/

Obr. 13



d sin (90° - 2/5) = г sin fS ,

d cos 2 (b

«(1-2 8in2/5)

čiže

sin /3 ,

= г sin /3 ,

e Г

2 čoho

odkiaí
2d sin2/I

Pretože pódia předpokladu d jí 0, z /2/ vyplývá
- t t \1т2 + 8d2

sin — d/2/ = 0 *+ r

sin /3 a/3/
4d

Diskriminant rovnice /2/ je zrejme číslo kladné, ale pretože uhol f3
je dutý, je sin ($> > 0 a z korenov /3/ tejto podmiejke vyhovuje
len kořen so znamienkom + . Je teda

^r2 + 8d2
Sin /3 a

- Г
/4/

4d

9yr2 + 8d2 >
přesvědčíme, že musí bv% tiež menšie než 1. V o*ičnom případě by

totiž platilo yr2 + 8d2
8d (d + r) o 0, čo nie je možné.

Ak teraz dosadíme zo /4/ do /1/, dostaneme

Vr2 + 8d2

lo kladné. íahkoe r, je zlomok v /4/ čPrežože

sa

- r n 4d, z čoho po úpravě dostaneme

- r
sin oC a r

4сГ

XII.2 Číslo 2k, kde

prirodzených čísel x a
tilo x = y. Potom je xy = x(2k - x) =» k2 - (k - x)2.
číslo xy je najvaČšie právě vtedy, ke3 je к - x = 0 čiže x = k.
Dostáváme tak rozklad к + k, ktorý však vyhovuje požiadavke nesúde-
liteínosti oboch sčítancov len pre к = 1.

Uvažujme teraz o prípadoch, ke3 je к > 1. Označme к - x = n,
kde n je prirodzené. Súčin xy = к - n bude tým vačší, čím je
n menšie. Rozlišujme případy, ke3 je к číslo párne, resp. nepáme.

Ak je к párne, potom pre n = 1 sú к - 1, к + 1 nepárne
čísla s rozdielom 2. Z toho vyplývá, že majú len spoločného delite-
la 1 a sú teda nesúdeliteíné. V tomto případe je híadaným rozkla-
dom (k + l) + (h - l) .

Nech je к > 1 Číslo nepáme. V tomto případe sú čísla к - 1,
к + 1 párne čísla so spoločným deliteíom 2 a nesplňujú tedy pod-
mienku nesúdeliteínosti. Čísla к - 2, к + 2 sú však nepárne s roz-

dielom 4, pričom čísla 2, 4 nie sú zrejme ich deliteími. HÍadaným
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у a 2k - x. Označenie zvolíme tak, aby pla-

Prirodzené



rozkladom v tomto případe tedy je (k + 2) + (k - 2).
XIII. 1 Kečíže je 6 OOO = 3.2 000, musíme o čísle N - 11
dokázaí, že je deliteíné oboma nesúdeliteínými číslami 2 000 a 3»

Pódia binomickej vety platí
N = (lO + l)

kde M, z sú prirodzené čísla, pretože kombinačně čísla sú zrejme
čísla oelé. Platí totiž

. 10100 +

= 104. a + 100 . 33 . 49 . Ю3 = 104 . b ,

100
_ x

100 1 = M + z ,

♦ (3°6°) K>4 + (x~) io3 -M • • •

kde a, b sú celé kladné čísla;

102 + es)ess) 10 = 50 . 99 . 100 + 1000 = 496 000 .Z =

Dekadický zápis čísla M končí teda štyrrni nulami a posledným stvoř-
číslím čísla N je preto posledně štvorčíslie čísla z, tj. 6 000.
Z toho zároveň vyplývá, že číslo N je deliteíné číslom 2 000.

Calej platí
N = (l2 - l) - (W°)l299 + .(,00)100 1001 = 12 12 + 1-1 =• • •

= 12 P = 3 . 4P ,

kde číslo P je zrejme celé, pretože kombinačně čísla sú celé čísla.
Z toho vyplývá, že číslo N je deliteíné tiež tromi, čím je tvrdenie
úlohy dokázané.

XIII.3 Ak je 2 eosoč -1=0 , tj.

- -21 ,
3 *

oč ■ —/1/ oč

potom rovnica

(2 cos oč - l)x2 + 4x + 4 cos 06 + 2 = 0
má jediný kořeň x = - 1, ako sa íahko přesvědčíme. Hodnoty /1/ preto
danej úlohe nevyhovujú.

Nech je teda oC £ oC 4 čiže 2 cos 06 - 1 4 0. Kva-
dratická rovnica /2/ má potom diskriminant D = 8 (3 - 4 cos2oč) .

v ,Reálne kořene má preto právě vtedy, ked je 3-4 cos oč = o čiže

| cos oč I = \[3 •

Nerovnice /3/ je splněná právě vtedy, ke<3 06 patří do niektorého
z intervalov

/2/

/3/,

/ Ol 52L\
\ 6 * 6 /*

/ 7X liot \
\"T’ ~Т~Г

/4/
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Rovnica /2./ má jeden kořeň kladný a druhý záporný právě vtedy,

4 cos oč + 2
2 cosoč - 1

ke3
< 0 ./5/ xlx2

Sú tieto dve možnosti:

a/ 2 cos oč - 1 > 0 čiže oč patří do niektorého z intervalov
+ 1 < 0 , tj.

- i čiže oč je z intervalu • Je zřejmé, že
tieto intervaly sú disjunktně a v tomto případe úloha riešenie nemá.

b/ Nech 2 cos oč. - 1 < 0 čiže je z intervalu

a vzhladom na /4/ z intervalov

<(o, 2 oiy . Potom podía /5/ je 2 cosoČ
cosoč <č

(+•+)
(2JL- 12L\ / Ш. 52ЕЛl 3 ’ 6 /• \ПГ’ 3 ) •

Pretože x-jX2 je číslo záporné, je podía /5/ 2 cos oč + i >0, tj.
-

2 , čo znamená, že oč patří niektorému z intervalov

/6/

cos oč >

<°, Ц-) , (*f, 20C> .
/7/

Prienikom intervalov /6/, /7/ sú však intervaly

(_2L. 2Л.\ /12L Ž2L1l 3 3 / * \ 3 e 3 / •
/8/

ktoré dávajú riešenie úlohy.
Zostáva ešte preskúmaí případ, ke3 je jeden kořeň rovnice /2/

kladný, druhý rovný nule. To nastane právě vtedy, ke3 je x-jX2 e 0
a súčasne x-^ + x2 >0. Z /5/ však pre tento případ vyplývá
2 cos oč +1=0, z čoho

z 20Coč = -y , resp.
Ak platí /9/, potom je zrejme 2 cos oč-l = -2j£0 a súčasne

xx + x2 * 2 , čo je číslo kladné. Spojením /8/, /9/ dostáváme, že
riešením úlohy sú všetky čísla oč z intervalov

(JL. 22L\ /4ЭТ 5X\
\ 3 * 3 / * N 3 * 3/ •

XIV.1 Dané číslo možno vyjadrií v tvare

5 . 22 . 52n . 2n + 32 . 2 . 3n . 22n = 20 . 50n + 18 . 12n =

= 19 . 50n + 19 . 12n + 50n - 12n. Číslo 50n - 12n
každé celé n = 0 deliteíné číslom 50 -

vyplývá, že dané číslo je deliteíné devatnástimi pre každé celé
n — 0 .

<*= ±2./9/
3 *

je však pre
12 = 38 = 2 • 19. Z toho
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XIV«3 Předpokládájme, že x je riešením danej rovnice

1 + ]/x2 + 2x - 1P/1/ - 2x - = P ,

kde p je dané reálne číslo. Potom zrejme musí platií jednak

P = 0 ,/2/

jednak x2 - 2|x| - 1 a 0 čiže
(x2-l)2ř4x2 ./3/

Umocněním oboch stráň v /1/ dostaneme

x2 - 2x - 1 + x2 P - l)2 - 4x2
2

- 2(x2 - l).

= P2+ 2x - 1 + 2

čiže

2 /(x2 - l)2 - 4x2/4/ = P

Z toho vyplývá, že

p2 £ 2 (x2 - l) ./5/

Umocněním /4/ dostaneme

4[(x2 - l)2 - 4x2] - ,♦ - 4p2(x2 - l) + 4(x2 - l)2
4x2 (p2 - 4) = p2 (p2 + 4) .

čiže

/6/
Zo /6/ vyplývá

p2 - 4 > 0
podmienky /7/ može rovnici /1/ vyhovovaí len niektoré z čísel

/7/
a za

2
+ 4

/8/ Xl,2 - 4

Z /5/ a /8/ však pre p vyplývá podmienka

p2(p2 + 4)
4 (p2 -4) 1p2Ž2

a z toho vzhíadom na /7/

2 (p2 - 4) p2 = p2 (p2 + 4) - 4 (p2 - 4) ,
z čoho vyplýve
/9/
Z /9/ dostaneme

p4 . 8p2 _ l6 > o .

№-1)] ^0 .[p2 - 4 (1 + V5)J [p2 + 4

odkiaí dostaneme

P2 = 4 (l + V2)
a vzhíadom na /2/

/10/ p = 2 \ll + \Í2 .

Tým sme dokázali, že ak rovnica /1/ má riešenie, mSže ním byí
len niektoré z čísel /8/, pričom pre číslo p musí byí splněná pod-
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mienka /10/.
Na druhej atrane však vtedy, кеЗ je splněná podmienka /10/,

obe čísla x^, x2 určené vzíahom /8/ existujú a vyhovujú vzíahom
/5/ a /6/ a teda aj /4/. Zo /4/ a /5/ vyplývá správnosí /3/» obe od-
mocniny v /1/ sú definované a platí /1/. Dokázali sme teda, že daná
rovnica má riešenie právě vtedy, кеЗ platí /10/, a to dve riešenia
určené vzíahom /8/.

XV.2 Počet častí, na ktoré rozděluje rovinu n kružnic uvedených
vlastností, označme pn. Pridajme к týmto n kružniciam 3alšiu kruž-
nicu к tak, aby sústava n + 1 kružnic mala požadované vlastnosti.
Kružnice к přetíná každú z n p6Vodných kružnic v 2 bodoch. Celkom
tak dostaneme na к 2n bodov, ktoré ohraničujú 2n jej oblúkov. Ku
každému z týchto oblúkov patří jedna z pn častí roviny, ktorá ním
bola rozdělená na 2 časti. Znamená to teda, že pridanie kružnice к
zapříčinilo vznik 2n 3alších častí roviny. Platí teda

pn+l - Pn + 2n •/1/

Z /1/ postupné dostaneme

+ 2(n - i),
+ 2 (n - г),
+ 2 (n - 3) ,

% ■ pn-l

pn-l ■ pn-2

Pn-2 = Pn-3/2/

+ 2.1P2 = Pi
Sčítáním všetkých rovností /2/ dostaneme

n—1

/3/ 2k .Pn = Pl k=l

(n - l) aDruhý sčítanec v /3/ sa rovná rj- (2 + 2n - 2) . (n - l)
pretože p^ = 2 /vnútro a vonkajšok kružnice/, je

(n - l) + 2 = n2 - n + 2 .

Správnosí /4/ dokážeme pomocou /1/ matematickou indukciou: Pre

= n

/4/ Pn = n

n = 1 dostaneme zo /4/ skutocne p, = 2. Nech teraz platí /4/.1 2 2
p -1 = p_ + 2n = n - n + 2 + 2n = n +

, \ 2 / \n+1 n
= (n + lj - (^n + 1} + 2, Čo znamená, že /4/ platí aj pre

Potom vzhíadom na /1/ je
+ n + 2

n + 1.

XVI,2 Označme |Ab| ', |bd| = b',|bo| , |ca| = ь, |ad|= a= c, = a

|cd| = c .
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Obr. 14

Potom dané rovnosti možno zapísaí v tvare

= b2 '2 *22 '2 2
/1/ + b = с + c

Vyšetřujme velkosti uhlov <4 BAD, 4-CAD a ^BAC pri vrchole A.
Označme ich /obr* 14/: “4 BAD = cf , 4 CAD = у , 4 BAC = co . Podía
kosinusovéj vety je

/2а/

/2Ъ/

/2с/

Z /1/ však vyplývá

/За/

/ЗЪ/

а + а

*■2 2 к'2- Ъ ,2а'с cos

2a*b cos у
2bc cos 60

+ с

'2
* ь2

= а

'2
= а - с

= ъ2 2 2
+ с - а

'2 -2 2
- ь2

'2
♦ ь2 - ь2

2 2
- Ъ + с + са - а *

2а'2 2
+ с - а- с

Spojením vzíahov /2аЬс/ а /ЗаЬ/ zistíme, že čísla
cos oj

le. Je teda bučí ]|/ = co = -Щ- alebo
co < 2L. alebo <f > 31

у/ acos

sú súčasne všetky tri buS kladné alebo záporné alebo rovné nu-

f <Jr-
• v > -f- • > -f- •

Rovnaký výsledok však dostaneme aj pre uhly pri vrcholoch B,
C, D štvorstena ABCD.

Ak je teraz trojuholník ABC ostrouhlý, netřeba už nič dokazo-
vaí. Rech je trojuholník ABC pravoúhlý alebo tupouhlý a to tak, že

. Potom však na základe vyššie uvedeného je tiež (f> =
V rjf ' ^ ^

а у 4. —. Z toho ale súčasne vyplývá, že pri každom z vrcholov
C, D je aspoň jeden uhol ostrý. Podía predchádzajúceho to zároveň
znamená, že všetky úhly pri vrcholoch В, C, D sú ostré čiže troj-
uholník BCD je ostrouhlý.

cos

JC
Ý < 2~ 1

B,
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XVII.2 a/ Uvažujme najskór o případe, кеЯ n je číslo prirodzené.
Potom na základe binomickej vety platí

^ [(k) 2n“k. {\p)k - (-l)k (k) 2 • №)“]n-k

k=0
an = 8

2

■ (i • ^ + (?)2 (5-!n-5. 32 +
n-3

. 3 +

číže an je celé číslo. Sálej je zřejmé, že všetky členy súčtu,
ktorým je vyjádřené, s výnimkou najviac prvého, sú dělitelné troma.
Preto an je deliteíné troma právě vtedy, ke3 je 2n_1 = n 2
deliteíné troma a vzhíadom na to, že 2n“^ nie je troma deliteíné,
právě vtedy, ke3 je troma deliteíné číslo n.

Ъ/ Pre n в 0 platí:

a0 = i

• • •

n-1

——r = 0 .

2][T
Číslo aQ je teda celé a deliteíné troma.

с/ Nech n je celé záporné číslo. Ke3že platí

г + УТ " —*■=- .
2 - p

я Í2 - 1/T)~n - (2 + ][5УП я _

2 VT

áe

an a-n *

Číslo -n je prirodzené a preto vzhíadom na výsledok časti a/ je
číslo an celé a deliteíné troma právě vtedy, ke3 je -n a tedp
tiež n deliteíné troma.

Dokázali sme teda, že číslo an je celé pre každé celé n a
deliteíné troma právě vtedy, ke3 je n deliteíné troma.

XVII.4 Označme středy úsečiek AB, AC, AD, BC, BD, CD v uvedenom
, SAB, SgQ, SgQ, SqB /obr. 15/. Nech je S střed

/o případe SAB s SCB budeme uvažovaí zvláší; zatiaí
SAC* SAD* SBC* SBD* SCD sa navzájom

rSzne/. Pódia známej planimetricke j vety je ^aB^AD И a iie^
SBCSCD^BD* z °oho vyP1ýva» ze SABSAD 4SBCSCD* Analogicky sa ukáže,
že SaDSCD И SABSBC* Štvoruholník sabSBCSCDSAD ’fceda rovnoběžník

SADSBC* Plat* Pre'to: |SSAB| =
AC JL BD a SABSBC||AC,

a rovnoběžník je zrejme obdížníkom,

poradí SAB*

úsečky SABSCD
předpokládájme, že body SAB*

a bod S je súčasne stredom úsečky
■ lSSBo! ■ !SSCdI - ISSAd1
SBCBCD II SABBBC SBCBCD

a pretože
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čo znamená, že tiež |SS^qj = jsS^D|.
Analogicky s'a dokáže, že Sab^bD^CD^AC °bdížník a teda pla-

Bod S je teda rovnaко vzdia-

^AB’ SAC* SAD* ^BC* SBD* SCD čiže existuje
guíová plocha so stredom S, ktorá všetkými týmito bodmi prechádza.

Zostáva ešte preskúmaí případ S^g = S^g. Ak by tento případ
nastal, boli by body А, В, C, D vrcholmi rovnoběžníka ABCD, v kto-
rom AD || BC • Vzhíadom na předpoklad AD J_ BC to však nie je možné.
Analogicky sa vylúčia případy SAC
XVIII.1 Nech x, у je dvojica racionálnych čísel, pře ktoré platí

(x + y\í?)2 = 7 + 3V5 .

ti*. |SSAB| - ÍssbdI = 1SSACI = í SSGD) *
lený od všetkých bodov

" SBD’ SAD — S
BC *

/1/

Potom

x2 + 5y2 + 2xy |[íT = 7 + 3|/5"
čiže

x2 + 5y2 - 7 = (3 - 2xy)Y? .

Ak by bolo 3 - 2xy / 0, bolo by

KT -
3 - 2xy

- 7

racionálně číslo, čo však nie je pravda. Dostáváme teda 2xy = 3, tj.
3

xy = %/2/

a súčasne
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2 j- 2х + 5у
Umocněním /3/ na druhů dostaneme

/3/ = 7 .

x4 + 10x2y2 + 25y4 = 49/4/
a z /2/ analogicky dostaneme

20x2y2 = 45 ./5/
Po odčítaní /5/ od /4/ máme

x4 - 10x2y2 + 25y2
/ 2 - 2\2
N - 5y ; =

2 c 2
x - 5y

= 4
čiže

4 .

Je teda bučí
/6/ = 2

alebo
2 c 2x - 5y = -

2 2 9Sčítáním /3/ a /6/ dostaneme 2x =9 čiže x » ^ , čo však nie je
možné, pretože x je podlá předpokladu racionálně číslo.

Sčítáním /3/ a /7/ analogicky dostaneme 2x =5 čiže x = ^
čo opaí vedie к sporu s predpokladom racionálnosti čísla x.

Zistili sme teda, že neexistuje žiadna dvojica x, у požado-
váných vlastností.

/7/ 2 .

z*

XVIII.4 Daná nerovnice je zrejme ekvivalentná s nerovnicou

гЬм2,lz - lz + N11/1/

vyhovuje číslo z = 0.

r(cos op + i sin <p) , kde r > 0, € <(0; 2ar)
sú reálne čísla, vyhovuje nerovnici /1/. Potom zrejme platí

ktorej
Nech teraz z =

[r (cos <p + i sin <p) - jr (cos op + i sin op + r Jj 2 = 3r2 ,
z čoho po vynásobení číslom r“2 a vyjádření absolútnej hodnoty vo
vnútri výrazu na lávej straně dostaneme

jcos <p - y2 (l + cos cf?) + i sin op J
cos2<p - 2 cos op V2 (l + cos op) + 2(1

2 >
* 3 ,

čiže

cp) + sin2<p ^ 3 •
+ cos

Z toho po jednoduchéj úpravě máme

f ~ <p V2 (1 tp) ./2/ cos + coscos

Z vykonaných úprav je zřejmé, že číslo z / 0 vyhovuje danej nerov-
nici právě vtedy, kecí jeho amplitúda cf> č <(0; 2 ЗГ) splňuje /2/.

Nerovnici /2/ vyhovujú zrejme všetky tie čísla <p , pre ktoré
<p - 0, t j. <p = -2jí- a cp = .

Nech cos <p >0. Potom z /2/ máme 1 e \/2 (l
cos

op) , z Čoho+ cos
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po umocnění na druhu a jednoduchéj úpravě dostáváme nerovnicu
cos Cf> = - i , ktorá je v spore s před poklad om. Znamená to teda, že

(f > 0 nerovnici /2/ nevyhovujú.
cp < 0, potom z /2/ dostaneme

1 = ÝT(l
z Čoho analogicky ako v predchádzajúcom případe dostaneme nerovnicu

- —■ = cos

uhly ф , pre ktoré cos
Nech cos

*+ cos

/3/ f < o ,

ktoréj vyhovujú právě tie čísla Uf z uvažovaného intervalu, pre
ktoré platí niektorý zo vzíahov

2

■f- < У ž - if-í f <2|L .
Pre riešenia nerovnice /3/ však zrejme platí 2 (l + cos cf} = 1

= cos cp , tj. vyho-

/4/

y) = i f V2 (l cf) ičiže y2 (l
vujú nerovnici /2/.

Zistili sme teda, že danej nerovnici vyhovuje číslo z = 0 a

r(cos <f + i sin cf>) 4 0, pře ktorých amplitúdy platí
/4/. Množina riešení danej nerovnice je zobrazená na obr. 16.

+ cos+ cos a cos

tie čísla z =

<5

К
o

Obr. 16

XIX.1 Pretože p je prvočíslo vačšie než 2, je nepáme a počet
sčítancov na právej straně je páray. Súčet na právej straně možno
preto upravií takto:

a 1 1 1

i + p ,t.i) •
1 + + + ... +•

b P ~
p - 1 p - 2

2 2
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Dvojice sčítancov v zátvorkách možno sčítaí:
I + -1
n p - n

pp - n + n
=

n(p - n) = n (p - rb *
Preto platí:

t = p
č p . č

• (P - l) (p - l) !P - 11.2. • • •• • • 2

Čitatel č je však číslo prirodzené, ktorého presnú hodnotu перо-

trebujeme poznaí, pretože platí
a.(p-l)!=p.č.b.

Prvočíslo p však zrejme nedelí číslo (p - l) ! a musí teda delií
číslo a, ako sme mali dokázaí.

XIX.6 lává strana danej nerovnice má pódia definície druhej odmoc-
niny a logaritmickéj funkcie zmysel pre všetky x, pře ktoré súčasne
platí

tg x - 1 s 0 , tg x > 0 , tg x ^ 1, 2 + 4 cos2x > 0 .

Všetky tieto nerovnice sú súčasne splněné právě vtedy, kečí je

/1/ tg x > 1 •

Za tohto předpokladu však je daná nerovnica ekvivalmtná nerovnici

(2 + 4 cos2x) = 2 ./2/ logtg X

Danů nerovnicu možno teda nahradií sústavou nerovnic /1/, /2/. Podía
/1/ je však základ logaritmu v nerovnici /2/ vačší než 1 a tak ne-

rovnica /2/ je ekvivalentná nerovnici

2+4 cos2x = tg2x .

čo platí pre všetky x,

/3/
2 1Ak do /3/ dosadíme za cos x = 2

tg x + 1
pre ktoré je definovaná funkcia tg x, dostaneme

tg4x - tg2x -6=0,
čo je nerovnica ekvivalentná nerovnici /3/. Zo /4/ jednoduchou úpra-
vou dostaneme

/4/

(ts2* - Íf ž f .
z čoho vzhíadom na /1/ vyplývá

. 2 < _

tg x = 3

- \/з = tg X = Уз .

čiže

/5/

Spojením /1/ a /5/ dostaneme
1 < tg x = p ,

z čoho vyplývá, že sústave /1/, /2/ a teda aj danej nerovnici vyho-
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vujú čísla
+ kJt < x = + кэс ,

kde к je lubovolné celé číslo.

XX,2 Označme BA = с , АС = a , GB = b , DC = u , CE = v . Potom
-> —> ->•

AD = с , ЕВ = c • /Obr. 17/

-> ->

Předpokládejme, že existujú také dížky úsečiek a, b, aby exi-
stoval trojuholník ABC tej vlastnosti, že 2$. DCE je pravý. Potom
platí:
/1/

Zrejme platí:
u . v = O .

u = a - c ,/2/ v = b - c ,

a + b + c = o ,/3/

kde je nulový vektor. Podía /1/, /2/ platí

г . t - set +1) +1/4/ • c = O .

Podía /3/ však je
«a + b = - ~c ,/5/

z čoho

if .~b=i (<f , <f - sT . it - "if - 1э) .

Po dosadení z /5/ a /6/ do /4/ dostaneme teda

5<?.<f»"ii.a + b

/6/

. b

čiže

5 c2 2 v2
+ b ./7/ = a

Ak, naopak v trojuholníku ABC platí /7/, potom sa obrátením
postupu přesvědčíme, že *4 DCE = 90°.

К tomu, aby sme mohli zostrojií trojuholník ABC požadovaných
vlastností, musí platií

|a-bl < с < a + Ъ

2
+ b2 - 2ab < c2 <: a2 + b2 + 2ab

čiže

a
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a vzhíadom na /7/ súčasne
2 1 Г 2 ,2)с = - [ а + b /.

3

Znamená to teda, že musí súčasne platií
4a2 + 4b2 - lOab < 0 ,

Druhá z týchto nerovností je však splněná pre každé kladné a, b.
Prvú nerovnosí upravíme na tvar

4a2 + 4b2 + lOab > 0 .

2 Cbf -5 íí) + 2 < O ,

z ^torého dostaneme

I41<2 •
Všetky úpravy, ktorými sme dostali podmienku /8/, boli ekvivalentně.
Stačí teda splnenie tejto podmienky к tomu, aby trojuholník ABC
bolo možno zostrojií a uhol DCE bol pravý.

/8/

XXI.2 Použijeme rozkladu otáčení ve dvě rovinové souměrnosti, a to
v konstantní souměrnost 5^, která převede A v В a v proměnnou
souměrnost podle roviny p trsu B, při čemž 4 BCD.

Souměrnost převede bod C v bod D, souměrnost ^ P**e-
vede bod D v bod kulové plochy Г7, která má střed В a poloměr
BD a z níž je vyloučen bod M polopřímky DC; M je určen podmiň-
kou CM = CD. Kulová plocha П protne povrch krychle ABCDA'B*C*D*
ve čtvrtkružnicích A'c*, A*D , C*D ležících po řadě ve stěnách
A'b'c', AA'D, DCC*. Sjednocení těchto tří čtvrtkružnic je hledaná
množina všech bodů X .

XXI.5 /Nejkratší žákovské řešení/ Vytvoříme uspořádané dvojice dis-
junktních podmnožin množiny ДО. Pro libovolný prvek množiny M máme
právě tři možnosti:

/1/ bučí je prvkem první podmnožiny;
/2/ nebo je prvkem druhé podmnožiny;
/3/ nebo nepatří do žádné z těchto podmnožin.

n možností. Je tedy 3n možností.Každý z případů /1/, 2/, /3/ má

XXII. Použijeme toho, že /pro každé přirozené n * 2/

neboí
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li \[rČ -l<n-l + l.n -

-1}= í\ÍT, rozložíme na n - 1 disjunct-Množinu BS • • •»

nich podmnožin A^ definovaných takto:
Ai = [x € M; [x] = i} i = 1, 2, n - 1.• • •»

Nyní zjistíme počet pi prvků množiny h^. Nejmenším prvkem množiny
Ai je zřejmě

OÍ± = /i2

fii = i)2 -

^ ® К ,

P± = (i + l)2 - i2 = 2i + 1 .

n = 2

i p± = ^.-(2i2 + i) = 2 i2 + i .1
i=l i=l i=l

dostaneme

n(2n - l) + i(n - l)n ,

;

Jejím největším prvkem je
1 .

Zřejmě je

fii}•+ 1, • • •»

a proto

Z předchozího plyne pro každé
n-1 n-1

к 1 =

i«;

Zi2Podle známých vzorců pro i a

° -1
r ,

^ (n - !) •
po úpravě hledaný vzorec

n-1

^ H - f 4n - l) •n +

XXII.5. Použijeme analytické geometrie v rovině s jednou komplexní
souřadnicí. Místo symbolů + , . pro operace užijeme výraznějších
znaků x a • • Je tedy

+/
cL * /в> = + \(b
oC • fb = (l - i)oC + i /3 .

/1/

Z první rovnice /1/ je patrno, že operace x je komutativní, napro-
ti tomu operace • není komutativní, neboí

(JL - i)c£ + i /3» = (l - i)/3 + ioó
dává

(l - 2i) 06 = (1 - 2i) /I ,
= /3 .což platí jen pro

Písmena cL , /3 značí současně body roviny p i jejich komplexní
souřadnice. Obdobně jiná písmena.
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Zobrazení x(^x' z části /Ь/ а /с/ je charakterizováno vzta-
hem

X' • X = (A • x) х В
neboli v souřadnicích

(l - i) i
1 b-1) a + — x + —ix =

2 *2
po úpravě

(i ♦ Ъ-НА)-y' 1 - iX = “Г
Rovnice /2/ je podobnost přímá s koeficientem j—- •
samodružný bod je jediný a dostaneme jej, položíme-li v /2/ x'
Pak vyjde

/2/ x +

1 Její
= x.

(2a + b + bi) .X =

XXII.6 Nechí AB je libovolná úsečka čáry L. Utvořme ovál složený
z pravoúhelníků o stranách 2, d a kružnice o poloměru 1; jeho ob-
sah je 2d + (7t . Tento ovál /obr. 18/ je množina všech bodů, které
mají od některého bodu úsečky AB vzdálenost nanejvýš 1. Jsou-li JK,
KL dvě sousední úsečky Obr. 18

©i
N

'tIK N\

Ix\
V \A!< 1A[CÁ

Ai< J -j.1

b/a/

lomené čáry L, mají oba ovály 0“^, 0^ jako průnik kruh se
středem K, poloměrem 1 a obsahu . Pro obsah P sjednocení
všech oválů platí

fíŽa
i=l

n

STd, ,
i=l 1

/1/ + C7C = JC + 2

n) jsou délky úseček lomené čáiy L. Kdybykde di (i = 1, 2,
platilo

• • • 9

n

i=l 1
= 1248

pro některou lomenou čáru L, plynulo by z /1/

P = С7Г + 2496 < 2500 = 5O2 .

To je však spor, neboí P ^ 50^.
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XXIII.2 Rozlišíme čtyři případy: I/ Д ABC je ostroúhlý, II/ Д ABC
je pravoúhlý, III/ Д ABC je tupoúhlý nerovnoramenný, IV/ A ABC je
tupoúhlý rovnoramenný /obr. 19 a, b, c, d/.

Obr.

Označíme

opsané. ГГ
vrcholy body А, В, C.

Snadno dokážeme, že na obr* 19 a/ nejdelší z úseček AX, které
lze umístit do ТТд je úsečka АО .
dobně tomu je v oblastech T"L a Tl^,. Největší z úseček АО, ВО,
CO je kterákoli z nich, nebox je AO = BO = CO. líloha I má jediné
řešení - bod O.

A*

Ob-

Obdobně tomu je s řešením případu II; také zde má úloha jediné
řešení - bod O, který je středem přepony AB.

V případě III nechí je AC >BC. Největší z úseček АХ /X € T7^/
je Ш /М, N jsou průsečíky os c>2» s
z úseček BX /X é 71^/ je ВШ. Mimo to je

s úsečkou АВ/, největší
AM = CM, BN = CN. Proto-

že je AC >BC, je AM > BN a úloha III má tedy jediné řešení -

bod M.

Konečně v případě IV je AC = BC, AM = BN = CM = CN,případ rv
má dvě řešení - body M, N.

XXIV.2 Sestrojíme nejprve graf rovnice [x2] + [yj = O. Na obr. 20
je tento graf, který se skládá z neuzavřených čtverců, к nimž náleží
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vždy levý dolní vrchol a polo-
uzavřená levá a dolní strana.

Levé dolní vrcholy jsou body pa-

raboly x в у s celočíselnými
souřadnicemi a na ně jsou "při-
věšeny" jednotkové čtverečky.

Na obr. 20 je také graf
přímky Зх + у = 2. Snadno doká-
žeme, že tato přímka může
zasáhnout jen sedm naznačených
čtverců. Všechna možná ře-

šení jsou pro x

Obr. 20
1

\
2

12^4 x
-3 -2 -1

*2

-3

□

i<* í § , ia<* s
< 11

T
, x□ » 1.

x в 2.

Příslušná у vypočteme z rovnioe
3* + у » 2 .

5

XXIV.4 Pro všechna reálná z platí |z) + z a 0, přičemž rovnost
platí jen tehdy, je-li z a 0. Upravíme danou rovnici na tvar

|х-2|+|у-з1+у-3=Р-3.
Levá strana je podle předchozího rovna nule, právě když

a 0

a je vždy nezáporná. To znamená, že pro p •< 3 nevyhovuje dané rov-
nici žádný bod, pro p “ 3 je řešením polopřímka

x * 2, у a 3 .

Pro p > 3 dostáváme v polorovině у a 3 množinu řešení
I X — 21 a p - 3

tj. dvojici polopřímek х-2а±(р-з). Úloha
má tedy jediné řešení p = 3 •

/1/

X - 2 a 0 У - 3

XXIV.6 Považujme dvojice (x, y) za vektory v dvojrozměrném bodo-
vém prostoru Podle textu úlohy obsahuje množina 14 aspoň jeden
vektor (a, b) a obsahuje-li dva vektory (x У]) » (x2* уг) * 0
huje i každou jejich lineární kombinaci a obsahuje i vektor (a2,
neboí a2 a a.a, b2 a b.b. Vektoiy (a, b), (a2, b2) jsou lineái

obsa-

t>2).
, d ) jsou lineárně

1»

nezávislé. Z podmínky ab (a - b) i 0 plyne a 4 0, b 4 0, a ^ b.
Kdyby byly vektoiy (a, b) , (a2, b2) lineárně závislé, platilo by
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a2 » Ла, b2 « ЛЬ, tj.
Vektory (a, b), (a2, b2) jsou báze a proto M je množina

мб 5sav./

a = Л a b, což je spor*

všech vektorů 1*2• /Řešení bylo odměněno zvláštní cenou

XXV.l Druhá mocnina celého čísla náleží vždy do zbytkové třídy 0
nebo 1 modulo

do zbytkové třídy 0. Z tabulky vyčteme:
3* V naší úloze, kde x2 + y2 = 3z2 .náleží x2+ y2j

Zbytková třída x2 Zbytková třída x2+ y2Zbytková třída y2
0 0 0

0 1 1

21 1

2 2 2 2
To znamená, že x i у jsou násobky tří: x ** 9x, , у = 9уп , tj.

O O O -L

9xl + 9yl * 3z 6ili
3*f + 3y|

Je tedy z násobek tří: z a 3z^, čili z /1/ plyne
2 2 2

x1 + У^ e 3z-^ •

Zvolíme-li za z nejmenší kladné číslo žádané vlastnosti, je z^<z
ještě menší číslo této vlastnosti, což je spor* Úloha má tedy jediné
řešení

2/1/ a Z

XayaZaO*

XXV*6 Body А, В, C neleží v přímce, tedy ani A', B', C' neleží
v přímce. Kdyby body a', B', c', D ležely v rovině, byla by to ro-
vina obsahující a bod D čX by ležel na přímce p, což od po-

ruje předpokladu. Tvoří tedy body А', в', c', D opět vrcholy čtyř-
stěnu*

Z předpokladu rovnoběžnosti AA'Hbb'||cc'||dd' plyne existence
bodů E, E' na přímce AAr, pro něž platí

E - A = D' - D

E' - A' - D - D'
Je patrno, že body E, D' /resp. E', D/ jsou stejně vzdáleny od ro-

viny, jež obsahuje polorovinu cr /resp. JV'/, a proto se objemy
čtyřstěnu ABCD* a ABCE /resp. A'B*Vd a А'в'с'е'/ sobě rovnají.
Stačí proto dokázat rovnost objemů čtyřstěnů ABCE а AVcV.

Platí AE a a'e' s DDř a dále bod В má od přímky AE stejnou
vzdálenost jako bod В od přímky A'e*, a proto mají trojúhelníky
ABE a A VE' týž obsah.

Roviny ABE a A'bV splývají а СС'ЦАВЕ, takže výška čtyř-
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stěnu ABCE а а'б'с'е', a tedy i objemy čtyřstěnů ABCD' a
a'b'c'D jsou stejně velké.

XXVI,1 Celú kočku so stranou 1 m6žeme rozdelií na 512 kociek so

stranou dížky i • Ke3že 4 • 512 o 2048 < 2050, musí pódia Dirichle-
tovho priehradkového principu existovaí medzi nimi aspoň jedna, kto-
rá obsahuje najmenej paš z daných bodov. Ak tejto коске opíšeme gulo-
vú plochu, pre jej poloměr r platí

r ■ ife B ^85 < ýsz" f *
XXVI.4 Ak nějaká trojice x, y, z vyhovuje sústave

X + у + Z В 3 ,

i +

/1/

1 + 1.4,У z 12 *

45 ,

/2/

3 3
«/3/ + у + z

potom musí zrejme byí x |í О, у jí 0, z^O.Z /2/ dostaneme

xy + yz + zx . Л/4/
12 XyZ *

Zrejme platí

(x + у + z) 3 3 3
» x^ + y^ + z

3
+ 3(X + у + z) (xy + yz + zx) - 3xyz ,

z čoho po dosadení z /1/, /3/» /4/ a jednoduchéj úpravě dostaneme

/5/ xyz = - 24 •

Vzhíadom na to po dosadení do /4/ hne5 bude
xy + yz + zx a - 10 .

Z /1/, /6/, /5/ na základe známých vzíahov medzi koreňmi a koefici-
entami kubickéj rovnice vyplývá, že čísla x, y, z vyhovujúce sústa-
ve /1/-/3/ musia byí koreňmi rovnice

u3 - 3u2 - lOu + 24 ■ 0 .

Ke3že u3 - 3u2 - lOu + 24 « (u - 2) (u2 - u - 12) a
a (u - 2) (u + 3) (u - 4), rovnici /7/ vyhovujú čísla 2, -3, 4.

Dosadením sa íahko přesvědčíme, že všetky permutácie čísel
tejto trojice sú riešeniami danej sústavy.

/6/

/7/

XXVI,5 Možeme předpokládáš, že body nasledujú na priamke za sebou
v poradí A^, A2,
bodmi A^, A2, ..., A^ už sú body všetkých štyroch farieb. Bod A^
má teda inú farbu ako ktorýkoívek z bodov A^, Ag, А^_^. Označ-

j najvačší index taký, že laj^k-l a že medzi bodmi A,,

A . Nech к je najmenší index taký, že medzi•. •,

me
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má teda
3+1* •••» Alc body všetkých štyroch farieb. Bod

inú farbu než ktorýkoívek z bodov A-j+i* aj+2* •••» Ak* tfsečka A^A^
už zrejme má požadovaná vlastnosí, pretože farby bodov a A
vyskytujú medzi bodmi ку Aj+i»
dve farby aspoň raz.

XXVII.4 Najskor dokážeme, že ak má štvorsten ABCD súčet dížok
hrán |АВ| + |bc| + \CD| + |AD| в 12 a súčasne najvačší možný objem,
potom musí byí (AB) в j ВС 1 = |CD| a |AD|•

Předpokládejme opak. Nech napr. JAD] 4 |cd| /analogicky možno
uvažovaí o íubovoínej dvojici susedných hrán z danej štvorice hrán/.
Uvažujme o bodoch D
lenoší od bodov A, C a pre ktoré platí

|AD1| + |CD1| a |ad2| + \<JD2\ = |ad|+|cd| = 12 - IAB) - |BC|.
Body D^, D2 majú najvaČšiu možnú vzdialenosí od roviny ABC a teda
štvorsten daných vlastností so susednými hranami róznych dížok nemá
maximálny objem, čo je spor s predpokladom.

Nech existujú dve rózne dlhé protiíahlé strany z danej štvori-
ce, napr. jAB| 4 (CD). Pódia vyššie uvedeného platí (AD| a jCDj,
z 5oho vyplývá |AB( 4 )AD| . To však je opaí spor s tým, čo sme do-
kázali vyššie.

Ďalej je zřejmé, že ak roviny ABC a ACD nie sú na seba
kolmé, mbžeme otočením niektorej z nich okolo priamky AC do polohy
vzájomne kolmej získaí štvorsten daných vlastností s vačším objemom.
Z toho vyplývá, že v štvorstene s maximálnym objemom musia byí rovi-
ny ABC a ACD na seba kolmé.

Nech S je střed hrany AC , OČ a 4-CAD a 4 CAB. Potom pre

objem V štvorstena platí
V — i t АС I .

“3 2

A

j 8a
A^ právě raz a zostávajúce...,

v rovině ACD, ktoré majú rovnakú vzdia-1» d2

iBSÍ
. [ds| = i (AC) .|BS| .|DS| =

a i (2 cosoC • (abI) . (sinoC . |ab|) . (sinoC . |ABl) a

a i COSOÍ sin^oL
3

Pretože j AB| a 3, híadajme maximum funkcie

f(o6)a 9 COS oL Sin^oC a 9 (cOSOČ -

. 1ab|3.

Зы)cos

na intervale (o,
Derivácia

t\cC) a 9 sin06 (3 cos2oč - l)
VL

3 •
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Pře objem V štvorstena v tomto případe platí

V = 9 (coscCq - cos
Zistili вше teda, že štvorsten požadovaných vlastností existu-

je. Jedným z takých je aj štvorsten ABCD, v ktorom JAB| » (BC| ■
|ADj = 3 cm, roviny ABC a ADC sú na seba kolmé a ^ CAD ■

3 *

3oí0) - э(Ц- - Щ-) - 2|fJ .

= |CD 1 o

в arc cos

XXVII.5 Zo zhodnosti trojuholníkov ABC a ABD vyplývá, že polo-
mery vpísaných kružnic sú rovnaké a priamka c'v' je rovnoběžná so
základnou AB • Analogicky zo zhodnosti trojuholníkov BCD a ACD
vyplývá, že je priamka A'b' rovnoběžná so základnou AB.

(ВСi в (AD) в b, jCD| « c, |AC| В |BD| в u,
pričom a > c. Nech P, P^, P2 sú v uvedenom poradí dotykové body
kružnice vpíeanej trojuholníku ACD so stranami CD, DA, AC. Potom
platí /obr. 21/:

Označme 1AB| в a,

|ap2| + |p2c| » |APXI + (PC) в b + c - 2|dp| ,

|DP| в I (c + b - u).
Ak Q je bod dotyku kružnice vpísanej trojuholníku AB
AB j analogicky dostaneme

|AC| в U в

odkiaí

so stranou

|AQ I в j (a + b - u) •

Z toho vyplývá, že }AQ| - |DP| » ~ (a - c), čo znamená, že priamka
PQ je kolmá na základnu AB. V takom případe však B'C* ■ PQ a
tvrdenie úlohy je dokázané.

CD P

Ч ё
ъ

Obr. 21

ВQA

súčin \ABI • |CD|• Potom
= |AB| . [CD| + (BC) . |DA| -

XXVIII.3 Označme

I - M • l<®l + тщ4-
В lAC j . |BD|.

Zároveň však platí |ACj в 2,
в 4 čiže (s - 2)^ в o. Musí teda platií
nastáva rovnosí. Potom však tiež [AC| в 2, |BD| в 2 čiže body A,

s

s + таг

1BDI =2, z čoho vyplývá, že
a v danom vzíahu

8 +
8

8 в 2
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C sú protilehlými bodmi kružnice a to isté platí pre body B, D.
Z toho vyplývá 3alej, že )AB| = |CD|, a pretože |AB| . |CD| = 2,
musí byt lABi « |CD\ = ^2*. Potom však tiež jADJ » |BCj = {2 a
body А, В, C, D eú vrcholmi štvorca, co sme mali dokázat.

XXVIII.4 Najskfcr dokážeme pomocné tvrdenie:
-_T , < <: < . <. , < < ,Mech в &2 ** ... *» an, b^ “ °2 “ ••• e bn sú reálne čísla,

potom

(3E aj . (51 b±) = n4i«l 1 iel 1
pričom rovnost nastane právě vtedy, ke3 bu3 a^
alebo Ьг в b2 ■

Pre každú dvojicu indexov 1 = i, j в n platí

(ai " aj^(bi - bj) ^ 0 •
Ak sčítáme nerovnosti /2/ pre všetky dvojice indexov pre i => 1, 2,

n, j a 1» 2,

n

/1/ aibi >i=l

в a s a
n2 B • • •

= bn •• • •

/2/

, n, po jednoduchej úpravě dostaneme /1/.
Dokázané tvrdenie aplikujme teraz na n-tice reálných čísel

x^ = x

• • •»

< <
= x -x_ В -x , 3

n n—1 X1 •2 e • • • • • •
n »

Dostaneme

Ofe -xn-i+i) -n ÉK • )xn-i+l

čiže
/ n \2

(K ^
n

S X,
i=l 1

>
* xn-i+l •

Z toho vyplývá, že nerovnost z textu úlohy platí právě vtedy, ke3
platí rovnost, tj. právě vtedy, кеЗ x^ в x2 =

= n

• • •

XXVIII.6 Hech n je prirodzené číslo, pre ktoré platí tvrdenie
dělitelné čís-

) в l, čo je spor,

2
úlohy. Ak prs prvočíslo p je p < n, potom je n
lom p. V opačnom případe by totiž platilo (p , n)
pretože p2 nie je prvočíslo.

iahko sa zistí, že úlohe vyhovujú čísla 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12,
18, 24, 30. žiadne iné číslo menšie než 30 nemá požadované vlastno-
sti.

Nech n > 30 má požadovaná vlastnost. Ke3že 22 < 30, 32<30,
52 < 30, musí pódia vyššie uvedeného platit: 2/n, 3/n, 5/n čiže
n в ЗОк в 60. Ke3že 72 < 60, tak n в 7 . 60 = 420, ale ll2 < 420,
132< 420, 172^ 420, 192 < 420 a teda n £ 420.11.13.17.19 > Ю7.
Danej úlohe vyhovujú teda len čísla 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18,24,30.
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XXIX.2 Nech ABCD je híadaný lichoběžník, v ktorom platí (AB)b a,
|ВС\ c (AD i e r. Označme P patu kolmice z vrcholu D na

základnu AB в |DP| = v. /Obr. 22/ Ak by platilo r = 13 cm, muse-
lo by platit a + с в 2 cm, čo nie je možné, pretože v tomto případe

IcdI В c,

D, ,Co

l\
I \ r

7 'bi \

1 Obr. 22ВcxA

v < 13 cm a obsah lichoběžníka by musel byt menší než 13 cm2. Haj-
dlhšou stranou lichoběžníka je teda základna AB a platí а в 13 cm.

Z toho vyplývá
/1/ 2r + c = 15 ,

= 4r2 ,4v2 + (13 - c)2
2

в 2r - 1.z čoho vyplývá v
Pre obsah P lichoběžníka ABCD platí: P » ^(l3 + c)v,

z čoho

p2 = (2r - l) - (14 - r) 2 (2r - l) ,

pričom 1 < r < Щ •
Vyšetřujme funkciu f(r) в (14 - r)2(2r - l) в 2r^ - 57r2 +

+ 420r - 196. Derivácia f'(r) = 6r2 - 114r + 420 sa rovná nule pre
гв5 a r = H. Do uvažovaného intervalu patří len prvá z týchto
hodnót a íahko sa zistí, že funkcia f nadobúda pre
maximum. Pre г в 5
Pri r s

■ в 5 svoje
P * 27 cm .je teda maximálně P2

5 však musí byt aj c = 5cm, ako vyplývá z /1/.
Súčasne sme našli aj záporná odpoveS na otázku o existencii

lichoběžníka daných vlastností s obsahom 27,001 cm •

a teda aj

XXIX.3 Nech je К prienik otvorených polrovín ABC а BCA dopl-
nený ešte o otvorené úsečky AB a BC. Nech je P polrovina opačná
к polrovine ABC, z hranice ktorej patří do P len otvorená pol-
priamka opačná к polpriamke AB. Podobné nech je Q polrovina opáč-
ná к polrovine BCA, z hranice ktorej patří do Q len otvorená pol-
priamka opačné к polpriamke CB.

Potom zrejme К, P, Q sú konvexně množiny a ich zjednotením
je množina M.
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Dokážeme, že II nemožno získal ako zjednotenie dvoch konvex-
ných množin* Předpokládejme opak: M = R v S, kde R, S sú konvexně
množiny* Zvolme body U, V, W tak, že bod A je stredom úsečky UV,
bod В stredom úsečky UW, bod C stredom úsečky VW. Ak je U e R,
potom V ф R, pretože inak by muselo platií tiež A € R c II, čo je
spor* Musí preto byí V e S a rovnako tiež W e. S. Z toho však vy-

plýva C e S с к, čo je opaí spor*

Tým sme dokázali, že množinu BUL nemožno pokryj dvorná konvex-
nými množinami a tak minimálny počet konvexných množin, ktorých
zjednotením je 11, je tri*

XXIX*6 Označme II » (a^, A2, A3* ^-5} a ®i množinu tých rovin
z R, ktoré obsahujú bod A^, i » 1, 2, 3, 4, 5* Analogicky budeme
chápaí množiny R^, R.^^, Rijkl ako r°vín z R obsahujúce
body z II s příslušnými indexami* Pódia předpokladu je R^^i = 0
pre každé i, j, к, 1. Ďalej pódia b/ platí (Ri| - 4, kde symbolom
|S| označujeme počet prvkov množiny S*

Číslo

I RijkIi<j4k

je počet rovin, ktoré obsahujú právě po tri body. Kecíže podia b/ le-
ží každý bod z II najviac v štyroch rovinách, tak

Kjki *♦3 . 5 ,

i< j<k
z čoho vyplývá

51 lRj,k| i 6 .i< j<k
Pódia a/ je U Ri e R a podia principu inklúzie a exklúzie máme

5

7 ’ tk W -13 Ы + | R^jjj. J ,i< j<k

(i) ■g Kjl “20 +6-7-19. Ke3žez čoho vyplývá, že

existuje dvojica. i, j taká, že jR^j * 1* Body A^, A^
híadanými bodmi P, Q.

10,

sú potom
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