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Korešpondenčný seminář vo východoslovenskom kraji
Martin Gavalec, Božena Mihalíková, Peter Mihók

História KMS

V školskom roku 1985/8G završil Korešpondenčný matematický seminář (KMS)
vo Východoslovenskom kraji desiaty ročník svojej existencie. KMS je organizovaný od
roku 1976 pre študentov středných škol skupinou učitefov a študent.ov matematiky
Prírodovedeckej fakulty UPJS v Košiciach.

А ко vznikla myšlienka organizovat’ KMS? V septernbri 1976 sa pri Ružínskej
priehrade konalo sústredenie vybraných riešitelov MO, ktoré možno považovat’ za prvé
sústredenie východoslovenského KMS. Boli na ňom uplatněné principy z organizácie
táborov mladých matematikov, ktorých základom je vytvorenie citovej klímy, priazni-
vej pre rozvoj tvořivého myslenia. Vhodná citová klíma bola vytváraná uplatňováním
zásady dobrovolnosti a podněcováním prirodzenej potřeby tělesného, duševného a so-
cietného rastu účastníkov. Matematický program založený na samostatnom experimen-
tovaní a objavovaní, hry s matematickým obsahom, kolektívna súťaživosť a pestrost’
denného programu — to všetko spolu s kamarátskym prístupom vedúcich vyvolalo
výrazná změnu klímy sústredenia. Vzrástla aktivita účastníkov na matematickom
i nematematickom programe; prejavilo sa to například aj na príprave a priebehu
spoločných večerov, po ktorých následovali diskusie často do neskorých večerných
hodin. Závěr poslednej diskusie pri táboráku prekvapujúcim sposobom demonstroval,
akým intenzívnym zážitkom bolo sústredenie: účastníci vyhlásili, že sú do takej miery
přesvědčení o potrebe pravidelných vzájomných kontaktov, že sú ochotní sami si
organizovat’ podobné sústredenia a zúčastňovat’ sa ich hoci aj na vlastné náklady.
Od vedúcich žiadali pomoc pri zabezpečovaní matematického programu a prevzatia
oficiálneho patronátu nad sústredeniami.

Napriek počiatočným ťažkostiam sa sústredenia napokon uskutočnili a teraz tvo-
ria jednu z dvoch základných zložiek KMS. Organizačnej přípravy a vedenia sústredení
sa ujala skupina matematikov z Prírodovedeckej fakulty UPJS v Košiciach. Dóležitým
rnomentom bola podpora Odboru školstva Vsi. KNV, najma zo strany inšpektora
RNDr. Martina Lučivianského, L. Schwartza z Vsi. К V SZM a tiež porozumeniu
riaditelstva gymnázia na Smeralovej ulici 9 v Košiciach, ktorí pomohli pri riešení
problémov hospodářského charakteru. Spomedzi samotných stredoškolákov, účastníkov
sústredení, vykonal v počiatočnom období pri ich príprave vefký kus práce J. Nižňan-
ský. V školskom roku 1976/77 prebehlo dalších páť sústredení váčšinou 2-3 dňových,
v časových odstupoch 6-8 týždňov. Na sústredenia bol pozývaný stále ten istý kolektiv
vybraných riešitelov MO, ktorí sa zúčastnili sústredenia na Ružíne. Sústredenia sa

konali podlá zásad osvědčených na prvorn sústredení.
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Priebeh sústredení ukázal popři očakávaných kladných výsledkoch aj niektoré
nedostatky. Došlo к diferencovaniu účastníkov, pričom cast' z nich prejavovala o ma-
tematiku menší záujern, celková aktivita účastníkov poklesla. Krátký čas sústredení
negativné vplýval na vytváranie citovej klímy v kolektive, pri problémovom zameraní
programu sa riešenia len naznačovali a nedovádzali do konca. Výsledky v krajskom
kole 26. ročníka MO ukázali, že olympionici majú ťažkosti s písomnou formuláciou
nájdených riešení.

Snaha odstrániť uvedené nedostatky viedla ku vzniku korešpoudenčného mate-
matického seminára v takej forme, v akej v podstatě pracuje dodnes. Počet sústredení
sa znížil na tri ročně, ich dížka sa zvýšila na 5-6 dní. Sústredenia bol i doplněné
korešpondenčnou súťažou, na základe ktorej sa robí výběr účastníkov sústredení.

Od roku 1977 sa v korešpondenčnej súťaži zadáva ročně 8-9 sérií úloh (po 4-6
príkladoch) a uskutočňujú sa ročně tri sústredenia. Počet riešitelov korešpondenčnej
súťaže sa pohybuje v rozpátí 50-100 z Východoslovenského kraja a 5-20 mimokraj-
ských. Na sústredenia bolo pozývaných 30-35 účastníkov z Východoslovenského kraja
a 4-8 mimokrajských účastníkov. Pre ilustráciu: za 10 rokov posobenia KMS bolo opra-

vených přibližné 20 000 súťažných riešení, uskutočnilo sa 33 sústredení, к 180 úlohám
boli napísané a rozmnožené komentáre. Do KMS bolo zapojených okolo 600 študentov
z Československa, ale aj z Polska a Maďarska.

Opravovanie úloh korešpondenčnej súťaže a časť organizačnej práce vykonávajú
študenti Prírodovedeckej fakulty UPJS, prevažne bývalí účastníci KMS. Studenti PF
UPJS sa tiež zúčastňujú na sústredeniach KMS a tým prispievajú ku kontinuitě klímy.
Starostlivost’ o odbornú a organizačnú náplň KMS přebrali katedry matematiky PF
UPJS, od roku 1983 v spolupráci s Krajským domom piouierov a mládeže v Košiciach.
V KMS sa podařilo udržať a rozvinúť atmosféru nadšenia pre matematiku. Sústredenia
svojou přitažlivou klírnou motivujú к systematickej práci v korešpondenčnej súťaži.
Tým sa následovně rozvíjajú matematické schopnosti žiakov. Výsledky východoslo-
venských účastníkov v celoštátnom kole MO za obdobie činnosti KMS presvedčivo
dokumentujú účinnost’ tejto formy práce s matematickými talentami. Například, kým
za prvých 25 ročníkov MO získal titul víťaza celoštátneho kola MO jediný účastník
z Východoslovenského kraja, od 26. do 35. ročníka MO mal Východoslovenský kraj
17 víťazov kola MO.

Východoslovenský KMS krátko po svojorn vzniku našiel nasledovníkov. Od roku
začali pracovat’ podobné KMS v Bratislavě, v Severomoravskom kraji (pri gymnáziu
v Bílovci). Neskór bol založený KMS v Stredoslovenskom kraji (1979) a v niektorých
krajoch ČSR. Ich vplyv na výchovu matematických talentov je jednoznačné pozitivny.

Posledné sústredeiiie ...

V maturitnom ročníku pre člověka vela končí. Pre maturantov-sústredencov začína
čosi končit’ už v zimě. Čaká na nich posledné sústredenie. Alebo oni čakajú naň. Na
sústredenie, ktoré sa zařadí к radu predchádzajúcich. Už len horko-ťažko ich dokážu
spočítat! na prstoch svojich rúk. Zvykli si na ne, a vlastně si ten koniec nevedia
dost’ dobré představit’. Neopakovatelná a predsa sa opakujúca atmosféra, akú len tak
Fahko hocikde nepostretnú, staří známi kamaráti a priatelia, s ktorými prerozprávali,
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prešarádili či prežužolili nejednu noc, neobyčajne bezprostředné vztahy medzi nimi,
medzi vedúcimi i medzi nimi a vedíicimi — toto všetko má byť o chvílu minulosťou?

A potom, ani nevedia ako, ocitajú sa uprostřed diania na tomto sústredení a na

podobné úvahy už nieto času. Je zima, vonku je všade plno sněhu, alebo aj nie, zatiať
čo vnútri sa podlá pravidla najrovnomernejšieho rozdelenia sústredenci rozdelujú do
družin, ktoré budu tvoriť tradičnú a nevyhnutná strukturu pre organizáciu života
sústredenia. Občas má pravidlo výnimku: jedna družina nie je celkom rovnoměrná vo
vzťahu к ostatným. V živote na sústredení sa jej, ak už nie vždy, tak určité váčšinou
daří. Na čo nestačia jej maturanti, po celý čas tak trochu prenasledovaní tieňom
blížiaceho sa konca, to s prehfadom zvládnu mladší, připadne najmladší. Nevyhne
sa sice patričnej dávke namyslenosti a uzavretosti do seba, ale ona si to v tom čase
ešte neuvědomuje.

Postupné zožína úspěch za úspechom na poli najrozličnějších súťaží poriadaných
organizačným výborom sústredenia. Bezpečne vedie v celosústredennom súperení dru-
žín, hoci je ešte před ňou GRAND PR1X — reťaz navzájom viac-rnenej poprepájaných
úloh, ktorá je už takmer neodmyslitelnou súčasťou každého sústredenia. Preto si po

krátkej poradě svojich členov, može dovolit’ začat’ GP so slovami: „Je nepodstatné
vyhrát’, podstatné je zabavit’ sa.“

A tak sa spoločnými a zároveň rozdělenými silami púšťa do plnenia úloh. 500bo-
dová úloha — naštartovať a doviezť před ubytovňu bývalý traktor, ktorý parkuje
v neďalekom lese a trikrát na ňom zatrúbiť — sa zdala byť v prvom momente nespi-
nitelná. Aké však je prekvapenie organizačného výboru, ktorý čiastočne oddychuje po

úmornej práci spojenej s přípravou GP a čiastočne dokončuje túto přípravu, keď ho
z tejto činnosti vyrušil prichádzajúci a trúbiaci traktor, v ktorom sedia jej členovia.
S ujom traktoristom sa zoznámili v miestnom pohostinstve, popři prevádzaní sociolo-
gického prieskumu medzi miestnym obyvatelštvom. Prieskum pozostáva zo získania
maximálneho počtu odpovědí miestnych občanov na otázky organizačného výboru
typu: „Ako podlá vás vyzerá živý matematik", „Co ste urobili preto, aby ste zbavili svět
množin", „Co si myslíte o nás", a tak ďalej. Spočiatku nie je pre družinu jednoduché
len tak z ničolio nič zastavit’ miestneho občana, zistiť jeho vek, povolanie a získat’
od něho odpovede; najma poniektorí jej členovia dovtedy s cudzími ludmi nezvykli
takmer vobec komunikovat’. Splnenie úlohy si však od nich vyžiada získanie aj tejto
schopnosti, čo, hoci to ešte teraz nevedia, v budúcnosti párkrát ocenia.

Cestou spát’ na ubytovňu družina plní ďalšiu úlohu — komponuje svoju hymnu.
A zatiať čo sa organizačný výbor dohaduje, či lovit’ alebo neloviť medveďa na konci
GP, družina sa zaň nevědomky rozhodne v poslednej slohe svojej hymny: „Co je nás po
medvědovi / a po jeho veťkej líre, / nie je hlavné, či vyhráme, / hlavně, že sa bavíme".

Večer ešte prednesie spracované výsledky sociologického prieskumu, a potom sa
už teší z velikánskej sladkej odměny. Maturantom sa zdá, že je koniec, svoj srnútok
i vcfaku vyjadřujú zápisom na nástěnku prianí a sťažností. V tom čase ešte nevedia,
že budúcnosť pre nich připraví ešte nejedno podobné stretnutie.
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Témy KMS v školskom roku 1986/87
1. Stereometrické úlohy
2. Funkcie a zobrazenia

3. Pravděpodobnost’
4. Komplexně čísla
5. Postupnosti a matematická indukcia
6. Planimetria

7. Teória čísiel

8. Aplikácie matematiky

Úlohy

1. Nech a, 6 sú prirodzené čísla také, že a2 + b2 je deliteFné číslom 21. Potom a2 + b2
je dělitelné aj číslom 441. Dokážte.
2. Nájdite všetky prirodzené čísla k, pre ktoré je číslo 2k + 1 472 druhou mocninou
nějakého prirodzeného čísla.
3. Dokážte: ak n je zložené číslo, tak súčin všetkých jeho prirodzených delitelov nie
je menší ako nš.
4. Dokážte, že číslo 3341 — 3 nie je dělitelné číslom 341.
5. Dokážte, že každé prirodzené číslo a možno jediným sposobom zapísať vo tvare
a — a\ • 1! + Д2 • 2! + ... + an • n!, kde 0 ak ^ к pre к = 1, 2, ..., n. Zapište v tomto
tvare číslo 1 984.

6. Súčet piatich nezáporných čísiel je 1. Dokážte, že ich možno rozostaviť po obvode
kruhu tak, aby súčet všetkých piatich súčinov clvoch susedných čísel nebol váčší ako
7. Prirodzené číslo nazveme absolutným prvočíslom, ak je prvočíslom a ak pri Tubo-
vofnej permutácii jeho cifier opat’ dostaneme prvočíslo. Dokážte, že v zápise absolút-
něho prvočísla nemožu byť viac než tri rožne cifry.
8. Riešte v obore celých čísel rovnicu

2x2 + 3xy + y2 = 35.

9. Dopravný podnik sa rozhodol zrušit’ páť zastávok na autobusovej trati. Povodně
mala trať 18 zastávok vrátane východzej a konečnej. KoFkými spósobmi možno zrušenie
uskutočniť, ak nesmú byť zrušené žiadne dve susedné zastávky, ani východzia a konečná
zastávka?

10. Postupnost’ ao, «i, «2, ... je tvořená následovně: ao = 3, (i\ = 13, pre ďalšie jej
členy platí ajfc+2 = 8сц.+1 — 15ajfc, к = 0, 1, 2,.... Dokážte, že táto postupnost’ je rastúca
a udajte jej prvý člen prevyšujúci 5100.
11. Dokážte identitu

= n(n — 1)(íi — 2)2n 3, n G N.
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12. Je daných 12 červených, 9 modrých a 5 bielych gúl. Gule rovnakej farby sú
nerozlišitelné. Kolkými sposobmi možeme tieto gule rozdělit’ dvom osobám, ak každá
má dostat’ právě 13 gul?
13. Sachovnica 6 x 6 je pokrytá kočkami domina. Dokážte, že jedna z horizontálnych
alebo vertikálny cli čiar pretínajúcich šachovnicu nepretína žiadne domino.
14. a) Kolkými sposobmi rnóže otec rozdělit’ svojim štyrom synom 100 Kčs?

b) O kofko sa počet možností zmenší, ak každý zo synov dostane aspoň 10 Kčs?
15. 15 chlapcov a 15 dievčat tancuje v kruhu tak, že sa striedajú. Kolkými sposobmi
sa takto rrióžu zoskupiť?
16. Kolkými sposobmi je možné na biele polia šachovnice 8x8 postavit’ 8 (rovnakých)
věží, aby sa žiadne dve neohrožovali?
17. Dokážte, že ak sa turnaj 23 hráčov odohrá za dva dni, potom existujú štyria hráči,
ktorí všetky svoje vzájomné zápasy odohrajú v ten istý deň.
18. Kolkými sposobmi možno vybrat’ tri z vrcholov pravidelného n-uholníka (n ^ 3)
tak, aby tvořili vrcholy

a) rovnoramenného
b) pravoúhlého
c.) tupoulilého trojuholníka?

19. Dané sú reálne čísla a, 6. Kofko existuje roznych 100-členných aritmetických
postupností, ktorých členmi sú a, 6?
20. Ráno boli všetky izby v hoteli obsadené. V priebehu dna přišlo jednotlivo 15
nových hostí a 20 hostí izby uvolnilo. Kolkými sposobmi mohli prichádzať na recep-
ciu hostia tak, aby nikto nemusel čakať, kým sa niektorá izba uvolní? (Uvažujeme
jednopostelové izby.)
21. Riešte v IR rovnicu

у a — у/a -f x — x.22.Určte, pre aké hodnoty parametra a má rovnica

хл — ax + 2 a + 32 = 0

tri reálne kořene.23.Riešte nerovnicu

J_ _ 3 1_ _ i
X2 4 < x 224.Riešte nerovnicu

og^ X + log i x2 - 3 > v/5(log4 x1 - 3)

25. Riešte nerovnicu
\x ~ 5|

6 a:
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|*| - I* — 8| = |a + 4| + |4 - a\

kde a je dané reálne číslo.27.Pre ktoré hodnoty parametra a platia pre kořene X\, x2 kvadratickej rovnice

2 ax2 — 2x — 3a — 2 = 0

podmienky Z] < 1, xn > 1?28.Nájdite všetky reálne riešenia z, у sústavy rovnic

x1 + y2 - 2z - ‘My - 0,
ах — у — 3 = 0,

kde a je dané reálne číslo.29.Riešte rovnicu
a sin x + b a cos x -f 6
b cos x + a 6 sin x + a

kde а ф 0, b ф 0.
30. Určte hodnoty sin z, cos z v závislosti od parametra a, keďviete, že tg z + cotg z =
= a.

31. V rovině IR2 je daný konvexný štvoruholník ABCD taký, že vzdialenosť každého
vrcholu od každej strany, na ktorej neleží, je aspoň |л/5. Dokážte, že obsahuje aspoň
tri mrežové body.32.Nájdite všetky hodnoty reálného parametra A, pre ktoré ležia všetky body kon-
vexného obalu množiny {(0,0)} U Мд najednej priamke, kde Мд je množina riešení
sústavy

2
4- у ^ 0, x1 -f (y - A)2 1, X = A.—x33.Súčet množin je definovaný vzťahom A + В = {a -f b : a £ A, 6 £ B}. Ak A je

neprázdná množina reálných čísel s vlastnosťou A + A = A, tak v A existuje nulová
postupnost’ (tj. postupnost', ktorej limita je 0). Dokážte a zistite, či množina A musí
obsahovat’ 0, ak obsahuje kladné aj záporné čísla.
34. Ak A je neprázdná konvexná množina bodov v rovině s vlastnosťou A -f A = A,
tak v A existuje postupnost’ {(xn, yn)}™=1 taká, že postupnost’ {x„ + yjt }£°=1 je nulová.
Dokážte a zistite, či je pravdivé tvrdenie, že ak A + A = A a v A existuje nulová
postupnost’, tak A je konvexná množina.
35. Nech n, b, c sil dížky stráň trojuholníka, potom existuje trojuholník, ktorého strany

—-. Dokážte.
6

majú dížku — , ,
a+1 6+1 c+136.Určte aký može byť obsah trojuholníka so stranami a ^ b ^ c v následujúcich

prípadoch: 1) a 5Í 1; 2) 6 ^ 1; 3) c ^ 1. í+e ktoré trojuholníky dosiahne obsah nájdenú
hodnotu?
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37. Dokažte, že ak štvorec S je vpísaný do trojuholníka T tak, že jedna strana štvorca
S leží na obvode T, potom obsah S je najviac polovica obsahu T. Určte všetky případy,
kedy nastane rovnost’.

38. Medzi všetkými trojnholníkmi s daným obsahom nájdite trojnholník s najmenším
obvodom a trojuholník s najváčším obvodom.

39. Pre dížky stran a, b, c a pre obsah P lubovolného trojuholníka platí a2 + 62 + c2 ^
^ 4P\/3- Dokážte a určte, kedy nastáva rovnost’.
40. Necli bod E je vnútorným bodom strany AC trojuholníka ABC. Rovnoběžka
s priamkou А В cez bod E přetne st ranu BC v bode F, rovnoběžka s priamkou AC
cez bod F přetne stranu AB v bode G. Nájdite všetky body E také, že priamka EG
je rovnoběžná s priamkou BC.

41. Zostrojte pravoúhlý trojuholník ABC s přeponou AB, ak sú dané súčty 6 + c = p,
c + a = q jeho stráň a, b, c. Urobte diskusiu vzhladom na p, q.

42. Zostrojte trojuholník ABC, v ktorom priesečník V jeho výšok dělí výšku pre-

chádzajúcu vrcholom A na polovicu, ak je daná velkost’ strany \AB\ — c a uhol
a = \$CAB\. Urobte diskusiu riešitelnosti vzliíadom к vďkosti ulila a.

43. Necli kružnice k\, к?, кл majú středy vo vrcholoch ostroúhleho trojuholníka ABC
a prechádzajú priesečníkom V jeho výšok. Dokážte, že po dvojiciach sa к i, к2,
pretínajú na kružnici opísanej trojuholníku ABC.

Riešenia

1. Využime pomocné tvrdenia: ak 3 | a2-\-b2 (7 | a2 + 62), potom 9 | a2-\-b2 (49 | a2-\-b2).
Dokaž sa najčastejšie robí úvahou o zvyškoch pri delení a, b číslami 3 a 7; tak dospejeme
к tomu, že 3 | a, 3 | b, 7 | a, 7 | b. Zaujímavý je dokaž pomocou malej Fermatovej vety
(ak p je prvočíslo a p nedelí c, potom p | cp_1 — 1). Pre p = 7 platí: ak 7 nedelí a ani b,
potom 7 | a6 — b6 — 2 = (a2 -f b2)(a4 — a2b2 -f b4) — 2, čo je spor s 7 | a2 + b2. Ak 7 j a,
7 | b, tvrdenie platí triviálně.

Analogicky pre p = 3.

Mnohí riešitelia dosadzovaním к = 1,2,..., přišli na to, že spornedzi týchto čísel
vyhovuje iba к = 7 (27 + 1 472 — 4O2). Bolo však potřebné dokázat’, že je to riešenie
jediné (tj., že pre к ^ 8 číslo 2к + 1 472 = 2k + 26 • 23 = 26(2*~6 + 23) už nemože byť
štvorcom žiadneho prirodzeného čísla). Keby 26(2fc“6 + 23) bolo štvorcoin, muselo by
byť štvorcom aj číslo 2n + 23, n A 2, čo znamená, že by existovalo také prirodzené
číslo m, pre ktoré 2n + 23 = (5 + m)2.

Úpravou dostáváme: 2U 4- 23 = 25 + 10m + m2, odkial’ vyplývá, že m je párne
číslo, m = ‘2p, a teda 2n — 4p2 — 20p = 2. Ale pretože n ^ 2, je číslo na 1’avej straně
dělitelné štyrini, čo je híadaný spor (pravá strana štyrrni dělitelná nie je). Vyhovuje
teda jediné prirodzené číslo к — 7.

2.
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3. Necli di, ..dk sú všetky navzájom rožne delitele čísla n. Ku každému z týchto
11

delitelov di přiraďme združený delitef —. Dá sa lahko dokázat’, že {di,...,dk} =di
n li

čo znamená, žedy ’ " ' ’ dk

d\ • d2 ■ .. ■ • dk = —

n

d\ dk ’

odkial’

d\ • d\ ■ ... ■ d2k = nk.
Pre súčin všetkých prirodzených delitelov čísla n teda platí

di • d‘2 ■ . . . ■ dk = n 2

a ak je n zložené, tak к ^ 3, a teda

d\ ■ d'> ■ . .. ■ dk = n 2 ^ n 2.

4. Je potřebné si uvědomit’, že číslo 3341 — 3 má příliš vela cifier na to, aby bolo
vhodné riešiť úlohu tak, že ho budeme číslom 341 dělit! Najvtipnejší je asi nasledovný
postup: upravme 341 = 11 • 31 а 3341 — 3 = (З341 — З331) + (З331 — 3). Kedze

З331 330
- 1) = (311 — 3)(3320 + 3
- 1) = (331 - 3)(3300 + 3

- 3 = 3 • (3
- 3 = 3 • (3

+ • • • +

+ •••+!)>з331 330 270

podlá známej malej Fermatovej vety (ak pje prvočíslo, tak ap — oje dělitelné číslom p)
je З331 — 3 dělitelné 11-timi aj číslom 31, teda i číslom 341. Keby bolo číslo 3341 — 3
dělitelné číslom 341, muselo by aj číslo З341 — З331 byť dělitelné 11-timi a 31-kou. Ale
číslo 3

potřebné dokázat’.
5. Najskor ukážeme jednoznačnost’ takéhoto zápisu. Nech

341 331
= 3330(311 — 3) je dělitelné iba 11-timi, ale nie číslom 31, čo bolo- 3

(i\ ■ 1! -f- o2 • 2! -j~ ...-)- cin ■ 7i! — o — b\ ■ 1! + 62 • 2! + ... + bn • ?í!,

kde 0 ^ di, ^ i, a nech existuje taký index j, že aj ф bj. Označme к = min{i: щ ф
Ф bi}, tj. pre všetky i < к je o, = 6,;. Potom

а к k\ + o-k+1 ■ (к 1)! + (ik+2 ■ {k + 2)! -f ... + on • n! —

— bk ■ k\ + bk+1 ■ {к + 1)! + bk+2 • {k + 2)! -f ... + bn ■ n\
(1)

Možeme předpokládat’ ak > bk. Kedze 0 < ak ф к, platí ak ■ k\ | m\ pre к + 1 ^ ni ^ n.
Potom z (1) máme, že

а к ■ k\ • A = bk ■ k\ + а к • k\ ■ В
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kde А, В sú celé. Z toho vyplývá, že a* • A;! | 6* • Ar!, ale а* • Ar! > bk ■ k\, čo je spor. Tým
je jednoznačnost’ ukázaná. Dalej ukážeme existenciu takéhoto zápisu. Nech a ^ 1 je
fubovolhé prirodzené číslo. Nájdime také n, pre ktoré je n\ 5Í a < (n + 1)!. Potom a
vieme napísať vo tvare a = ann\ -f pn, kde 0 ^ an ^ n, 0 й pn 5Í n!, an, pn sú celé
čísla.

Ďalej

kde 0 ^ an-i ^ n — 1, 0 ^ p„_1 < (» — 1)!
kde 0 < a

pn = an-\{n - 1)! + Pn-i,

Pn-1 = an-2{n - 2)! + pn-2, ^n-2, 0 ^ pn_2 < (n — 2)!,n —2

kde 0 ^ no ^ 2, 0 ^ />2,

P2 = a i * 1!, kde 0 ^ «i 5Í 2,

Рз = a2 • 2!

a teda
a = a„n! -f an_i(?i — 1)! + ... + a2 • 2! + a\ • 1!,

pričom 0 ^ ajk ^ Ar, pre Ar = 1, 2, ..., n. Pomocou uvedeného postupu máme

1 984 = 2 • 6! + 4 • 5! + 2 • 4! + 2 • 3! + 2 • 2! + 0 • 1!.

Nech a, b, c, d, e sú nezáporné čísla, také žea + 6 + c + d + e = 1. Vychádzame
z nerovnosti medzi kvadratickým a aritmetickým priemerom nezáporných čísel
6.

a2 + b2 + c2 + d- -f e2 ^ a + i + c + d + e 1>
5 5 5

1
Po umocnění (obidve strany sú nezáporné) a úpravě máme a2 + 62 + c2 + d2 -f e2 > -5
teda

1
(a + b + c + d + e)2 — 2(a6 + ac + ad + ae + be + bd + be + cd + ce + de) > -.5

OdtiaF využitím rovnosti a-f6 + c-(-d+e = 1 dostaneme

2
(«6 + bc + cd -f de + ea) -f (ac + ce + eb 4- 6d -f da) ^ -.5

Teda aspoň jeden z výrazov v zátvorkách nie je váčší než Hfadaným úsporiadaním
5

je jedno z týclito usporiadaní.
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Zrejme absolutné prvočíslo nemóže obsahovat’ číslice 0, 2, 4, 6, 8 kvoli dělitelnosti
dvorná a číslicu 5 kvoli dělitelnosti piatimi. Ukážeme, že ak číslo obsahuje každú z číslic
1, 3, 7, 9, tak nie je absolutným prvočíslom. Všimnime si, že čísla 1379, 1 793, 9 137,
1 739, 1 397, 1 973 dávajú pri delení siedrnimi zvyšky postupné 0, 1,2, 3, 4, 5, 6. Nech
číslo A obsahuje každú z číslic 1, 3, 7, 9 a číslicu 6^0. Pomocou permutácie jeho
cifier móžeme utvořit’ číslo В = 10 000 -6 + 1 379. Ak teraz 10000 • b dává pri delení
siedrnimi zvyšok г, vyberme takú permutáciu p čísla 1379, ktorá pri delení siedrnimi
dává zvyšok 7 — z, potom číslo C = 10 000 • b + p vzniklo z A permutáciou jeho cifier
a je dělitelné siedrnimi. Teda A nie je absolutné prvočíslo, z čoho vyplývá, že každé
absolutné prvočíslo obsahuje najviac tri rožne cifry.

Rovnicu upravíme na tvar (2a; + y)(x + y) = 35. Kedze rovnicu riešime v obore
celých čísel, sú aj 2x + у, x + у celé. Pre rozklad čísla 35 na súčin dvoch celých
čísel máme 8 možností: 35 — 1 • 35 = 35 • 1 = (—1)(—35) = (—35)(— 1) = 7 • 5 =
= 5*7 = (—5)(—7) = (—7)(—5), ktorým zodpovedá 8 riešení rovnice. Tieto získáme
riešením sústavy dvoch lineárnych rovnic o dvoch neznámých. Sú to riešenia (—34, 69),
(34, -69), (34,-33), (-34,33), (2,3), (-2, -3), (-2,9), (2, -9).

Po zrušení 5 zastávok ostalo na trati 13 zastávok, medzi nimi 12 medzier. Kedze
nebola zrušená ani prvá ani posledná zastávka, tak zrušené zastávky pochádzajú
z týchto 12 medzier, pričom z každej najviac jedna (lebo neboli zrušené žiadne dve
susedné). Stačí teda určit’, kofkými spósobmi možno vybrat’ 5 medzier z 12 (v nich sú
zrušené zastávky), a to je (*52) = 792.
10. Cast’ riešitelov nenašla explicitný vzorec, preto pracovali s rekurentným zadaním
postupnosti. Indukciou, váčšinou však velmi ťažkopádne, dokazovali, že postupnost’ je
rastúca. Jedine M. Foltin si všimol, že За*, < а^+i pre všetky к E N, a dokázal to
triviálnou indukciou: je 3u0 < a i a z předpokladu За* < 1 vyplývá, že

flk+2 3(Xjk4-i — 8<Zfc_j_i 15а^. 3(ijfc+i — 5(a*:+i 3ujt) > 0,

7.

8.

9.

teda afc+2 > 3a*+i.
Druhů časť úlohy nevyriešil v tejto skupině riešitelov nikto, najsilnejší výsledok

dosiahol opat’ M. Foltin: dokázal, že pre všetky к E N je cik+i < 5czfc, potom zrejme
a* < 3-5*, teda prvý člen ktorý by mohol převýšit’ 5100 je «юо, lebo a99 < 3-5" < 5100.

Váčšina riešitelov dokázala explicitný vzorec a* = 3fc + 2 • 5fc, z ktorého lahko
vyplývá monotónnost’ aj to, že hladaný člen je аюо- Niektorí vzorec odpozorovali
z prvých niekofkých členov, iní uviedli aj sposob určenia takéhoto explicitného předpisu
z rekurentného zadania postupnosti.1)
11. Riešitelia využili rovnost’

£ (Vb Ž (I :J)k =0 4 / k=0 4 '

n — 32n“3 = (1 + 1)

1) Explicitný vzorec najdeme tak, že hfadáme geometrické postupnosti, ktoré spíňajú daný rekurentný
vzťali. Dosadením takej postupimsti cAfc do rekurencie dostaneme kvadratická roviucu Л2 — 8Л +
+ 15 = (A — 3)(A — 5) = O, ktorá má kořene Ai = 3, A2 = 5. Potom platí, že všeobecné riešenie
danej rekurentnej rovnice má tvar = A • 3k + В • 5k. Z počiatočnej podmienky ao = 3, a\ = 13
dostaneme A = 1, В = 2.



Korespondenční/ seminář vo východoslovenskom kraji 37

a fakt, že pre n = O, 1, 2 sú obe strany uvažovanej identity nulové. Potom úpravami
dostaneme

í>(*- 1)(*-2)(*)=Ё
k=0 ' 7 k=3

7i!
*(*- 1)(A: — 2) =Ad(n — fc)!

^ (n — 3)!n(n — l)(n — 2)
(k — 3)!(n — k)\E

=3

lne riešenie poslal M. Engliš. Ten využil rovnost’

= n(n - l)(n - 2)2n~3.= n(n —

(* + 2)n = (z + l + l)n.
Koeficienty pri zm na oboch stranách rovnosti sa musia rovnat’; z binomickej a trino-
rnickej vety dostáváme

n!

i\j\m\'
kde г + j + m = n. Položme n — i = k, potom po úpravách pre к — 0, 1, ..n vyjde

m

m

тйк^п

odkiaf pre m = 3 dostaneme

' 7 m=3 ' 7 \ 7

a po vynásobení oboch stráň číslom 6 máme dokazovanú identitu.
I. Tereščák použil 3. deriváciu polynomu

(* + *>"= Co
n "b"+ X + ..+
1 n

a dostal

n(n — 1 )(n — 2)(1 + x)n 3 k(k — 1 )(á,* — 2) í " J.A,-3
A' = o

čo pre x — 1 dává požadovanú rovnost’.
12. Najčastejším typom riešenia bolo hladanie všetkých možností pomocou roznych
systémov. Najekonomickejšie bolo rozdělit’ si případy podlá toho, kofko bielych gúf
dostane prvá osoba. V siestách možnostiach (0, 1, 2, 3, 4, 5 bielych gúf) vyšlo postupné
9 + 10 + 10 + 10 + 10 + 9 = 58 možností.

Iné riešenia využívá vytvárajúcu polynomickú funkciu: počet rozdělení je rovný
koeficientu pri xVÓ v polynome (l+x- + .. .+x,5)( 1+x,+xJ + .. .+x9)(l+a;+x2 + .. .+x13).
Je možné odvolat’ sa tiež na výsledky zo SMM č. 29 a 45.

P. Krtouš riešil úlohu takto: Je 6 10 = 60 možností, ako može jedna z osob dostat’
biele a modré gule. Vo všetkých prípadoch okrem 0+0 a 5+9 možno kombináciu doplnit’
červenými gulami do 13. Výsledok je teda 60 — 2 = 58.
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13. Nech je šachovnica fubovolne pokrytá 18 kočkami domina. Každá z desiatich
priamok (5 horizontálnych, 5 vertikálnych), ktorá přetíná šachovnicu, ale nepretína
žiadne pole tejto šachovnice, rozdělí šachovnicu na dve časti tak, že v každej z týelito
častí je párny počet polí. Preto, ak čiara přetíná domino, musí přeťat’ vždy parny počet
domin (aspoň dve). Kedze čiar je desať a domin iba 18, podlá Dirichletovho principu
musí existovat' čiara, ktorá nepretína žiadne domino.
14. a) Uložme 100 jednokorlínových mincí do radu. Trorna paličkami ich rozdefme na 4
podmnožiny, ktoré představují! peuiaze pripadajúce jednotlivým synom. (Uvážte, aká
pozícia paličiek určuje sumu 0 Kčs pre niektorého syna.) Teda ide o to vybrat’ zo 101
medzier (99 medzier medzi mincami a pozícia před a za mincami) tri miesta pre paličky,
pričorn vybrané miesta sa móžu opakovat’. To je možné urobit’ (
sposobmi.

b) Úlohu prevedieme na predchádzajúci případ: Otec dá vopred každému synovi
po 10 Kčs a rovnakýrn sposoborn ako v a) rozděluje zvyšných 60 Kčs. Tým sa počet
možností zmenší o 137 140.

15. 15 chlapcov móžeme do radu postavit’ 15! sposobmi. Pri postavení do kruhu, ak
rozostavenia vzniknuté pootočením kruhu považujeme za rovnaké, je zrejme 15-krát
menej možností, teda 14!. Ak sa chlapci majú v rozostavení s dievčatami striedať,
móžeme teraz do medzier medzi chlapcami (je ich 15) rozostaviť dievčatá 15! sposobmi.
Celkový počet spósobov je teda 14! • 15!.
16. Předpokládali sme, že dve veže sa podlá šachových pravidiel ohrozujú, ak stoja
v tom istom riadku alebo štipci šachovnice. (Samozřejmé inak je počet spósobov
rozostavenia 8 věží (g2)). Úloha je velmi 1’ahká. Stačí si totiž uvědomit’, že ak označíme
riadky a štipce šachovnice zaužívaným sposoborn, navzájorn sa ohrozujú iba veže
z riadkov 1, 3, 5, 7 (respektive 2, 4, 6, 8) a stípcov a, c, e, g (respektive 6, ď, /, h).
Kedze máme 8 věží, v každom riadku i štipci bude stát’ právě jedna veža. Ak postavíme
vežu rubovofne do 1. riadku na biele pole, máme 4 možnosti, ale potom do 3. riadku ju
móžeme postavit’ iba 3 sposobmi, do piateho riadku dvorná sposobmi a v 7. riadku je už
postavenie veže vynútené (1 spósob). Využijúc pravidlo súčinu dostáváme 4! možností.
Analogicky to platí pre veže umiestnené v riadkoch 2, 4, G, 8. Celkovo teda móžeme
rozmiestniť veže (4!)" = 576 sposobmi.
17. Pri riešení tejto úlohy je výhodné použit’ Dirichletov princip (pozři SMM č. 25).
Přiraďme hráČom vrcholy a zápasom hrany úplného grafu s 23 vrcholmi, pričorn hranu
zafarbíme bielou (resp. čiernou) farbou, ak příslušní hráči odohrali vzájomný zápas
prvý (resp. druhý) deň. Zvolme Fubovofný vrchol A; podlá Dirichletovho principu
existuje aspoň jedenásť vrcholov , ktoré sú s ním spojené hranou tej istej farby. Lahko
sa dokáže, že nemóže nastat’ taká situácia, aby sa v každom vrchole schádzalo právě
11 bielych a právě 11 čiernych hrán (zdóvodnite!), a preto musí existovat’ taký vrchol
Ao, ktorý je spojený s aspoň 12 vrcholmi tej istej farby. Dalej sa už pokračuje tak,
ako v příklade 34 (SMM 25, str. 48). Niektorí dokázali, že už pri turnaji 20 liráčov
musí uvedená situácia nastat’. Dá sa dokázat’, že štvorica hráčov danej vlastnosti musí
existovat’ aj pri turnaji 18 hráčov, pričorn je možné turnaj 17 hráčov vyžrebovať tak,
že žiadna štvorica hráčov neodohrá vzájomné zápasy v ten istý deň. Nájdenie takého

s+ioi-i) _ 17G851
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rozlosovania je však velmi náročné.

18. Pri diskusii je třeba uvážit’ vždy niekofko možností. Kedze postup riešenia je
v podstatě jednoduchý, uvedieme iba výsledky:

a) Z vrcholov pravidelného n-uholníka možno vybrat’ tri vrcholy tak, aby tvořili
rovnoramenný trojuholník rn sposobmi, kde

rn = \n(n - 2),
(ii) rn = kn(n - 2) - |n
(iii) rn = Jn(n - 2),
(iv) rn = ~n(n — 2) — |n, ak n je nepárne a je dělitelné tromi.

b) Ak je n párne, je možné utvořit’ kn(n — 2) pravoúhlých trojuholníkov; ak n je
nepárne, žiaden z trojuholníkov, ktoré tvoria vrcholy, nie je pravoúhlý.

c) Ak je n párne, možno vybrat’ \n (|n — l) (|n — 2) roznych tupouhlých trojuhol-
níkov; ak je n nepárne, je hladaný počet • |(n — 1) (|(n — 1) — 2).

19. 7i-člennou aritmetickou postupnosťou rozumieme takú usporiadanú n-ticu reál-
nych čísel («i, 02,..., an), pre ktorú platí a,+i — at- = d (diferencia), pre každé i — 1,
2, ..., n — 1. Z definície 1’ahko vyplývá, že ak sú dané dva členy a, = a, eij = 6, i ф j,
tejto postupnosti, všetky ostatné členy sú už jednoznačné určené. Stačí teda dokázat’,
že ak а ф b, tak existuje právě tofko roznych postupností, kofkými sposobmi možeme
vybrat’ spomedzi čísel 1, 2, ..., n indexy i, j tak, že ai = a a aj = b. (Odóvodnite
pornocou diferencie d.) Potom je už zřejmé, že v případe а ф b existuje právě 100 • 99
roznych 100 členných postupností, ktorých členmi sú a, b.

Ak a — b, tak jedine konštantná postupnost’ d = 0 vyhovuje zadaniu úlohy, pretože
vtedy musí postupnost’ obsahovat’ to isté číslo na dvoch roznych miestach.

20. Za jeden sposob příchodu pokládáme usporiadanú 35-ticu, v ktorej událost’, že
host’ prišiel, označíme 1, a že odišiel 0 (čiže nám nezáleží na konkrétnom hostovi).
Celkový počet príchodov je (^q), od ktorého však musíme odčítat’ počet tých 35-tíc,
v ktorých před nějakým rniestom je váČší počet 1 ako 0.

Vezmime jednu nevyhovujúcu 35-ticu. Nech г je prvé z miest, kde host’ musí čakať,
teda před ním je rovnaký počet 0 a 1. Vytvořme 36-ticu, ktorá na prvom mieste
bude mať 0 a ďalej bude mať našu 35-ticu. Vymemne navzájom 0 a 1 v Зб-tici až
po póvodné г-te miesto (včítane). Počet núl a jednotiek sa nezměnil (prečo?). Z tejto
36-tice dokážeme získat’ každú 36-ticu, ktorá má na 1. mieste jednotku takto: v 36-
-tici je 15 jednotiek a 21 núl
bude rovnaký počet 1 a 0 a na ý-tom mieste bude 0. Opat’ vyměníme navzájom 0
a 1 až po ý-te miesto včítane. Vynechajme prvú nulu — dostaneme nevyhovujúcu35-ticu. Takže počet nevyhovujúcich 35-tíc sa rovná počtu všetkých usporiadaných36-tíc (15 jedničiek, 21 núl), ktoré majú na prvom mieste 1 a tých je (^j). Počet
príchodov hostí je teda ('^q) — (^j) = 927 983760.
21. Z počiatočných podmienok

ak n je párne a nie je dělitelné tromi
ak n je párne a je dělitelné tromi,

(i)

ak n je nepárne a nie je dělitelné tromi,

tj. musí na ý-tom mieste nastat’ případ, že před ním

x ^ 0, a + z^0, a = y/a + x
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plynie a — 0 alebo a ^ 1. Ak označíme y/a + x = y, dostaneme rovnice

a + x = y2,
x2.a-y-

Ak ich od seba odčítáme a upravíme, vyjde

(y - x - l)(y + x) = 0.

Do rovnice у — x — 1 =0 dosadíme za у a vypočítáme
— li y/Aa — 3

*1,2 = 2

Kedze x2 = 5 —1 — \/4a — 3 nespíná podmienku x ^ 0, je riešením danej rovnice iba
- 1 + у/A a - 3

x- —

2

Často riešitelia robia tú chybu, že do rovnice x = — у dosadia za y. To je však
nekorektně, lebo x ^ 0, — у ^ 0. Rovnost’ platí len v případe, že x = — у = 0, у/a i x =
= 0, takže a = 0.

Elegantnejšie riešenie dostaneme, ak rovnicu umocníme (tým dostaneme pod-
mienku a ^ x2) a opat’ umocníme, takže a2 — a(2x2 + 1) + x4 — x = 0. Riešime ju ako
kvadratická rovnicu v a, ktorej kořene sú

x2 + x + 1,
x2 — X.

Vzhfadom na podmienku a ^ x2 dostaneme pre a = a 1 rovnicu r2 + x + 1 - a = 0,
ktorú sme riešili v predchádzajúcorn odstavci, pre a = a2 potom vychádza a = x = 0.
22. Z tvaru křivky kubickej paraboly vyplývá, že rovnica má tri kořene, ak o funkcii
/(x) = x3 — ax i 2a + 32 = 0 platí: existujú xi < x^ také, že

/;(*i) = /4*2) = 0, /(x!)>0, /(x2) < 0.

Ak položíme prvú deriváciu rovnu nule, dostaneme kvadratická rovnicu 3x2 — a = 0,
čiže

2x2 j 1 i у/(2х- j l)2 - 4(x4 - 1)
«1,2 = 2

л a > 0.xi = - *2 = ~

Je /(xi) > 0 pre všetky a (o tom sa přesvědčíme dosadením do funkcie). Aby
bolo /(x2) < 0, musí byť (opáť po dosadení za x do /)

3a + 48 < a

л 4a) Ak a > 48, potom > 4, teda a > 4a > 3a + 48.

4 Л < 4a < 3a + 48.b) Ak a ^ 48, potom ^ 4, teda a

Odtiať vyplývá, že rovnica má tri rožne kořene pre a > 48.
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23. Ak a; je nesením danej nerovnice, tak

ho, i4 x

11
x ф 0 2>0'X 2

Z týchto podmienok vyplývá, že

-(»■*> (1)

úpravě (ktorá je pri podmienke (1) ekvivalentná) máme x E ^0, -^=^ПPo umocnění a

yhovujú všetky x E ^1, —.П (l,oo). Takže nerovnici v

24. Ak x je riešením tejto nerovnice, potom vzhladom na to, že v nej vystupuje log2 x
musí byť x > 0. Pri tejto podmienke je2)

л logo X
2 • r = -2 log2 x1о§2 1

a podobné log4 x2 = log2 x. Potom povodnú nerovnicu možeme písať vo tvare

\/51og2 x — 2 log2 x — 3 > \/5(log2 x — 3).

logi x2 = 2 logi x

Vzhladom na odmocninu musí byť

(o, i) U(8,oo).

Ak je \/5(log2 x — 3) < 0, tj. ak x E ^0, nerovnost’ platí. Inak
strany nerovnice umocnit’; potom

(log2 x ~ 4)(log2 x - 3) < 0

Nerovnici teda vyhovujú všetky x E ^0, ^ U (8, 16)
25. Ak x je riešením nerovnice, tak

X > 0,

log2 x — 2 log2 x — 3^0, tj. X E

možeme obe

tj. x E (8,16).

x í 1, x ф 5. (1)

Nerovnicu upravíme na tvar

I* ~ 5I 1
i; bgX3 -.

X

Dalej sa úloha rozpadá na dve časti: pre x > 1 sa odlogaritmovaním znamienko nerov-
nosti v (2) nernení a dostáváme x ^ 11, v druhom případe pre 0 < x < 1 sa nerovnost’
obrátí a dostáváme x E (0, 1). Nerovnici teda vyhovujú všetky x E (0, 1) U (11, oo).

bgx3 6x (2)

2) logaritmováním rovnosti x — alog“ x dostáváme logb x = loga:rlogba (uvedený vzťah dostaneme
pre a = j, 6 = 2)
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|a-6|£M-|6| |a + 6| ^ |a| + |6|a

dostáváme odhad

8 = \x - (ж - 8)| ^ |x| - I* - 8| = |a + 4| + |4 - a\ ^ |(a + 4) + (4 — a)| = 8

a teda rovnici možu vyhovovat’ len tie hodnoty parametra a a neznámej x, pre ktoré
nastáva rovnost’, teda musí platit’

|a + 4\ + |4 — a\ = 8 |x| — |x — 8| = 8.a tiež

Odtial’ hned’ vyplývá riešenie. Riešením rovnice pre každé a £ (—4,4) je každé x £
£ (8,oo). Pre iné hodnoty parametra a nemá rovnica žiadne riešenie.27.Pre a = 0 má rovnica len jeden kořeň, ktorý nemóže byť súčasne váčší aj menší
ako 1.

Nech а ф 0. Parabola f(x) = 2ax2 — 2x — 3a — 2 rozdělí rovinu na tri množiny

Mi = {(x,y) £ R2: у < f(x)}
M2 = {{x,y) £ IR2: у = /(®)}
Мз = {(^, y) £ R2: У > (^)j-

Podmienky úlohy hovoria, že ak x\ < x2 sú kořene danej rovnice, tak 1 £ (x\,X2).
Teda pre a > 0 musí byť (1,0) C М3 a pre a < 0 zas (1,0) C Mi. Vyšetřením týchto
podmienok získáme nutná a postačujúcu podmienku požadovánu v zadaní.

Ak a > 0, potom platí 0 > 2a — 2 — 3a — 2 = —4 —a, čo je ekvivalentně s nerovnosťou
a > —4, čiže vyhovuje interval (0,oo).

Ak a < 0, potom 0 < 2a — 2 — 3a — 2 = —4 — a, čo je ekvivalentně s nerovnosťou
a < —4, čiže vyhovuje interval (—00,—4).

Podmienky zo zadania platia právě vtedy, ak a £ (—00, —4) U (0, 00).28.Dosadením výrazu у = 3 — ax do prvej rovnice dostáváme

x2 + (3 — ax)2 — 2® — 3(3 — ax) = 0.

Ekvivalentnými úpravami dostaneme rovnicu

(a2 + l)®2 — (3a + 2)x = 0

s koreňmi
3a -f- 2

x\ = 0 а *2 = a2 + 1

2
pričom x\ ф X2 pre a ф —-. Po dosadení x\ do 2. rovnice dostaneme riešenie (0, 3)3

За T 2 3 — 2a \
a2 -f 1 ’ a2 + 1 /

po dosadení X2 dostaneme riešenie
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Riešením sústavy rovnic, pre а ф — - sú usporiadané dvojice
O

3a 2 3 — 2n \
a2 -f 1 ’ a2 4- 1 /

(0,3),

2
Riešením sústavy rovnic pre a = — — je usporiadaná dvojica (0,3). Kedze úpravy boli

и

ekvivalentně, skúška nie je potřebná.
29. Ide o rovnicu s pararnetrami a, b. Upravme ju na tvar

(sin x — cos x) (a2 -f b2 -f ab(sin x + cos x)) = 0

odkiaí dostáváme

(1)sin X = COS X

alebo
a2 + b2 -f (x6(sin x* + cos x) = 0.

Musí však platit' (& cos x + a)(bsin x + a) ^ 0 (inak daná rovnica nemázmysel). Rovnica

(1) má riešenie x = ^ + 2&л, к G Z, kým rovnica (2) riešenie nemá, pretože
zatial' čo |sinx + cosx| = |\/2sin(x -f ^tc)| ^ \/2. Dostáváme teda, že ak (bcosx -f
+ a)(b sin ж + a) / 0, potom má rovnica riešenie x = — -f 2Лгк, к G Z.

30. Je tg ar + cotg x — a právě vtedy, keď

(2)

a2 + b2
> 2

\ab\

1
(1)= a.

COS X ■ sin X

Kedze cos2 x = 1 — sin2 x, po umocnění (1) jednoduchou úpravou dostaneme pre а ф 0
rovnicu

1
sin4 X — sin2 x H—- = 0.

a2

Po substitúcii sin2 x — у riešime kvadratickú rovnicu

1
У2 - У + -к = 0- (2)a2

Jej riešenia pre \a\ ^ 2 sú

y/a2 — 41
Ш.2 = 5 1 ± M

pre |a| < 2 rovnica (2) nemá reálne riešenie. Keďže pre |a| ^ 2 je 0 ^ т/i ^ 1 a 0 ^ t/2 ^
1, dostáváme sin x = i^/yT, sin x = čty/yj. Podobné možeme vyjádřit’ hodnoty cos x.
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Kedze úpravy neboli ekvivalentně, je potřebné urobit’ skúšku správnosti. Dostaneme
riešenia:

pre a ^ 2 sin X = ^/yT;
sin* = -yfý\\
siná; = д/у^;
sin X = -у/У2]
siná; = yýT;

-y/ýi\
sinx = д/tfc;
sinx = -y/ýi\

cosx =

cosx = -y/ýi\
cosx = y/y[\
cosx = -v/yT;
cosx = -y/ýj]
cosx =

cosx = -д/уГ;
cos x = д/уГ.

pre a ^ —2
sinx =

31. Zo zadania štvoruholníka vyplývá, že pre jeho sirku s platí s ^ |\/5. Podlá
Blaschkeovej vety doň možeme vpísať kruh o poloměre r = |s, čiže r ^ |\/5-
Dokážeme, že kruh o poloměre \\/b obsahuje vždy aspoň tri celočíselné body.

Střed kruhu leží medzi rovnoběžnými priamkami x = k, x = fc+1, к 6 Z. Hraničná
kružnica vytne na nich dve úsečky a my dokážeme, že na kratšej leží aspoň jeden a na

dlhšej aspoň dva celočíselné body. Hraničná kružnica vytne na hraničnej priamke x — к
najmenšiu kratšiu úsečku vtedy, kecť střed leží na priamke x = к — 1. Z Pythagorovej
vety (obr. 10) plynie, že kratšia úsečka má dížku 1, a teda obsahuje vždy aspoň jeden
celočíselný bod.

S

Obr. 1110

Hraničná kružnica vytne na hraničnej priamke najmenšiu dlhšiu úsečku, ak jej
střed leží na osi uvedeného pásu (obr. 11). Z Pythagorovej vety potom vychádza, že
v tomto případe majú obe úsečky dížku 2, dlhšia úsečka tedy obsahuje vždy aspoň dva
celočíselné body.

Poloměr kruhu vpísaného do ABCD je r ^ a 0 ňom sme dokázali, že obsahuje
aspoň tri celočíselné body.
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32. Množina boclov, ktoré vyhovujú nerovnosti у ^ x2, je parabola so svojím vníitrom;
množina x2 ■+■ (у — А)2 ^ 1 je kruh so stredom (0, A) a polomerom 1, x = A je priamka
rovnoběžná s osou у vo vzdialenosti А; Мд je podmnožinou priamky x — A. Konvexný
obal množiny {(0,0)} U Мд leží na priamke, iba ak A = 0 alebo Мд je prázdna alebo
jednobodová množina. (Ak je Мд viacbodová, tak jej body ležia na priamke x = A,
ktorá neprechádza bodom (0,0)).

Ak A (—1,1), prienik priamky a kruhu je prázdny, takže Мд = 0. Ak A G (—1,1),
je y-ová súradnica prieniku paraboly s priamkou rovná A2 a y-ová súradnice prieniku
kruhu s priamkou sú rovné A ± \/l — A2. Množina Мд je prázdna alebo jednoprvková
množina, iba ak A2 ^ A ± \/l — A2 (prečo?). To može nastat’ iba pre A = 1 alebo pre
A < 0. Po umocnění dostaneme nerovnicu (A — 1)(A3 -A2 + A+l)^0a příslušná
kubická rovnica má jediný reálny kořeň A0 < 0. Ulohe potom vyhovujú všetky A E
E (—oo,Aq) U (l,oo). Ak využijeme například Cardanov vzorec, dostaneme, že A E

E (-00,1(^17 + ^297 + ^17-д/297 - l)) U(l,oo).
33. Zaoberajme sa len takými množinami A, ktoré neobsahujú 0 (inak v nich nulová
postupnost’ existuje evidentne).

a) Nech všetky čísla v A majú rovnaké znamienko (nech je to +, v případe — je
dokaž rovnaký). Definujme postupnost’ {жп}£°_0 takto: ak máme prvok x*, E A, existujú
prvky (kedze A + A = A) J/+E A také, že у + z = x*. Všetky tri čísla sú kladné, takže

aspoň jedno z čísel y, z je rnenšie alebo rovné Položme x^+i = minjy, z}. Pre takú

postupnost’, v ktorej pre všetky к E N je x^+i ^ —, 1’ahko dokážeme indukciou, že

pre všetky n EN je xn ý lim ^ = 0.Zn x—>oo Zn

b) Nech existujú v A čísla kladné i záporné (tj. existujú n, 6 E A také, že a < 0 < b).
Definujme postupnosti {xn}£°_0, a {yn}£°_0, pre ktoré o ich 1’ubovofných členoch (n ^ 0)
platí xn < 0 < yn, xn + yn E A, xn + yn ф 0 (prečo?).

Ak xn + yn > 0, položme xn+i = xn, y„+1 = xn + yn. Ak xn + yn < 0, položme
x„+i = xn + yn. Zrejme pre všetky prirodzené n je xn ^ a^n+i < 0 <Уn -I-1

< yn+1 ^ yn■ Dokážeme, že aspoň jedna z postupností {xn}£L0, {уп}£°=о je nulová.
Nech to neplatí, teda nech existuje L > 0 tak, že pre všetky prirodzené n je xn,

yn (— L, L). Zoberme teraz najváčšie к prirodzené také, že pre všetky prirodzené n

-Cn >

je xn, yn £ (—kL,kL). Existuje n E N, pre ktoré xn E (—2kL,0) alebo yn E (0,2kL).
Nech existuje například také n = no, že уПо E (0, 2kL), a nech p je najváčšie prirodzené
číslo s vlastnostem xno + pyno < 0 (može sa stať, že p = 0). Vidno, že

a xrio+P ^ ( 2/no>0)-xn0 + РУп0 — xn0+p Уп0 — Уп0+р

Potom ale platí
0 < xn0+p + Уп0+р — Упо+р+1 <

lebo хПо+р+уПо < yno—kL < 2kL—kL = kL. To je spor. Takže aspoň jedna postupnost’
je nulová (možno dokázat’, že i druhá). Ak by platilo, že A obsahujúca kladné i záporné
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čísla musí obsahovat’ nulu, tak predchádzajúce úvahy by boli zbytočné. Ale odpověď
znie nie: stačí vziať A = {a\/2 — b: a,b E Q+}. Platí, že A + A = A, ale 0 jL А ф 0.
34. Najprv dokážeme, že A s každým svojím bodom В — (дг,у) obsahuje aj bod

(2’ 2) ^ec^e A + A = A, existujú body C, D E A, že C + D — В = [x,y)- Ak
В = 0, I) = (0,0) E A. Ak (x, у) ф (0, 0), označme S
a potom S — ^ —, — J E A, alebo С ф D a vtedy S je střed úsečky CD (v případe,
že В, C, D ležia na priamke), lebo S = ^

— J E A. Kedze А ф 0, vezmime lubovohiý prvok (a, b) E A. Položme (x*i, y\) =

= (a, b) a pre všetky prirodzené n necli (xn+i, yn+\) = ^ —, — J . babko sa ověří, že platí
—г) a celá postupnost’ pozostáva z prvkov množiny A, pričom

(a2 + b2) = 0.

Цф. Bud C =2
5’ = D

Ale A je konvexná, takže

S =

(xn, Уп) — ^ 2» -1 2n

1
lim On + Уп) = Hm

00 22n 211—+ OO П—+

Druhé tvrdenie neplatí. Jeclným z protipríkladov je A = Q x Q.
35. Strany trojuholníka rnusia spínat’ trojúholníkové nerovnosti a platí pre ne a, b,

—- majú byť dížky stráň trojuholníka, rnusia byť
ba

c > 0. А к čísla

kladné a spíňať trojúholníkové nerovnosti
(i -j- 1 b \ c -f 1

ba c

(1)<
ří —(— 1 6-f*l C á 1

b a c

(2)<
b 1 (i-(-l c -(- 1

bc a

(3)<
c -1 д "t 1 6 ~b 1

Stačí dokázat’ lubovoťnú z nerovností (ostatné dostáváme cyklickou záměnou označenia
stráň).

b c
—- sú kladné. EkvivalentnýmiAk a, b, c sú kladné čísla, potom aj , , , ,

a + 1 6+1 с + 1
úpravami vztahu (1) dostáváme

(4)a < abc + 26c + 6 + c.

Kedze a < 6 + c (podlá předpokladu), abc > 0 a 6c > 0, potom je nerovnost’ (4)

pravdivá. Kedze je ekvivalentná s nerovnosťou (1), čísla , ,
a+1 6+1 c+1

stráň trojuholníka.

6 C—— sú dížky



Korespondenčníj seminář vo východoslovenskoui kraji 47

36. Vyrieširne případ 3) c ^ 1. Velkost’ druhých dvoch stráň nie je obmedzená. tahko
zistíte, že vieme nájsť trojuholník s lubovolne vefkým obsahom; neexistuje teda horná
hranica pre vefkosť trojuholníka v ktorom je c ^ 1.

Pri riešení prvých dvoch prípadov použijeme poznatok, že obsah trojuholníka
závisí priamo úměrně od dvoch nezávislých veličin: od vefkosti strany a vefkosti výšky
na tuto stranu.

1) a ^ 1. Nech má strana a = BC najváčšiu možnú dížku, tj. 1. Bod A musí ležať
vo vnútri prieniku kruhov s obvodovými kružnicami k\(B, 1) a ^(C, 1) (lebo velkosti
stráň 6, c sú najviac 1). (Nakreslíte si obrázok!) Z obrázku je vidieť, že maximálnu
výšku a teda aj maximálny obsah bude mať trojuholník s třetím vrcholom totožným

s priesečníkom kružnic к i, &2- Bude rovnostranný so stranou 1 a obsahom

2) 6 ^ 1. Nech má strana b = AC najváčšiu možnú dížku, tj. 1. Bod В musí
ležať zároveň vnútri kruhu s obvodovou kružnicou к i = (A, 1) (lebo b ^ c). Najváčšia
výška na stranu 6 bude mať dížku 1, teda maximálny možný obsah | má pravoúhlý
trojuholník s odvěsnami 6, c velkosti 1.

C

v

А К В

Obr. 12

37. Zo zadania úlohy plynie (obr. 12), že trojuholník ABC je podobný s trojuhol-
nikom NMC. Z podobnosti dalej vyplývá, že -—— = —, takže x =

av
. Obsah

a -f- v

trojuholníka ABC je P\ = ^au. Obsah štvorca KLMN je P2 = ()2 \a + vj
. Úloha

vyžaduje dokázat’ platnost’ nerovnosti

(<™)2 < I
(« + ť)2 = 2 v2

(« + v)2

1
- av

Tá je ekvivalentná s nerovnosťou av ^ (kedze a, v > 0), tj. s nerovnosťou
medzi aritmetickým a geometrickým priemerom. Rovnost’ nastáva v případe a = v.

4
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38. Obsah P trojuholníka so stranami a, b, c je podlá Herónovho vzorca

1
- y/(a + b + c)(a + 6 - c)(a - b + c)(-a + b + c) =

^\/(a + b 4- c) (^\/(a + b- c)(a - 6 + c)(-a + b + c)) 2

P =

Z nerovnosti medzi geometrickým a aritmetickým priemerom vyplývá

a + 6 — c + a — 6 + c — a + fe + c a + b + c
^/(a + b — c)(a — b + c)(—a + b + c) ^ 3 3

Po dosadení do predchádzajúceho vztahu dostáváme

a T b -f- 2 \/я T b -(- c (o T 6 -(-
12v/3

P <
3 4

Rovnost’ nastáva právě vtedy, keď a + b — c = a-b-\-c = —a + 6-fc, čoje ekvivalentně
s tým, že a = b = c. Najmenší obvod pri danom obsahu P má rovnostranný trojuholník.

Trojuholník s maximálnym obvodom pri danom obsahu neexistuje. To dokážeme
sporom: Nech trojuholník s daným obsahom P a najváčším obvodom má strany a, b,

c. Potom ale lubovolný trojuholník so základnou a + 6 + c a výškou
2 P

má obsah
a + b -f c

1 2 P
- (a + 6 + c) = P a obvod o > (i-j-6Tc, a ten je váčší než obvod trojuholníka

a + b + c

so stranami a, b, c. To je spor.

39. Z Herónovho vzorca pre obsah trojuholníka dostáváme

4P\/3 = \/3(а + 6 + c)(—а + b + с)(а — 6 + с)(а -f b — с). (1)

Z trojúholníkovej nerovnosti pre strany a, b, c vyplývá —a + 6 + c>0, a — 6 + c>0,
a + b — c > 0, a teda móžeme použit’ nerovnost’ medzi aritmetickým a geometrickým
priemerom týchto troch čísel, z ktorej dostaneme

a + b + c\ 3
(-a + 6 + c)(a - b + c)(a + 6 - c) ^ (2)3

s rovnosťou pre a = b = c. Lahko sa přesvědčíme, že platí

(a + 6 + с)2 ^ 3(a2 4- b2 + c2) (3)

s rovnosťou pre a = b = c. Z(l) použitím (2) a (3) dostáváme

W3^3(a + b+c)
1

= -(a + b + c)2 <í a2 + 62 + c2

tým je daná nerovnost’ dokázaná. Rovnost’ v poslednom vztahu nastane, ak nastane
rovnost’ v (2) a (3), teda právě vtedy, ak je trojuholník rovnostranný.
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40. Ak bod E je taký, ako požaduje úloha, tak EF je rovnoběžné s AG, EA s FG, EG
sC7a EC s FG, z čoho plynie, že štvoruholníky AGFE a EGFC sú rovnoběžníky,
teda ich protifahlé strany sa musia rovnat’. Potom platí \AE\ = \EG\ = \CE\, takže
bod E musí ležať v střede strany AC.
41. Kedze a, b, c majú byť strany pravoúhlého trojuholníka, musí pre ne platit’ a2 +
-f 62 = c2, čo spolu s rovnosťami i + c = pac-fa = g dává kvadratická rovnicu pře c
s parametrami p a q. Z jej dvoch riešení vyhovuje úlohe len c — p + q — y/2pq, strany a,
b vyjádříme podobné, je a = yflpq — p, b = \í‘2pq — q. Teraz už nie je problém zostrojiť
žiadaný trojuholník, úsečku dížky \/2pq zostrojíme podlá niektorej z Euklidových viet
a z podmienok a > 0, b > 0 vyčítáme nutné a postačujúce podmienky riešitelnosti
p < 2q a q < 2p.

A S В

Obr. 13 Obr. 14

42. Nutnou podmienkou existencie riešenia je 0 < cv < ^ (prečo?).
Predpokladajme, že trojuholník ABC je už zostrojený (obr. 13). Potom V leží na

Thalesovej kružnici к nad AS, kde S je střed strany AB (prečo?), navýše leží na vb■
Z toho je už konštrukcia zřejmá. Počet riešení závisí od počtu priesečníkov vb a k.
Eahko sa zistí, že vzdialenosť výšky vb od bodu S', středu kružnice k, je IS7#! cos a =
= | c cos a, a pretože poloměr kružnice к je | c, dostáváme, že pre 0 < cos a < | má
úloha právě dve rožne riešenia, pre cos a = i jediné a pre cos a > | žiadne riešenie.
43. Nech R je priesečník kružnic k\ a k$, rozny od bodu V, kružnica k\ (resp. ^з)
má střed A a poloměr \AV\ (resp. C a |CV|) a označme B\ priesečník priamok BV a

AC, A\ priesečník priamok AV a BC (obr. 14). Potom trojuholník ARB\ je zhodný
s trojuholníkorn AVB\, ďalej trojuholník AVB\ je podobný trojuholníku ACA\ (sú to
pravoúhlé trojuholníky a majú spoločný uhol pri vrchole A), teda trojuholník ARB\
je podobný trojuholníku ACA\, odtial’ \^ARB\ = \$ACB\, takže body C, R ležia na
tom istorri oblúku nad AB, pre ostatné body využijeme cyklickú záměnu.


