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Prazsky korespondencni seminar z programovani

N

Ivan Libicher, Pavel Topfer

Mezi studenty stfednich skol ziskaly v posledni dobé velkou oblibu rizné kores-
pondencni seminare. Po fadé matematickych seminari se objevily seminare fyzikalni
a v poslednich letech také programatorské. Z nich pravdépodobné nejmladsi, ale roz-
sahem své plisobnosti a poctem Gcéastnikli nejvétsi je prazsky korespondenéni seminér
z programovani. Seminaf vznikl na zaéatku $kolniho roku 1987/88 z iniciativy studenti
matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Pokusny ,nulty“ ro¢nik seminére
probéhl nad ocekdvani Gspésné, a proto se organizatori rozhodli pokracovat v pofadani
seminare 1 v dalsich letech. Dnes ma prazsky korespondenéni semindf z programovani
kazdoroéné vice nez 200 Gcastniki.

Podobné, jako je tomu u jinych korespondenénich semindf, je 1 tento organizovan
v nékolika kolech. Kazdé kolo je tvofeno ¢tyimi soutéznimi tlohami rizné obtiznosti,
z nichz si studenti mohou vybrat k feSeni podle vlastniho uvazeni jen ty, které zvladnou.
Vsechny tlohy jsou zaméfené na navrh algoritmi a tvorbu programii. Samotny zapis
programu by ale jako feseni (ilohy samozfejmé nestacil. Je nutné pripojit také slovni po-
pis feSeni, vysvétleni zptisobu prace algoritmu a zdivodnéni jeho spravnosti. Hodnoti
se 1 kvalita navrzeného algoritmu, zejména jeho efektivita. Zaslana reseni tloh opravuji
organizatofi seminare — studenti informatiky z riznych roéniki MFF UK v Praze.
Opravené ulohy zasilaji zpét soutézicim spolu s komentari a se vzorovymi fesenimi tiloh
a s vysledkovymi listinami. Na zavér kazdého ro¢niku seminafe pfipravuji pro nejlepsi
ucastniky tydenni soustfedéni s bohatym programem odbornym i oddechovym.

Soutézni Glohy maji podobny charakter jako tlohy kategorie P matematické
olympiddy. Z minulych ro¢nikii seminafe jsme pro vas vybrali na ukazku tfi Glohy.
Pro nedostatek mista uvadime jejich vzorova feseni bez vyslednych program.

I:Tlohy

1. Nejvétsi dira (KSP 1-4-2)

Napiste program, ktery k zadanému celému ¢islu n, n 2 2, a zadané posloupnosti
realnych ¢isel délky n (kterd se vejde do paméti!) vytiskne dvé ¢isla z posloupnosti
takova, ze zadné ¢islo z posloupnosti nelezi ,mezi nimi“ (tj. neni mensi nez jedno a vétsi
nez druhé z nich) a ze absolutni hodnota jejich rozdilu je maximélni. Napf. pro n = 4
a posloupnost 2, 5.3, 2.7, —20.1 program vytiskne dvojici ¢isel 2, —20.1.

2. Zplodiny (KSP 2-3-3)
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Necht pi, ..., pn (n 2 0) je posloupnost celych cisel. Zplodinovymi operace-
mi nazveme nasledujici zmény posloupnosti: a) vypusténi prvniho élenu (neprazdné
posloupnosti): p1, ..., pn P2, ..., Pn, b) pridani libovolného ¢isla r na konec
posloupnosti: p1, ..., pn = P1, -+ Pn, 7, ¢) zménu nékterého ¢lenu p;, 1 £i < n,yna
libovolné celé ¢islo r:

Ply---sPn Y Ply. s Pi—1, " Pitl,---sPn-
Navrhnéte algoritmus, ktery pro dané posloupnosti celych é&isel, py, ..., pn (n 2 0)
aqi, ..., ¢m (m 2 0) urél minimalni pocet zplodinovych operaci potiebny ke zméné
Pi, .-y Pn DA q1, ..., ¢m. NapF. ke ziméné posloupnosti 5, 2, 4, 1, 12 na 4, 3, 12 jsou

tieba nejméné tii zplodinové operace:
5,2,4,1,12 — 2,4,1,12 — 4,1,12 — 4,3,12.

3. Daébelské mocniny (KSP 2-2-1)

D-&{slem nazvéme kazdé kladné celé &slo takové, ze se da vyjadrit ve tvaru 3747 5%
kde 7, j, k 2 0 jsou celd ¢isla. Navrhnéte algoritmus, ktery pro dané kladné celé cislo
n vytiskne prvnich n D-¢isel.

Napi. pro n = 10 algoritmus vytiskne cisla 1, 3, 4, 5, 9, 12, 15, 16, 20, 25.

ReSeni

1. Postup reseni se bude skladat z nasledujicich péti kroku:

1. Nalezneme minimalni a maximalnf prvek ze zadanych n ¢isel a oznacime je Min
a Maz. Plati tedy Min £ a; £ Maz pro vsechna i od 1 do n. To je mozné provést
velmi snadno jednim sekvencénim prichodem danymi n cisly, tedy s linearni ¢asovou
slozitosti.

2. Spocitame hodnotu D = (Maz — Min)/(n—1). Rozdil Maz — Min udava velikost
celkového intervalu na iselné ose, ktery sledujeme. Udaj n— 1 uréuje, na kolik nejvyse
useki je tento interval rozdélen zadanymi n ¢isly, tzn. kolik existuje ,,dér* mezi ¢isly.
Hodnota D ma proto vyznam dolniho odhadu velikosti maximalni diry. Kdyby byla
vSechna ostatni ¢isla rozlozena mezi Min a Maz zcela rovnomérné, mély by vsechny
diry mezi nimi velikost pfesné D. Pii jakémkoliv jiném rozlozeni ¢isel mezi Min a Max
bude néktera dira mensi, a proto musi byt jina vétsi nez D.

Poznamka. Zvlastnim pripadem je situace, kdy se vsech n danych ¢isel sobé rovna.
Potom Maz = Min a vyjde nam tedy D = 0. Nejvétsi dira mezi ¢isly ma nulovou
velikost a najdeme ji mezi libovolnou dvojici zadanych ¢isel.

3. Rozdélime nyni cely interval (Min, Maz) na n—1 Gseki velikosti D a tyto Gseky
ocislujeme ve vzestupném poradi od 1 do n — 1. Vsimnéte si, Ze pro libovolné &islo
X z intervalu (Min, Maz) dokdzeme snadno (v konstantnim ¢ase) uréit, do kterého
tseku patii. Pofadové ¢islo piislusného aseku je dano vyrazem (X — Min)/D| + 1,
kde zavorky [, | oznacuji dolni celou ¢ast z hodnoty vyrazu v nich uzavieného, tzn.
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V] je rovno nejvétsimu celému ¢&islu, které je mensi nebo rovno hodnoté vyrazu V.
Poznamenejme jesté, ze tiseky chapeme jako intervaly zdola uzaviené a shora oteviené.
Cislo X lezici pfesné na hranici dvou Gseki bude tedy zafazeno do vyssiho z nich. Pro
X = Maz déava nas vyraz poradové cislo tseku n. Cislo X = Maz bude tvofit samo
dalsi, v poradi n-ty tsek, ktery je degenerovan do jediného bodu.

4. Vytvorime si dvé pomocna pole velikosti n oznacend R a S. Tato pole zaplnime
tak, aby pro kazdé i od 1 do n mélo R; hodnotu minimélniho a S; hodnotu maximalntho
ze zadanych &isel, které nalezi do i-tého Giseku (viz bod 3). Pokud do nékterého z Gseki
nepadne ani jedno ze zadanych cisel, dosadime do R; a S; zvlastni pfedem zvolenou
hodnotu, kterd neni z intervalu (Min, Maz), napt. Maz +1, Min — 1. Spravné hodnoty
poli R a S ziskdme snadno s linearni ¢asovou slozitosti. Pro kazdé z n zadanych &isel
staci urdit, do kterého seku patii (podle vzorce z bodu 3), a poté toto éfslo porovnat
s do té doby platnymi hodnotami poli R a S odpovidajicimi tomuto Gseku:

pro kaidé i = 1, ..., n proved
R; := Maz + 1;
Si .= Min — 1;
pro kaidé i = 1, ..., n proved
U := |(ai — Min)/D| + 1; (x &islo Gseku )
JestliZe a; < Ry potom Ry := a;;
jestlize a; > Sy potom Sy := q;

5. Vzhledem k tomu, Ze podle bodu 3 neméa zadny z Gseki délku vétsi nez D
a pritom podle bodu 2 je hodnota D dolnim odhadem velikosti maximalni diry mezi
zadanymi ¢isly, ma bud maximaln{ dira velikost pravé D, nebo je vétsi, ale pak nemiize
lezet celd uvnitf jediného tiseku, musi do ni padnout pfedél mezi dvéma sousednimi
Gseky. Vyslednou velikost maximalni diry proto staci hledat vzdy mezi minimé&lni
a maximalni hodnotou ¢isel nalezejicich do sousednich (seki. Pritom je jesté tieba
davat pozor na ty useky, které neobsahuji zadné ze zadanych n ¢isel. Predéli mezi
Gseky je priblizné n, takze i tato ¢ast vypoétu ma linedrni ¢asovou slozitost:

MazDira := D — 1; (% dolni odhad velikosti max. diry x)
1= 1;
dokud ¢ < n — 1 provadéj
(* Si je zacatek pravé zkoumané diry x)
ji=ti+1;
dokud R; = Maz + 1 provadégj j := j + 1;
(* hledame dalsi neprazdny tGsek *)
(* nehrozi preteceni, nebol R, =S, = Maz *)
(* R; je konec pravé zkoumané diry *)
Dira := R; — S;;
jestlize Dira > MazDira potom
MazDira := Dira,
Cl:=5;; C2:= Rj;
i:=3
(* MazDira je velikost maximalni diry, C'l, C2 jsou hledana ¢isla )
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Spravnost algoritmu byla zdivodnéna ve vyse uvedeném rozboru. Konecnost
vypoctu vyplyva ze skutecnosti, ze pocet prichodd vsemi cykly je omezen poctem
zpracovavanych ¢isel n. Algoritmus ma linedrni ¢asovou slozitost, nebot kazdy z jeho
krokt ma bud linedrni nebo konstantni ¢asovou slozitost a jednotlivé kroky vypoctu
nasleduji jeden po druhém.

2.  Posloupnosti zplodinovych operaci prevadéjici py, ..., pn na qi, ..., ¢m budeme
struéné nazyvat p-q-posloupnostmi. Pro libovolné posloupnosti py, ..., pn a q1, ...,
¢m existuje p-g-posloupnost délky max(m,n):

1) pro n < m tvofend n operacemi c) a m — n operacemi b),

2) pro n 2 m tvofenid n — m operacemi a) a m operacemi c).

Déle je jasné, ze kazd4 p-g-posloupnost musi obsahovat nejméné |n—m| operaci a)
a b), aby se délka zménila z n na m. Z toho plyne, ze ma-li byt néjaka p-g-posloupnost
kratsi nez max(m, n), musi v ni byt méné nez min(m, n) operaci c), tj. nékteré prvky
posloupnosti p musi prejit do ¢ beze zmény.

Uké4zeme, ze zplodinové operace v nejkratsi p-q-posloupnosti lze preusporadat
tak, ze nejprve se provedou vsechny operace a), pak c) a nakonec b): Z4dn4 operace c)
Jisté neméni ¢len, ktery by pozdéjsi operace a) vypustila (pak by totiz p-g-posloupnost
nebyla nejkratsi); mizeme tedy vSechny operace a) pfesunout pred operace c). Podobné
zadnd operace c) jisté neméni ¢len dfive pfidany néjakou operaci b) (tyto dvé operace
by totiz bylo mozné nahradit jedinou operaci b)); mizeme tedy operace b) pfesunout
za operace c). Konelné zadna operace a) jisté nevypousti prvek pridany dfive operaci
b) (obé operace by bylo mozné vypustit). Hledejme tedy nejkratsi p-¢g-posloupnost ve
tvaru

Ply--+,Pn — ...k operacia)... —  Dk4ly---rPn
Pk+41y---,Pn — ...c(k) operaci c)... = 1, Gk
Qiye-sqn-k + ...m—n+koperacib)... — q1,...,qm,

kde max(n —m,0) £ k < n a ¢(k) je minimalni poéet operaci ¢) potfebny ke zméné
Pk+1, - -y Pn DA {q1, - .., qn—k'

ck) ={i; 1S i Sn—k peyi # ai}|-
Oznadime-li d délku nejkratsi p-g-posloupnosti, plati
d = min(k + c(k) + (m — n + k)),
kde k prochazi hodnoty od max(n — m,0) do n. Tento vzorecek spolu s definici c(k)
dava kompletni algoritmus pro vypocet d. Jeho spravnost vyplyva z odvozeni.
Pamétova slozitost (uréend délkou posloupnosti p a ¢) je linearni, ¢asova slozitost

je O(n?), nebot vypocet c(k) (jehoz slozitost je O(n — k)) se provede nejvyse (n + 1)-
krat.
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3. Vsechna D-cisla vzestupné oéislujeme takto: 1 = dy, 3 = ds, 4 = d3, 5 = djy,
9= d5, 12 = de, 15 = d7, atd.
TVRZENi. Necht &k > 1, 1 £ p, ¢, » < k jsou celd ¢isla s témito vlastnostmi:

dp = min{di; 1 § 1< kaild; > dk-—l},
=min{d;; 1 Li<kadd; > dp_1},
min{d;; 1 i<k abd; >di_1}.

SO
S a
1

Potom plati d; = min{3d,,4d,,5d,}.

DUOKAzZ. VyuzZijeme toho, ze D-¢isla vétsi nez jedna jsou pravé &isla tvaru 3D,
4D nebo 5D, kde D je néjaké mensi D-Cislo (plyne to pfimo z definice D-¢isla). Cislo
d = min{3d,, 4d,, 5d, } je tedy D-&islo. Navic d je nejmensi z D-Cisel vétsich nez dy_.
Kdyby totiz mezi dy_, a d lezela néjaka D-¢isla, pak nejmensi z nich by bylo tvaru 3d;,
4d; nebo 5d;, 1 £ i < k, takze d by nebylo minimdlni. Tim je dikaz tvrzeni proveden.

Zname-li tedy D-Cisla dy, ..., dx—y (k > 1) a &isla p, ¢, r z uvedeného tvrzeni,
potom d = min{3d,,4d,, 5d,}. ,Nové“ hodnoty ¢isel p, ¢, r splijici

dp, = min{d;; 1 £i <k a3d; > di},
dg =min{d;; 1 £ i<k add; > di},
d, = min{d;; 1 £i <k abd; > di}

ziskdme tGpravou ,starych® hodnot takto: pokud 3d, = di, pak ¢islo p zvétsime o jednu,
déle pokud 4d, = di, pak cislo ¢ zvétsime o jednu, dale pokud 5d, = dj, pak &islo r
zvétsime o jednu.

Tim mame jednak indukéni krok pro generovani dalsiho D-¢isla, jednak invariant,
ktery nam zaruéi spravnost nasledujiciho algoritmu:

(* n je pocet hledanych D-&isel *)
(* (Dy, ..., Dy) je pole celych &isel x)
Dy:=1;p:=1; ¢q:=1; r:=1,
pro k =2, ..., n proved
(* Dy, ..., Dg—y je prvnich k — 1 D-Zisel, )
(* p, ¢, » maji vlastnost z vyse uvedené Gvahy *)
di = min{3dp,4d,, 5d, };
jestlize 3d, = d}, potom p:=p+ 1;
Jestlize 4d, = di potom ¢ := g+ 1;
Jestlize 5d, = dj, potom r := r + 1;
pro k =1, ..., n proved tiskni(dy)
Konecnost algoritmu je zfejma. Invariant uvedeny v komentafi v téle prvniho
cyklu zarucuje spravnost algoritmu.
Casové i pamétova slozitost tohoto algoritmu je O(n).



