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41-A-1-3

Jestlize v8echny zlomky se jmenovatelem nejvySe rovnym n, jez lezi v intervalu
(0,1) a jsou zapsany v zakladnim tvaru, sefadime podle velikosti, pak pro kazdé

€ bude platit ¢b — ad = 1 (¢isla 0 a 1 chdpeme jako

dva sousedni zlomky % < p

zlomky 2, 1). Dokazte.

Regeni. Plati-li & < ¢ (b,d > 0), plati i a4 < ate Je-li navic bc — ad =1,

c

b <4 b “brd " d

je také b(a + c) —alb+d) =1ac+d —da+c) =1 Vyjdeme tedy od
zlomk 2 Ta to bude prvni krok. P¥i druhém kroku pridame mezi tyto zlomky
zlomek 1J+‘_1 = 2, pri tfetim kroku pridame mezi tyto zlomky za §, dostaneme
tak kone¢nou posloupnost 2, 1, % % 1. Tak postupujeme déle, pfi n-tém kroku

priddme mezi kazdé dva zlomky 3 E zlomek T ate b d pokud ovSem bude b+ d <

< n. Dostaneme koneénou posloupnost zlomkd, jejichZz jmenovatelé jsou vesmés

y s xr . 2w . . . . . a ¢
pfirozend Cisla nejvysSe rovna n, a budou-li stat v této posloupnosti zlomky 7 q

vedle sebe, plati pro né bc — ad = 1. Sta¢i uz jenom ukazat, ze jsme tim dostali
vBechny zlomky z intervalu (0, 1) se jmenovatelem menSim nez n + 1.

Predpokladejme tedy, Ze zlomek b (¢ £ n) v nasi posloupnosti neni, pak musi
q

lezet mezi dvéma jejimi sousednimi Cleny %, 2, tj. % < £ < 2, odkud plyne
q

bp—aq 2 1, cq — dp 2 1. Vynésobime-li prvni nerovnost d, druhou b a se¢teme-li
je, dostaneme s vyuZitim vztahu bc — ad = 1 nerovnost ¢ = b+ d. To ale znamen4,

ze b + d < n. Pak by ale zlomky %, 2 nemohly byt sousednimi ¢leny uvazované

posloupnosti, protoze by mezi nimi leZel jesté zlomek —— b ate i . Tim je dokazano, Ze po

n-tém kroku obsahuje posloupnost vSechny zlomky —, pro které je 0 S p < ¢ S n.
q

41-A-1ll-5

Uvazujme funkci f definovanou v intervalu (0,1) jako

T, z iracionalni,
fl@)=q p+1 _p
] = -,
q q

kde 0 < p < ¢ jsou nesoudélné celd ¢isla. Najdéte maximum funkce f na intervalu
(3. )
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v s . 7 8 vroxs 15 ‘e 15\ _ 16 8 v o s
Reseni. V intervalu (§»9) lezi &islo 17, pro které je f(ﬁ) = 17 > 5 Podle feSeni
dlohy A-I1-3 nelezi v intervalu (g, {3) Z4dné raciondlni ¢islo 2 se jmenovatelem

87
15 8
17 §)
vatelem ¢ < 26. Pro kazdé racionélni ¢islo g z intervalu (—g—, g—), E # %, tedy plati
q 2 26, a proto je

p\ _p,1 8 1 16
f(q>—q+q<9+2<17.

q < 25 a podobné interval ( neobsahuje zadné raciondlni ¢islo 13 se jmeno-

ProtoZe pro kazdé iracionalni &slo z € (£, 8) je f(z) = = < ¥, je hledané

maximum 2.

41-C-1-5

Jsou-li a, b, ¢ velikosti stran trojahelniku a t,, t;, t. velikosti prislusnych téznic,

pak
3 = to + 1ty + ¢ <1
4 a+b+c ’
Dokazte.

Reseni. Oznaé¢me K, L, M stiedy stran po fadé protilehlych vrcholim A, B,
C daného trojtahelniku a 7" jeho téZisté (obr.1). Podle trojihelnikové nerovnosti
v trojuhelniku BCT plati

2 2
|BO| < BT| +1CT), . a < 2t + ot

Podobné z trojuhelniki ABT a C AT usoudime, zZe

Gl bt 5 Bebdd
33" 33

Seétenim téchto tfi nerovnosti dostaneme

4
a+b+c<§'(ta+tb+tc),

coz je vlastné levd dokazovand nerovnost. Déle si vSimnéme, Ze podle trojuhelni-
kové nerovnosti v trojihelniku KM A plati

b
|AK| < |[KM|+ |AM|, tj. t.< 3 + 5,
podobné z trojuhelniki LK B a M LC plyne

<<+ a4 t.<2
>S9 7% c>9 Ty
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Seétenim téchto t¥i nerovnosti dostaneme

fo by + 1t <2(a+b+f)—a+b+c
a b c 2 2 2 = )

a to je vlastné prava dokazovana nerovnost.

C
L
v P
K
A R B
Obr. 1
41-C-1-6

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo n tak, aby existovalo pravé 45 usporadanych
dvojic (u,v) pfirozenych &isel, jejichZ nejmensi ndsobek je n.

Reseni. Je-li p, q,r, ... posloupnost viech prvoéiselnych déliteléi hledaného &sla n,
pak rozklad n na prvoéinitele ma tvar n = p®¢®r°..., kde exponenty a, b, c, ...
jsou cela kladna ¢isla. Libovolni dva délitelé ¢isla n pak maji tvar

n=plgrf ... a n=pigrt.. .,

kde d, e, f, ..., g, h, i, ... jsou celd nezipornd ¢isla. Navic je ¢islo n je nejmensi
spolecny nasobek téchto ¢isel u a v, pravé kdyz plati soustava rovnosti

a = max(d, g), b =max(e, h), ¢ = max(f,7), ....

Vybéry moznych dvojic (d, g), (e, h), (f,7), ... jsou tedy navzajem nezavislé, napt.
pro dvojici (d, g) méme moznosti

(0,a), (1,a), ..., (a,a), (a,a—1), ..., (a,1), (a,0),

tj. pravé (2a + 1) moznosti. Existuje tedy pravé (2a + 1)(2b+ 1)(2¢+ 1) ... uspo-
radanych dvojic (u,v) zkoumané vlastnosti. (VSimnéte si, Ze uréeny pocet zavisi
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na exponentech a, b, c, ..., nikoliv na hodnotach prvodisel p, ¢, r, ... v rozkladu
Cisla n.) Pozadovana rovnost

45=(2a+1)(2b+1)(2c+1)...

predstavuje rozklad ¢isla 45 na nékolik celych cinitela vétsich nez 1, tedy jeden
ze soulint 45, 153, 9-5 nebo 5 -3 -3 (na poradi ¢initelid nebereme ohled). To
znamena, ze Cislo n ma jeden z tvart

%, p'd, p'd®, pldir.
Nejmensi predstavitelé téchto Etyt typt jsou &isla 222, 27.3,24.32 222 -3 -5 (za p,
q, r dosazujeme nejmensi prvodisla, pritom vzdy k mensimu prvodislu prirazujeme
vétsi exponent). Nejmensi je posledni z téchto ¢isel, tj. ¢islo 60.

42-B-1-4

Honza si zapomnél poznacit kvadratickou rovnici, kterou mél doma resit. Pama-
toval si vSak, ze koeficient u kvadratického ¢lenu byl 3 a u linedrniho ¢lenu 25.
U absolutniho ¢lenu se spletl pouze ve znaménku. Obé& rovnice (ta, kterou mél
Fesit, 1 ta, kterou fesil) mély celodiselny koren. Zjistéte, které to byly rovnice.

Reseni. Rovnice maji tvar
‘ 322 +252+¢c=0; c¢>0.

Jejich diskriminanty jsou

D1’2 =625F 12c (2)
a koreny
-25++vD; .
T12 = 256 D, 1=1,2

Odtud ++v/D; = 25 + 671 2. Je-li n&ktery z korenti celé ¢&islo, pak musi byt také
++/D; celé a dale néktery z vyrazti —25 + /D; je délitelny 3esti. Cislo /D; =
= /625 — 12¢ < 25 budeme tedy hledat ve tvaru /D, = 6k £ 1, k € Ng. Ze
vztahu (2) vyplyvé, ze D; + Dy = 1250. /Dy = /1250 — D; musi byt celé.
Postupné volime za /Dy &sla 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 a uréujeme /Ds. Zjistime,
7e vyhovuje pouze v/D; = 5 nebo /D; = 17.

V prvém pripadé je ¢ = &51_2—& = 50 a jednéa se o rovnice 322 + 25z + 50 = 0,
ve druhém pripadé to budou rovnice 32% + 25z + 28 = 0. VyfeSenim rovnic se
presvédéime, Ze vyhovuji podminkam tlohy. Existuji tedy dvé razné dvojice rovnic,
které jsou reSenim dané tlohy.
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42-B-11-1

Zjistéte, pro kterd realnd cisla a mé soustava rovnic

r+y=2+2,
2 +y? =22 +4,
P +yd=2>+a
feSeni v oboru realnych cisel, a vyreste ji.

ReSeni. Umocnime-li prvni rovnici na druhou a od vysledku odeéteme rovnici
druhou, dostaneme 2zy = 4z. Z dvojice rovnic zy = 2z a ¢ + y = z + 2 vyplyva,
7e {z,y} = {2, 2}. Proto z® + y® = 2% + 8, takZe a = 8 je jedin hodnota, kdy m4
soustava FeSeni. VSechna FeSeni pro a = 8 jsou trojice (z,y, z) tvaru (2, p,p) nebo
(p,2,p), kde p je libovolny parametr.

42-B-S-2
Pro kterd redlna ¢isla p ma soustava rovnic
3 —
z° — 2+ 3p =6,
2 +z+4p=10
aspon jedno feSeni v oboru realnych ¢isel?

ReSeni. Je-li u spole¢ny kofen obou rovnic, pak
0= —u+3p—6)— (u®+u+4p—10) = —2u—p+4,

odkud u = —%& + 2. Dosazenim zpét do libovolné z obou rovnic dostaneme pod-
minku na &slo p, kterd je po tpravé tvaru kubické rovnice p(p? — 12p + 20) = 0
s kofeny p; = 0, p2 = 2 a p3 = 10. Snadno se presvéd¢ime, ze dand dvojice rovnic
pak ma skutecné spolecny kofen u rovny 2, 1 resp. —3.

42-79-11-1
Jestlize pro trojcifernd ¢isla a, b plati a + b = 1000, potom se &isla a2, b? shoduji
v poslednim trojcisli. Dokazte.

Reseni. Protoze a? — b? = (a — b)(a + b) = 1000(a — b), je v uvazovaném piipadé
rozdil a? — b? délitelny &islem 1000, a proto se &sla a2, b% shoduji v poslednich
tfech Cislicich.
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43-A-1-4
Pro ktera cela n > 2 existuji racionélni &sla p a g takova, ze ¥/n = p + qv/2?
ResSeni. Umocnénim na tieti dostaneme ekvivalentni rovnost
n = (p° +2¢%) + 3p°q V2 + 3pg® V4. (1)
Zabyvejme se nejdiive piipadem n = 4. Je-li ¥/4 = p + qv/2, pak z (1) plyne
4= (p* +2¢%) + 3p°qV2 + 3p* (p + ¢V2), (2)

neboli 4 — p* — 2¢° — 3p*¢*> = V/2(3p*q + 3pg®). Protoze v/2 je iracionélni &islo,
je posledni rovnost mozna, jen kdyz 4 — p® — 2¢® — 3p%¢*> = 0 a 3pq(p + ¢*) = 0.
Z druhé rovnice plyne p = 0, ¢ = 0 nebo p = —¢?, dosazenim do prvni pak po
fadé ¢® = 2, p® = 4, resp. ¢® + ¢® — 2 = 0. Protoze &isla p a ¢ jsou racionélni, je
z posledni trojice splnitelnd jen tfeti podminka, kter4d znamend, ze ¢> = —2, nebo
¢®> = 1. Dostavame tak jedinou dvojici (p,q) = (-1, 1), pro kterou sice plati (2),
ne viak V4 = p + ¢¥/2. Proto posledni rovnost nespliiuji Z4dné racionélni p a q.
V obecném pripadé ukazeme, Ze plati-li (1) pro nékterd racionélni n, p a g, pak
koeficient 3pg? u ¢lenu v/4 musi byt roven nule. Jinak by totiz 3lo z (1) vyjadfit

n—pd—2¢
A=tPo by

coz by byl spor s tim, Ze &islo 4 neni feSenim. Proto plati 3pg? = 0, tj. p = 0
nebo ¢ = 0. Pak oviem n = p® nebo n = 2¢3. Je-li navic &slo n celé, musi byt
v poslednich dvou rovnostech i &isla p, ¢ celd. Odpovéd: n = k3 nebo n = 2k3, kde
k > 1 je celé cislo.

43-A-11-4
Rozhodnéte, zda existuje kubicka rovnice
2 +pr’+qr+r=0

s celoc¢iselnymi koeficienty p, ¢ a r, kterd méa v oboru redlnych cisel jediny koten
o =1+ V2 + V4. (J. Simsa)

Reseni. Postupné spoéteme
23 =5+4V2+3V4, z3=19+15V2+12V4.
Dosazenim do rovnice (1) tak po tipravé dostaneme podminku
(19+5p+q+7)+ (15+4p+q)V2+ (12 + 3p+q)V4a =0,
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ktera je splnéna, pokud jsou rovna nule vSechna tfi ¢isla 19+ 5p+q+7, 15+4p+q
a 12+ 3p+q. (Podle lohy A-I-4 doméciho kola je to nejen postacujici, ale i nutna
podminka.) Snadnym vypoétem zjistime jedinou trojici (p,q,7) = (=3,-3,—1).
Zbyva dokazat, ze rovnice

22 -322-32-1=0
ma jediny redlny kotfen. To lze provést vice zplisoby (asi nepiili§ schiidné je déleni
kofenovym dvojélenem z — zp), napf. takto: protoze 3z% + 3z + 1 > 0 pro kazdé

redlné z, je kazdy kofen rovnice 2® = 322 + 3z + 1 > 0 kladny; ze zépisu 1 =

3 3 1 . . o oy , . »
=—-+=+ = plyne, Ze tento kofen je nejvyse jeden (prava strana je totiz pro
T

kladné z klesajici).
Jiné feseni. Plati
13— (32)° 1
To=14+V2+ V4= = ,
. ’ 1-v2 V21
takze — = v/2 — 1. Proto je x¢ FeSenim rovnice
o 1 3
(=2
x
pfi¢em? je jasné, Ze tato rovnice méa v oboru realnych ¢isel jediny kofen. Pro z # 0

je oviem tato rovnice ekvivalentni s (14 )3 = 223, coZ je po roznésobeni hledani
rovnice.

43-B-1-6

Urcete nejvétsi mozny objem ctyrbokého jehlanu ABCDV, jehoz zakladnou je
kosoc¢tverec ABCD se stranou délky a a jehoz sténové vysky z vrcholu V na hrany
AB, CD malji délku h.

Reseni. Ozna¢me K, L paty kolmic z V na hrany AB, CD. Piimka AB je kolma
na rovinu KLV, protoZe je kolmé k pfimkdm KV, LV (obr.2). Odtud KL 1 AB.
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Vyska kosoctverce ABCD je |KL| = 2x. Pata vysky jehlanu lezi v roviné K LC
a je ziejmé totozna se stfedem S tsecky K L. Z pravothlého trojahelniku K'SV je
tato vySka v = v/h? — z2. Objem jehlanu je tedy

2 2 ;
V= gax\/ h? —z2 = 3 a\/ x2h? — x4,
Objem bude maximaélni, pravé kdyZ bude maximalni vyraz pod odmocninou
1 1 2
—2h2 gt = ot (22~ 2n2)
U=a®h?—a* = 2h (z Sh )

Maximum hleddme na intervalu 0 < z < %a, protoze vyska kosoCtverce 2z je

men3i neZ velikost a jeho strany. Kvadratick4 funkce U proménné ¢t = z? nabyva

h

. h o e
absolutniho maxima pro x = —=, proto zavisi dalsi diskuse na tom, zda bod —

V2 V2
padne do intervalu (0, %a) & nikoliv. Pro hv/2 < a je tedy maximalni objem jehlanu
Vinax = %ah2.

Pro a £ hy/2 je kvadraticka funkce U v intervalu (0, %hQ) rostouci, a proto
objem jehlanu v tomto pfipadé nema maximum, ale neomezené se blizi hodnoté
o V4h? —a?

6
pokladame, ze podle béiné uzivané definice Ctverec neni kosoCtverec).

Vinax = a (pro z = %a dostaneme ¢tvercovou podstavu — zde pred-

43-B-11-4

Kazdy z bodt krychle o hrané délky a obarvime praveé jednou ze tii barev. Dokazte,
ze pak mezi témito body existuji dva téze barvy, jejichz vzdalenost je vétsi nez %a.
(P. Leischner)

ResSeni. Oznaéme vrcholy dané krychle obvyklym zptisobem A, B, C, D, E, F, G,
H. Je-li vrchol A obarven jednou ze tii barev a néktery z vrchola C, F'; H ma tutéz
barvu, jsme hotovi, nebot |AC| = |AF| = |AH| = av/2 > 1,41a > La. V opaéném
pripadé musi byt uvedené tfi vrcholy rovnostranného trojihelniku CF H obarveny
nejvyse dvéma rtznymi barvami, takze aspon dva z bodi C, F, H maji tutéz
barvu. Jejich vzdalenost je vétsi nez %a. Tim je tvrzeni Glohy dokéazéano.

43-75-1-4

V jednom mésté maji tfi kina. V kiné Slunce prodéavaji vstupenky za 7 korun.
V kiné Mars za 8 korun, ale kazdy desaty navstévnik mé vstup zdarma. V kiné
Venuse prodavaji vstupenky za 9 korun, také kazdy desity navstévnik ma vstup
zdarma, ale navic kazdy sty navstévnik vyhrava 100 korun. V kiné Mars vybrali
na poslednim predstaveni 2776 korun. Kolik by vybrali v kiné VenuSe a Slunce,
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kdyby je navstivil stejny pocet divaka? (Pod vybranymi penézi rozumime ty, které
zistanou po zakoupeni listki v pokladné. Vyhry se plati z vybranych penéz, tedy
ve Venusi vyberou o to méné.) (M. Koman)

Reseni. Od kazdé desitky divaki vyberou v kinu Mars 9-8 = 72 korun. Kino Mars
navstivilo 2776 : 72 = 38 (zbytek 40) celych desitek divaka. Zbyvajicich 40 korun
vybrali od 5 divakt. Do kina Mars pfislo 385 divaka.

Od stejného poctu divaka by v kinu Slunce vybrali 7 - 385 = 2695 korun.

V kinu Venuse od 38 desitek divédkid vyberou 38 - (9 -9) = 3078 korun a od
poslednich péti divaki 5 -9 = 45 korun. Na vyhrach pfitom vyplatili 300 korun.
V pokladné kina Venuse ztstalo 3078 + 45 — 300 = 2833 korun.

43-78-1-3

Na Ciselné ose jsou znazornéna tii ¢isla z, y, z. Narysuj na této Ciselné ose obraz
nuly, jestlize vi§, Ze 3y = z + z. Najdi feSeni pro vS8echny polohy ¢isel z, y, z, pro
které <y < z. (P. Cernek)
Regeni. Danou rovnost 3y = z + 2 miZzeme upravit takto: y + (y —z) + (y —z) = 0.

Proto dostaneme obraz pocatku tak, ze k obrazu bodu y ,pri¢teme” y —z ay — z.
Obé tyto hodnoty vycteme z ¢iselné osy (obr. 3).

-
<

] ) T
0 =z Yyy+(@y—=z) *

Obr. 3

Jiné feSeni. Rovnost 3y = = + z délime ¢islem 2. Dostaneme

T+ 2z

1,5y = 5

Obrazem aritmetického priméru z a z je stfed Gsecky uréené body = a z, coz
je zaroven obraz bodu 1,5 - y. Zname-li obrazy ¢isel y a 1,5 - y snadno najdeme
pocatek.

43-728-11-2

Na ciselné ose jsou vyznaleny obrazy Cisel a, 3a, 6a — 2. Sestrojte obrazy Cisel 0
al.

| | |

I
a 3a 6a — 2
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Reseni. Nejprve najdeme obraz &isla 2a jako stied tise¢ky s krajnimi body a a 3a
a pak obraz 0 (a je stfed usecky urcené obrazy Cisel 0 a 2a, obr.4) a ¢isla 6a (3a
je stfed dvojice bodd 0 a 6a). Orientovand tsecka s pocateénim bodem 6a — 2
a koncovym bodem 6a znazornuje ¢islo 2, takze jeji polovina odpovida jednotkové
usecce. Jejim posunutim do bodu 0 dostaneme obraz ¢isla 1.

Pri konstrukci je tfeba rozlisit pripady, kdy obraz 6a — 2 lezi vlevo nebo vpravo
od obrazu 6a. Pokud by tyto obrazy splynuly, neméa tloha reSeni.

01 2a 6a
j | | | el |
T I I | T 1
a 3a 6a — 2
Obr. 4
44-A-1-1

Pro dana kladna ¢isla x # y uvazujme praméry

T+y 2y [x? 4 y?
e = ./ h: ,k: e
a ) y 9 xy, .'E+y 2

(Jde o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky pramér ¢isel z a y.) Ze
vSech rozdéleni ¢tverice a, g, h, k na dvé dvojice r, s a t, u vyberte to rozdéleni,
pii kterém mé vyraz V = r + s — t — u nejmensi kladnou hodnotu.  (J. Simsa)

Reseni. Uvedené kladné priméry splituji zndmé nerovnosti h < g < a < k. Ty
plynou napf. z vyjadreni
k2_02:(93"y)2 a2_92:($'y) g2_h2:$y(x—y)2
4 7 4 (z +y)?

a z podminky = # y. (Je to ponékud vyumélkované zduvodnéni, fesitele vyzveme
dokazovat kazdou ze tfi nerovnosti metodou ekvivalentnich aprav.)

Oznacme Vy =k+a—-g—h,Vo=k+g—a—haVs=k+h—a—g. Ostatni
tIi hodnoty vyrazu V jsou —Vi, =V, a —V3. Protoze

Vi—Voa=2(a-g)>0 a Va-V3=2(g—h)>0,

plati Vi > Vo > V3. DokdZeme-li, ze V3 > 0, bude V3 hledand nejmensi kladna
hodnota vyrazu V. Nerovnost V3 > 0 je ekvivalentni s nerovnosti £ — g > a — h,
jejiz obé strany jsou kladné. Muzeme ji proto ekvivalentné umocnit na druhou
a pak prepsat do tvaru

2kg < k% + g% — a® 4 2ah — h*.
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Pred dal$im umocnénim vyjadiime pravou stranu této nerovnosti pomoci ¢isel x
a y (a tak zjistime, Ze je skutecné kladnd). Vyjde nam

2, 2 o_ (@+y)? o _ 2zy(2® +9°)
k*+g°—a 1 a 2a @ +9)°

Proto mizeme posledni nerovnost ekvivalentné umocnit na druhou:

(z+y)

4 42292 (32 + y2)?
- +xy(a;2+y2)+ y*( y?)

Ak2q% = 9 2, .2
k*g zy(z® +y°) < @+y)

Tuto nerovnost lze ekvivalentné upravit na tvar

(@+9)? 2zy@®+y?))”
0<{ 4 (z+y)? }

Vyraz v slozené zavorce je kladny, nebot je roven

(z+y)* —8ay(z* +3y?)  (z—y)*

4(x +y)? T 4z +y)?

a r # y. Tim je dikaz hotov. Odpovéd: Hledané rozdéleni je {r,s} = {k,h}
a {t,u} = {a, g}, nebot nejmensi kladna hodnota vyrazu V je rovna k+h—a—g.

44-A-S-3

Urcete kladna redlnd Cisla z # y takova, Ze jejich praméry

T+y 2xy z? + y?
G="g 0 9=V sty 2
45
lezi v8echny v mnoziné M = {?, 18v/2, 30, 251/2, 40, 10\/23}. (J. Simsa)

Reseni. Vime, 7e h < g < a < k. Protoze prvky M jsou vypsany v poradi od
nejmensiho po nejvétsi, musi nastat néktery z téchto pripadi:

(i) g = 182, (ii) a = 40, (iil) g = 30 a a = 25v/2.
V kazdém z nich je uz dalsi postup snadny:

(i) Z g = 18V2 plyne h = %3. Protoze zy = g*> = 2 - 182, dostdvame

a:+y_g2 - 16 - 92 144

2  h 45 T 5

Posledni ¢islo nepatii do M, takZe piipad (i) nemize nastat.
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(ii) Z a = 40 plyne k = 101/23, takze

z+y=2a=80

z? 4 y? = 2k% = 4600.
Odtud 2zy = 80% — 4600 = 1800, ¢ili zy = 900 a g = v/900 = 30 € M. Koneéné

h =230 = % ¢ M. Cisla z a y jsou kofeny rovnice t* — 80t + 900 = 0, tedy

{z,y} = {40 £ 10V7}.
(iii) Plati
zy = g*> =900

x+y=2a=50\/§,

odkud h = gb—gqg = 18v/2 € M. Déle
2? +y? = (50v/2)” — 2900 = 3200,

takze k = v/1600 = 40 € M. Cisla z a y jsou kofeny rovnice t2 — 50v/2 t + 900 = 0,
tedy {z,y} = {25v2 £ 5V/14}.
Odpovéd: {z,y} = {40 £ 10V7}, {z,y} = {25v2 £ 5V/14}.
4 -A-111-2

Urcete kladnd redlnd ¢isla z a y, vite-li, Ze priaméry

T+y 2zy 2 + 32
a= , =zy, h= k =
2 0 9TV z+y’ 2
jsou piirozen4 ¢isla, jejichz soucet se rovna, 66. (J. Simsa)

ReSeni. Protoze &islo 66 neni délitelné ¢tyfmi, nemuize platit a = g = h = k, takze

jak dobre vime, plati h < g < a < k. Oznacme c nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, g.

Pak a = ca; a g = cg;, priemz g; < a; jsou nesoudélnd prirozend Cisla. ProtoZe
2

2

C . w7 w1 2 w7 ’ v i

B L = _QL, je Cislo ¢ délitelné ¢islem aq, tedy ¢ = da; pro vhodné pfirozené
a ay

¢islo d. Dostavame tak vyjadreni priméru pomoci ¢isel d, a1, g;:

h=dg}, g=daigi, a=da?, k=+/2a%— g2 = da;\/2a? — g3.

Protoze druhd odmocnina z prirozeného ¢isla je bud pfirozené, nebo iracionalni
¢islo, musi byt Eislo \/2a? — g# ptirozené (a to vétsi nez aj, nebot g1 < ay). Proto
je leva strana rovnosti

dg? + daygy + da? + dayy/2a? — g} = 66 (%)
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vétsi nez 2a? (vzhledem k nerovnosti d 2 1 stali uvaZovat jen tieti a étvrty s¢i-
tanec). Odtud plyne 2a? < 66, neboli a; < 5. Snadno se zjisti, kterd z deseti

odmocnin
/203 — g3,  kde 1Zg<a $5,

je rovna piirozenému &slu: takova je jediné odmocnina /252 — 12 pro a; = 5
a g1 = 1. Dosazenim do (*) zjistime, ze d = 1. Praméry (h,g,a,k) = (1,5,25,35)
mé dvojice kofent rovnice t? — 50t + 25 = 0, tedy dvojice &isel {z,y} = {25 +

+10v/6,25 — 10v/6}.
44-B-1-3
Pro dand kladna ¢isla x # y uvazujme praméry

T+y 2zy z2 4 y?
= 4/ }:— — .
2 9 S $+y’k 2

a=

(Jde o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky pramér ¢isel z a y.) Ze
vSech rozdéleni ctvefice a, g, h, k na dvé dvojice r, s a t, u vyberte to rozdéleni,
pro které mé vyraz V = rs — tu nejmensi kladnou hodnotu. (J. Simsa)

Reseni. Jedn4 se o zndmé priméry, které (pii x # y) spliuji nerovnosti
O<h<g<a<k (2)
(viz napt. svazek SMM ¢&. 39). Vyraz V nabyvéa pouze hodnot
Vi =ka—hg, Vo =kg—ah, V3 =a9—kh a -V, =V,, —V3.

Dokazeme-li, ze
Vi>Ve>Vy>0, (3)

bude to znamenat, Ze V3 je nejmensi kladnd hodnota vyrazu V. Levé dvé nerovnosti
ve (3) plynou okam?zité z (2), nebot V1 =V, = (k+h)(a—g) a Vo—V3 = (9+h)(k—a).
Zbyvé tedy dokazat, ze V3 > 0, neboli ag > kh. Dikaz je vyhodné provést sporem:
Necht existuji takova riznéd z,y € Ry, Ze ag < kh, tj.

1 2 +y2 2y
Nt L ——
vy S@+y) S/ — P

Obé strany této nerovnosti jsou kladné. Po umocnéni na druhou a snadné tpravé
dostaneme (z + y)* < 8(22 + y?)xy; odtud (z — y)* £ 0, a to je spor.
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44-C-1-3

KaZzdy bod obvodu ¢tverce o strané 10 cm je obarven jednou ze dvou barev. Dokaz-
te, Ze pfi libovolném obarveni mzeme na obvodu ¢tverce vzdy najit body stejné
barvy tak, aby trojihelnik s témito vrcholy mél obsah aspoii 25cm?. (M. Cadek)

Redeni. Vrcholy ¢tverce oznaéme A, B, C, D. Mohou nastat dva piipady:

1. Dva vrcholy na jedné strané maji stejnou barvu (napf. modrou). Necht jsou
to napft. vrcholy A, B. Existuje-li na strané C'D ¢tverce bod X, ktery je obarven
toutéz barvou, dostavame trojuhelnik ABX, jehoz vrcholy jsou obarveny modrou
barvou a jehoz obsah je 50 cm? > 25 cm?. Maji-li v8ak vechny body strany C'D
barvu jinou (napf. ¢ervenou), uvazujme stied S strany BC'. Je-li obarven modrou
barvou, mé trojuhelnik ABS vSechny vrcholy obarveny modrou barvou a obsah
25cm?. Je-li S ¢erveny, pak trojihelnik C' DS méa viechny vrcholy ¢ervené a pfitom
obsah 25 cm?.

2. Z4dné dva sousedni vrcholy &tverce ABC D nejsou obarveny stejnou barvou.
(Napt. A, C jsou modré a B, D jsou Cervené.) Uvazujme opét bod S, ktery je
stfedem strany BC'. Je-li obarven modrou barvou, pak trojuhelnik AC'S méa obsah
25cm?, a pfitom jeho vrcholy jsou obarveny modrou barvou. Je-li bod S obarven
¢ervenou barvou, mé trojihelnik BDS obsah 25 cm?, a pfitom vSechny jeho vrcholy
maji cervenou barvu.

Tim je dikaz ukoncen.

44-C-S-2

V roviné je dan ¢tverec ABCD se stfedem S. Uvnitf tsecek SA a SC jsou zvoleny
po fadé body E a F tak, ze |SE| = |SF|. Sestrojme prusecik X polopfimky BE
se stranou AD a prusecik Y poloptimky DF' s prodlouzenim strany AB. Dokazte,
ze obsah trojuhelnika AXY nezavisi na poloze bodu E a F. (J. Simsa)

Reseni. Oznaéme Z priisecik tse¢ek BC a DY a U prisecik tise¢ek BD a XY
(obr. 5).

D C
FE
S Z
& U
E
A B Y
Obr.5
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1. zptusob: 7Z dvojic podobnych trojuhelniki AYF ~ CDF a AFD ~ CFZ
plyne
|AY| |AF| |AD|
|CD| — |CF| |CZ]

Odtud dostavdme |AY |- |CZ| = |AD| - |CD| = a?, kde a je délka strany daného
ctverce ABCD. Diky své konstrukci jsou body X a Z stiedové soumérné podle
stfedu S, proto je |CZ| = |AX|, takZe pro obsah P trojihelnika AXY plati P =
= L|AY||AX| = L|AY||CZ| = }a?, tj. obsah nezavisi na volbé bodi E a F.

2. zpisob: Protoze body X a Z jsou stiedové soumérné podle stfedu S, je
Y DX B lichobénik (obr.5), pfi¢emz bod U je prusecikem jeho thlopficek BD
a XY. Obsah trojihelnika DXU je proto roven obsahu trojihelnika BY U. Vzhle-
dem k tomu, zZe obsah trojuhelnika AXY je souctem obsaht ctyrthelnika AXUB
a trojuhelnika BY U, je obsah trojihelnika AXY roven obsahu trojahelnika ABD,

i1 2
oz je 5a*.

44-78-111-1

. % s : a < < a .
Pro dvé rizna prirozena cisla a, b plati a + 7= 81. Urcete cislo b + 7 Uvedte

vSechny moznosti.

a
Reseni. Cislo 3 musi byt pfirozené, proto a = k - b, kde k je pfirozené, a plati

k(b + 1) = 81. Protoze ¢isla a a b maji byt riznd, nemtze byt k = 1, a protoze
b # 0, nemiize byt k = 81. Musi tedy nastat jedna z téchto moznosti:

1.k=3,b=26,a=78, pak je b+ < = 29,

b
2.k:g,b=8,a,:727pak_]'eb-}-%:1’77
3.k=27,b:2,a:54,pakjeb+%:29.

44-79-11-2

Pro ktera celd ¢isla z, y plati 2% = 3zy + 10?7 Najdéte vSechna feSeni.

Reseni. Zadany vztah mtzeme upravit na tvar z(z — 3y) = 10. Odtud vidime, Ze
x iz —3y déli ¢islo 10. Mohou tedy nastat pouze moznosti uvedené v prvnich dvou
radcich tabulky:

T 1 [-1] 2 [-2] 5 [-5] 10 [—10
T—3y| 10 |-10] 5 | =5 2 | =2 1 | -1
y |-3|3 |-1|1]1]|-1] 3 |-3
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Pro kazdou z moznosti vypoéitame y. ReSenim tlohy budou ty dvojice, pro
které bude ziskané ¢islo y celé. Vysledek je uveden v tfetim radku tabulky. ProtoZe
ve vSech pripadech vyslo y celé, ma aloha 8 feseni. Jsou jimi tyto dvojice ¢isel (z,y):

(17_3)7 (_1a3)7 (27—1)) (—271)’ (5a1)a (—5’—1)7 (1073)’ (_107_3)'

45-A-1-4
Dokazte, ze pokud pro prirozend ¢isla a, b je i ¢islo

a+1 b+1
+
b a

prirozené, pak pro nejvétsi spoleény délitel D éisel a, b plati nerovnost D £ v/a + b.
Muze nastat rovnost v pfipadé, ze D < a < b?

Reseni. Po jednoduché tipravé dostaneme, Ze

a+1+b+1_a2+b2+a+b )
b a ab '

Protoze D je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b, mizeme psat a = Da; a b = Dby,
kde aq, by jsou nesoudélné pfirozend ¢&isla. Vyraz (1) ma po vykraceni tvar

Da? + Db? + a1 + by @)
Da1b1 '

Aby vyraz (2) byl pfirozené &islo, musi byt ¢itatel délitelny jmenovatelem, a tedy
i vSemi jeho déliteli. Proto musi byt ¢itatel délitelny D,

D | Da} + Db + ay + by.
Cislo D zfejmé déli &isla Da? a Db?, proto musi platit
D|a; +b;. (3)
Protoze ¢isla ay, by, D jsou pfirozend a plati (3), musi zaroveh byt
D < ay + by, (4)
coz po prenasobeni D (D > 0) dava
D?<La+b.
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Po odmocnéni (obé strany jsou kladné) vychézi, ze
D <Va+b. (5)

Jesté musime zjistit, zda nékdy nastane v (5) rovnost. Ta zfejmé nastane, pravé
kdyz nastane rovnost v nerovnosti (4). Proto musi byt D = a; + b;. Aby byla
zaroven splnéna podminka D < a < b, musi platit 1 < a; < by. Volme proto a; = 2
a by = 5. Potom musi byt D =2+ 5 = 7, neboli a = Da; = 14 a b = Db; = 35.
Snadno se presvédéime, Ze v tomto pripadé rovnost (5) skutecné nastane.

Poznamka. Mizeme postupovat také tak, Ze na zacatku zavedeme substituci
a=a;D, b= b D a po obdobnych tivahach dojdeme k tvrzeni D? | a + b, coz po
odmocnéni dava (5).

45-A-1-5

Najdéte vSechny funkce f: N — Z splhujici pro kazda z,y € N rovnost

f(zy) = f(2) + f(v) = f(D(z,9)),
kde D(z,y) znadi nejvétsi spoledny délitel &isel z, y, vite-li, ze plati f(p) = p pro
kazdé prvocislo p. (P. Hlinény)

Reseni. Predevsim si v§imnéme, e pro nesoudélna &isla z, y plati

fzy) = f(@) + f(v) - F(1).

Proto pro prvoéiselny rozklad n = p{"'p5? ...p%m Eislan (p1,p2,. .., Pm jsou ruznd

prvolisla a ai,as,...,a, jsou pfirozend Cisla) dostavame, ze f(n) = f(pi*) +
+ f(p5?) + ...+ f(p%m) — (m — 1) f(1). Déle opakovanym pouzitim dané rovnosti
zjistime, Ze f(p®) = f(p*~1) = ... = f(p) = p pro prvodislo p a libovolné pfirozené
¢islo a. Odtud vyplyva, ze plati

fn)=pr+pe+...4+pm—(m—-1)f(1), n=pps*...pE".

Dokazme jesté uvedené tvrzeni podrobnéji:
Nejdrive dokdzeme matematickou indukci podle «, Ze pro prvocislo p plati

f@*)=fp) =p.
Pruni krok. Pro a = 1 plyne tvrzeni pfimo ze zadani.
Druhy krok. Necht tvrzeni plati pro a 2 1, potom

f@*th) = f(™) + f(p) — F(D(®*% p) = f(PY).

Odtud podle indukéniho predpokladu plyne, Ze je také
F@ ) = f(™) = f(p) = p.
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Déle dokazeme, ze pokud n = pi"*p5? ... p%m je prvociselny rozklad ¢islan 2 2,
je
f(n) = f"p3? ..p) =pi+p2a+. P — (m—1)f(1).
Tvrzeni dokazeme opét indukei, tentokrat podle poctu m prvociselnych délitelt
¢isla n. :
Pruni krok. Pro m = 1 dostavame predchozi tvrzeni, které jsme pravé dokazali.
Druhy krok. Necht tvrzeni plati pro m 2 1. Potom plati

Fps® ) = F0p5? ) + F () -
= (D@ pe® o palii)) -
Protoze ale D(p{'ps?...p%, porih') = 1, mé dle indukéniho pfedpokladu
predchazejici rovnost tvar

Q41

fOUPe?  pil) =P+ P2+ D —
= (m=1f1) +pmt1 — f(1) =
=p1+...+pms1 —mf(1). (1)
Jesté zbyva ukazat, ze takto definovand funkce f vyhovuje dané podmince pro
libovolnou hodnotu f(1). Necht a a b jsou pfirozend ¢isla. Ozna¢me ¢ = D(a,b)
anecht ¢ = pi* ... p%m je jeho prvodiselny rozklad. Prvociselny rozklad ¢isla a ma

pak zfejmé tvar

fl Bon ’B"""'l ﬁ1n.+s

a=p"...ppnq) g

a podobné ¢islo b bude mit prvociselny rozklad
— o Yt
b=p/t. . . plrr"T Tt

Zaroven vime, ze prvocisla p1,...,Pm, q1y---,Qs & T'1,...,T¢ jSOU navzajem razna.
Proto rozklad ¢isla a - b na prvocinitele je

_ Pitm B +ym ,Pm+1 Bonts o Ym+1 Y
a-b=p] C Py g cogemter] coordmtt
Podminka ze zadani rika, ze

fla-b) = f(a) + f(b) = f(D(a,b)). (2)
Spoditejme tyto hodnoty pro funkci definovanou pomoci (1):
fl@=p+...4+pm+a+...+q¢—(m+s-1)f(1),
fO)=pr+...4pm+r+...+r.—(m+t—1)f(1),
fla-d)=pr+...4pmt+@a+...+q+r+...+r.—
—(m+s+t—1)f(1),
fle)=pi+...4+pm—(m—1)f(1).
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Snadno nahlédneme, ze po dosazeni téchto hodnot do (2) dostaneme identitu (jesté
je potreba si uvédomit, Ze vSechny tyto uvahy jsou korektni i v ptipadé m = 0,
s =0,t=0). Funkce f definovand pomoci (1) je tedy jedinym feSenim dané alohy
pro libovolnou hodnotu f(1).

45-A-111-5

Pro ktera cela ¢isla k existuje funkce f: N — Z spliujici

(i) £(1995) = 1996,

(i) f(zy) = f(z) + f(y) + k- f(D(z,y)) pro viechna piirozena &isla z, y?
D(z,y) oznacuje nejvétsi spolecny délitel ¢isel z, y. (P. Hlinény)

Reseni. Ze vztahu (ii) pro z = y vyplyva f(2?) = f(z-z) = (k +2) f(z). Dvojna-
sobnou aplikaci predchoziho vztahu dostaneme
fla*) = f(a® - 2%) = (k +2)f(2?) = (k +2)* f(2).

Jinym postupem ale dostaneme

f(&*) = f(z-2°) = f(2) + F(=°) + kf(z) =
=(k+1)f(2)+ f(z-2?) =
= (k+1)f(2) + f(2) + f(a®) + kf(z) =
= (2k 4+ 2)f(z) + f(2?) = (3k + 4) f(x).

Nyni staci najit libovolné z, pro které je f(z) # 0, tedy naptiklad podle (i) z =
= 1995. Porovnanim predchozich dvou vztahi dostaneme podminku

(k +2)2f£(1995) = f(1995%) = (3k + 4) f(1995),
(k +2)? = 3k + 4,
ke {0,-1}.

Pro k = —1 dostavame funkcionalni rovnici z doméciho kola. Vime, Ze jejim obec-
nym FeSenim je pro z = p{* ...p% funkce

f@)=fP)+...+ flpn) —(n - 1)f(1).
Podminku (i) tlohy miZzeme splnit napiiklad volbou f(5) = 1996, f(p) = 0 pro

vSechna prvocisla p # 5 a f(1) = 0.
Pro k£ = 0 dostavame funkciondlni rovnici

f(zy) = f(z) + fv).
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Odtud predevsim pro x = y = 1 plyne f(1) = 0. Obecnym FeSenim této rovnice
pak je pro = p{™* ... p%" funkce

f(il:) = alf(pl) +...+ anf(pn)7

kde f(p;) jsou libovolna celd ¢isla. Opét staci zvolit f(5) = 1996 a f(p) = 0 pro
vSechna prvodisla p # 5 jako vyse.

45-B-1-4
Cislo 2n* + n® + 50 je délitelné Sesti pravé pro ta pfirozend &isla n, pro ktera je
Cislo 2 - 4™ + 3™ + 50 délitelné tfinacti. Dokazte. (J. Simsa)

Reseni. Sestavime tabulku zbytki pti déleni ¢isel A = 2n* + n3 + 50 Sesti v z4-
vislosti na zbytku ¢isla n (zbytek pfi déleni ¢isla A Sesti totiz zavisi jen na zbytku
pfi déleni ¢isla n Sesti):

2 nd pt 2pt 2pt+n® A =2n"+n®+450
2

S
S
S

[ B JCIE NI e B
= oRs Wk = O
T W N~ O
s W ks = O
NN O NN O
= O W s W o
[SCIN IS, B e IS4

Z tabulky vidime, ze ¢islo A je nasobkem Sesti, pravé kdyz cislo n dava pri déleni
Sesti zbytek rovny 2, tj. je rovno jednomu z Cisel 2, 8, 14, 20, ... .

Nyni sestavime tabulku zbytka pri déleni nékolika prvnich ¢isel B = 2 - 4™ +
+ 3™ + 50 tfindcti. (Na rozdil od vyrazu A, ktery je mnohoclenem, se ve vyrazu B
vyskytuje proménnd n i v exponentu. Nelze proto Fici, ze zbytek pfi déleni ¢isla B
t¥inacti zavisi na zbytku pii déleni ¢isla n tfinacti. AZ pii sestavovani tabulky se
ukézZe, s jakou periodou se zbytky opakuji.)

n 3% 4" 2-4" 2.4"4+3" B=2-4"+4+3"+450
0 1 1 2 3 1
1 3 4 8 11 9
2 9 3 6 2 0
3 1 12 11 12 10
4 3 9 5 8 6
5 9 10 7 3 1
6 1 2 3 1

1
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Dalsi vypocty uz nemusime provadét. Vidime totiz, ze zbytky mocnin 3" a 4™
se vzhledem k éislu n opakuji se spole¢nou periodou rovnou Sesti (u mocnin 3"
existuje dokonce mensi perioda rovna tfem). Proto i posloupnost zbytki ¢isel B
mé periodu 6. Navic je z tabulky patrno, Zze B je nasobkem tfinacti, pravé kdyz
¢islo n dava pri déleni Sesti zbytek 2, tj. je rovno jednomu z ¢isel 2, 8, 14, 20, ...

Pozndmka. Periodicitu v posloupnosti zbytkt pii déleni mocnin a* &islem d
presnéji postihuji Fermatova a Eulerova véta. Podle Fermatovy véty je v pripadé,
kdy d je prvocislo, délka periody rovna nékterému déliteli ¢isla d — 1.

45-B-1-1
Zjistéte, pro kterd redlna Cisla p mé rovnice
23+ pr? 4+ 2px=3p+1

ti rizné realné koteny 1, 2 a x3 takové, 7e x1zo = 2. (J. Simsa)

Reseni. VyuZijeme vztahti mezi kofeny a koeficienty mnoho¢lenu, tzv. Vietovych
vzorcu. Podle nich je

r1 + 22 + 23 = —p,
129 + T1T3 + Taxz = 2p,

r1T2x3 = 3p+ 1.
Dosadime-li do druhého vztahu za z129 = :v%, dostaneme
2p = mg + z123 + x223 = x3(21 + T2 + X3) = —pI3,
a protoze p = 0 zfejmé nevyhovuje, je x3 = —2.

Dale plati
_ T1T2T3 _ 3p+ 1

T3 -2 ’

4:w§ =TT

odkud p = —3. Jen pro toto p tedy mize dana rovnice vyhovovat danym podmin-
kam. Dosadime-li do Vietovych vzorct za z3 a za p, dopocteme zbyvajici feSeni
x1 =4, xo = 1 a presvédcime se, ze je tomu opravdu tak.

45-B-11-3
Dokaizte, Ze rovnice 2% — 199622 + roz — 1995 = 0 m4 pro kazdy redlny koeficient r
nanejvys jeden celociselny koren. (A. Vrba)

Reseni. Pripustme, Ze pro nékteré ¢islo r ma dana rovnice dva celoéiselné koie-
ny a, b. Déleni levé strany rovnice mnohoélenem (xz — a)(xz — b) vyjde beze zbytku
a vysledny podil bude tvaru z — ¢ pro vhodné realné &slo c. Cislo ¢ musi byt oviem
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celé, nebot a + b + ¢ = 1996. Viechna tfi &isla a, b, ¢ nemohou byt licha, kdyz je
jejich soucet sudy. Jejich soucin je vSak liché ¢islo 1995, coZz neni mozné. Rovnice
miize mit tedy nanejvys jeden celociselny koten.

45-C-11-4

V poloroviné ABM sestrojte kruznice ky a ks, které se dotykaji pfimky AB po
fadé v danych bodech A a B, dotykaji se vné v néjakém bodé T a jejich spolecna
tecna v tomto bodé prochazi danym bodem M. (J. Svréek)

Reseni. Oznaéme S prisecik uvazované teény obou hledanych kruznic s piim-
kou AB. Z vlastnosti teCen ke kruznici plyne, zZe je |SA| = |ST| = |SB| (obr.6),
takze bod S je stredem tsecky AB. Odtud jiz snadno plyne konstrukce.

S1

k1

N
|
|
|
|
|
|
|

A

Obr.6

Nejprve sestrojime stied S usecky AB, pak najdeme bod T na polopfimce
SM takovy, ze |ST| = |SA|. Stfed Sy hledané kruznice k; najdeme jako priseéik
kolmice k pfimce AB v bodé A a kolmice k pfimce SM v bodé T. Podobné
sestrojime i stfed Sy kruznice ky. Sestrojené kruznice k; a ko zfejmé maji vSechny
pozadované vlastnosti.

Uloha m4 vzdy jedno FeSent.

46-B-1-2

Najdéte v8echny kvadratické funkce, které zobrazi interval (2, 5) na interval (15, 27)
a jejichz graf prochézi pocatkem soustavy soufadnic. (P. Cernek)

Reseni. Funkci budeme hledat ve tvaru f(z) = az? + bz + c. Protoze jeji graf
prochézi po¢atkem soufadnic, je ¢ = 0. Proto f(z) = az? + bz pro vhodné kon-
stanty a, b.
Prozkoumdame nejprve moznosti, kdy je f na intervalu (2,5) monoténni, a tedy
bud
f(5) =27, je-li tam rostouci, anebo
f(5) = 15, je-li tam klesajici.



Re$me nejprve pifpad a). Dostaneme dvé linearni rovnice 4a +2b = 15 a 25a +
+ 5b = 27. Refenim této soustavy je a = ~T76 ab= %. Jesté musime ovérit,
zda je skutetné f na intervalu (2,5) monotdnni. Staci zfejmé zjistit, zda nenabyva
svlj extrém (maximum) na tomto intervalu. V naSem pripadé se extrém nachazi
v bodé %, ktery je mimo uvazovany interval.

Pfipad b). Obdobné jako v a) dostaneme funkci —I2? + %'z, ktera nabyvé
maximum v bodé 1%, ktery vSak tentokrat je v intervalu (2,5), a hodnota funkce
v ném je vétsi nez 27, tedy tato funkce nevyhovuje zadanym podminkam.

Necht ted f neni na intervalu (2,5) monoténni. Z tvaru kvadratické funkce
vyplyva, zZe f méni svoji monoténnost jen v bodé extrému, tedy v nasem pripadé

b
bude bod ~%a lezet v intervalu (2,5). ProtoZe y-ova souradnice vrcholu paraboly
a

b2
je ——, je bud
J 1a Je bu
b2
—— =27, a<0, (1)
4a
2
anebo o 15 pro a > 0, coz vSak zrejmé nemuize nastat.
a

Minimum se zfejmé nabyva na kraji intervalu, tedy bud

f(2) =4a+2b =15, (2)
anebo
f(5) = 25a+ 5b = 15. (3)

V prvnim piipadé vyjadiime z (2) vyraz 4a a dosadime do (1). Dostaneme kvadra-
tickou rovnici b? —54b+405 = 0, kterd ma dva koteny b = 9, b = 45. V jednotlivych
pripadech dostavame kvadratické funkee:

flz) = —74—5ac2 + 452 a f(z) = —zx2 + 9z.

Jesté ziejmé musime ovéfit, ze f(5) 2 15. Z této podminky vyplyva, Ze jen druha
funkce muze vyhovovat zadanym podminkam, ale jeji extrém neni v intervalu (2, 5).

V druhém p¥ipadé dostavdme obdobné kvadratickou rovnici 5b% — 108b+ 324 =
= 0, kterd ma dva kofeny b = 18, b = %. V jednotlivych pripadech tentokrat
dostavame kvadratické funkce

3 18
= —322 1 = —— g2 —Z.
f(z) 32° + 182 a f(z) 557 + £

Nyni musime ovéfit, ze f(2) = 15. Tentokrat vyhovuje jen prvni funkce.
Takto jsme dostali vSechna mozna FeSeni, a to kvadratické funkce

fz) = ——2° + —u; f(z) = =322 + 18z.
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46-B-S-2

Rovnice z3 + az? + bz + ¢ = 0, kde a, b a c jsou cel4 &sla, ma kofen z = 1 — /2.
Dokaite, Ze pak plati a — 2b + 5¢ = 0. (P. Cernek)

Reseni. Po dosazeni &isla z = 1 — /2 do dané rovnice a jednoduché tpravé dosta-
vame
(54+2a+b)-V2=T+3a+b+c

Protoze na pravé strané je celé ¢islo, musi platit
5+2a+b=0 a 7+3a+b+c=0

(jinak bychom mohli vyjadfit v/2 jako podil dvou celych &isel, coz vzhledem k ira-
cionalité nejde). Vyjadiime-li b a ¢ z téchto dvou rovnic pomoci a, dostaneme
b=-5—2aac=—-2—a, takze

a—2b+5c=a—-2-(-5-2a)+5-(—2—a) =0.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

46-B-11-2

Urcete, pro ktera redlné ¢isla p méa funkce f(z) = 23 — pz? + 1997 na intervalu
(0,1) minimum v bodé z = 1.

Reseni. Ziejmé staci zkoumat funkci g(z) = 2® — pa?, protoze v kazdém intervalu
nabyva minima ve stejnych bodech jako dand funkce f. Funkce g ma v intervalu
(0,1) minimum v bodé 1, pravé kdyZ pro vSechna z z tohoto intervalu plati g(z) =
> g(1), neboli 2® — pz? > 1 — p. Po tipravé dostdvame ekvivalentni nerovnost

2® =12 p(z® - 1), (1)
kterou muizeme upravit na tvar
(1-2)(z2*+z+1-p(z+1)) 0.

Vzhledem k tomu, Ze pro &islo z = 1 je nerovnost (1) splnénd trividlné, mizeme pro
z € (0,1) vydélit posledni nerovnost dvojélenem 1 — x a dostaneme ekvivalentni
podminku

giz)=2>+(1-p)r+1-p=Z0.

Protoze q je kvadratickd funkce s kladnym koeficientem u z? (jejim grafem je

parabola ,obracend vzhiru“), plati nerovnost ¢(z) < 0 pro vSechna z € (0,1),
pravé kdyz je soucasné ¢(0) <0 a q(1l) £0, tj. pravé kdyz 1 —p<0a3—2p 0.
Dohromady tak vychézi jedind (nutna i postacujici) podminka p = %
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Jiné feSeni. Po odvozeni nerovnosti (1) mizeme postupovat také nasledovné.
Pro &slo z = 1 je nerovnost trividlné splnénd, pro = € (0,1) muZeme nerovnost
vydélit zapornym dvojélenem z? — 1, takze vyjde
-1 z24+z+1 1

2—-1 z+1 m+x+1

v

(2)

p

1
pro vSechna z € (0, 1). Ukdzeme, Ze funkce h(z) = x + o je v tomto intervalu
x

rostouct.
Pokud je totiz z 2 0 a e > 0, je h(z +€) > h(z), nebot

1
Tr+eE+ >+

P T po upravé davd 1 < (z +¢e+1)(z +1).

Tato nerovnost v8ak vzhledem k volbé = a e plati, a protoze vSechny tupravy byly
ekvivalentni, dokdzali jsme, ze funkce h je rostouci dokonce v intervalu (0, 00).
Nerovnost (2) je splnéna pro vSechna z € (0,1), pravé kdyz plati pro z = 1,
tj. pravé kdyz p = % ReSenim jsou viechna realné ¢isla p z intervalu <%, oo).
Pozndmka. Je mozno postupovat i pomoci diferencidlniho poc¢tu. Z prvni
a druhé derivace funkce f snadno zjistime, ze v intervalu (0,1) nabyva funkce f

jen dva extrémy: v bodé x = 0 a v bodé = = %p. 7 toho pak lze snadno odvodit,
Ze Giloze vyhovuji pravé sla p 2 2.

46-C-11-1

V ¢tyteiferném cisle jsou stejné prvni dvé Cislice a také posledni dveé ¢islice. Urcete
toto ¢islo, vite-li, Ze je druhou mocninou prirozeného ¢isla.

Reseni. Cislo 1000a + 100a + 10b + b = 11(100a + b) m4 byt druhou mocninou,
proto musi byt &slo 100a+b délitelné &islem 11 a podil 1 (100a+b) = 9a+ 1 (a+b)
musi byt druhou mocninou pfirozeného ¢isla. Vzhledem k tomu, Zze a a b (a # 0)
jsou Cislice, musi byt a + b = 11, a protoze 9a + 1 ma byt druhou mocninou, vyjde
a = 7. Hledané &islo je 7744 = 882,

46-725-1-2

Lukas secital dvé péticiferna ¢isla. V obou ¢islech se kazda z ¢islic 5, 6, 7, 8 a 9
vyskytovala pravé jednou. Vysel mu vysledek 164 528. Markéta jeho vysledek kon-
trolovala a prohlasila, ze Lukas udélal chybu. Mé&la Markéta pravdu?  (Macura)
Reseni. S¢itani zapiSeme ve tvaru

Xk ok kK

+ k k k % *

164528
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a zkusime nahrazovat hvézdicky v obou sé¢itancich éislicemi. Hvézdicky nahrazu-
jeme zprava doleva a vzhledem k tomu, Ze kazd4 z ¢islic 5, 6, 7, 8 a 9 se v kazdém
sCitanci vyskytuje pravé jednou, mame pro jejich nahrazeni pouze (az na poradi
sCitancl) tyto dvé moznosti:

*5869 *x5769
+*x8659 +*x8759
164528 164528

Zbyvajici hvézdicky vsak v obou pripadech nelze zbyvajicimi ¢islicemi doplnit
na spravny zapis sc¢itani.
Markéta méla pravdu.

47-A-1-1

Cislo 1997%" — 1 je délitelné ¢islem 22 pro kazdé piirozené &islo n. Dokaite.
(P. Kariovsky)

Reseni. Oznaéme k = 1997 a viimnéme si, ze pro kazdé n plati
k2n+1 . 1 _ (k2n)2 _ 12 — (k‘2" _ 1) (k2n + 1) (1)

To ndm umozni dokazovat uvedené tvrzeni indukci. Mizeme zacit s hodnotou
n = 0, nebot &slo k — 1 je délitelné &islem 22. Protoze ¢islo k2" + 1 je pro kazdé
n sudé, plyne z rozkladu (1), ze pokud &slo k2" — 1 je délitelné ¢islem 2712 je
dslo k2"" — 1 délitelné &islem 27+2 - 2, tedy &islem 273, Tim je ditkaz indukef
ukoncen. Dodejme, Ze misto (1) je mozné obdobné vyuzit rovnosti

(" -1’ =" —2. B 1= (7 —1) -2k - 1).

Jiné feseni. Misto matematické indukce mizeme vyuzit binomickou vétu a do-
kézat, ze pro kazdé celé &islo k je rozdil (4k + 1)%" — 1 délitelny &islem 27+2.
(Odtud volbou k = 499 dostaneme tvrzeni tlohy.) Z binomické véty pro exponent
2™ vyplyvéa rozklad

n

(4k +1)%" =1 = (4k)*" + (21 >(4k)2""1 +..+

g . on
- <j>(4k) o (Qn_1>4k.

Prvni sétanec napravo je délitelny mocninou 22°*', a tedy i mocninou 27+2,
nebot n + 2 < 27 pro kazdé celé n = 0 (snadnd indukce). Nyni pro kazdé
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Jj€{1,2,...,2" — 1} zjistime, jakou mocninou ¢isla 2 je délitelné kombinaé¢ni ¢islo

(QJ) K tomu vyuZijeme vyjadieni

(2">:z.2"—1'2”—2.2"—3_ .2”—j+1 @)
i) G 1 2 3 -1

které je vyhodné proto, Ze ¢isla ¢ a 2™ — i maji ve svych rozkladech na prvocinitele
tutéZ mocninu éisla 2,1 £ 4 < 2™ — 1. Je-li proto j = 2%, kde0 S a<n—-1al
je liché, je podle (2) uvazované &slo (/) lichym ndsobkem mocniny 2"~*. Odtud
plyne, Ze &islem 2"*2 je délitelny kazdy sc¢itanec na pravé strané (1), pravé kdyz
pro kazdy uvazovany index j plati nerovnost n + 2 £ (n — a) + 2(2" — j), neboli
a+2 < 2(2" — j). Protoze a + 2 < 22! (snadnd indukce), sta¢i ndm dokdzat
silngj$i nerovnosti 2% < 2™ — j. Ty ale plynou z definice ¢isel @ = a(j): jelikoz
mocnina 2 déli ¢islo j, déli i ¢islo 2™ — j, takZe ho neprevysuje.

47-A-11-1

Cislo 1997%" 4 1 je délitelné &islem 3"13 pro kazdé piirozené &islo n. Dokaite.
(J. Simsa)

Reseni. Tvrzeni dokdZeme indukci podle &sla n. Mzeme zalit od hodnoty n =
0
= 0: &slo 19972 + 1 je skutend nasobkem ¢&isla 3% (1998 = 27 - 74). Plati-li
podle indukéniho predpokladu rovnost 19973" +1 = 313k, pro vhodné piirozené
¢slo ky,, dostaneme ze vzorce A% + B® = (A + B)3 — 3AB(A + B) pro hodnoty
A =1997%" a B =1 nasledujici vyjadfeni:
19973"" 1= (373k,)° —3.1997%" . (3"*3k,,) =
= 3n T4 (32 H5k3 —1997%"k,,).
Tim je dikaz hotov.
Dodejme, ze pfi druhém indukénim kroku bylo rovnéz mozné vyuzit rozklad

2 41=00%) 13 = (0% +1) (@ - 2% 1)
a vysvétlit, pro¢ pro z = 1997 je druhy ¢&initel délitelny tfemi: &sla 199723"
a 19973" totiz pii déleni tfemi davaji po fadé zbytky 1 a 2.
47-A-S-1
Najdéte vSechny trojuhelniky ABC, pro které plati rovnost
|BC|-|AX| = |AC| - |BY],

kde bod X je pruseéikem osy ihlu BAC se stranou BC a bod Y priiseikem osy
tthlu ABC se stranou AC. (P. Cernek)
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Reseni. Zkoumanou rovnost prepiseme do tvaru |BC| : |BY| = |AC| : |AX]|
a oba poméry vyjadiime pomoci sinovych vét pro trojuhelniky BCY a ACX
(ve kterych pfi obvyklém oznaceni vnitinich Ghla trojahelniku ABC zfejmé plati
|[¥BYC|=a+ 1B a |$AXC|= B+ }a, obr.7):

c
X
A B
Obr.7
|BC| _sin(a+38)  |AC| _sin(8 + 39)
|BY|  siny |AX| siny

Hledame proto pravé ty trojtuhelniky, pro které
sin(a + 18) =sin(8 + 3a).

Protoze oba argumenty lezi mezi 0° a 180°, rovnost jejich sini nastane, jen pokud
a+ 1B =B+ La, nebo (@ + 1B) + (B + +a) = 180°. Prvni podminka znamen4
a = f3, druhd a + 8 = 120°, neboli v = 60°.

Mala obmeéna prvni ¢asti: Srovname-li zkoumanou rovnost s obecné platnou
rovnosti |[BC|-|AP| = |AC|-|BQ)|, kde AP a BQ jsou vysky daného trojahelniku,
dostaneme ekvivalentni podminku ve tvaru |AP| : |AX| = |BQ]| : |BY|. Z pravoih-
lych trojahelnikit APX a BQY tak opét vyjde rovnost sin(a+ 18) = sin(8+ 3a).

Odpoveéd’: Hledanymi jsou pravé ty trojahelniky, pro které plati |AC| = |BC|
nebo |4 ACB| = 60°.

47-B-1-1

Magicky ¢tverec je ¢tvercova tabulka prirozenych ¢isel, v niz je soucet vSech Cisel
v kazdém radku, v kazdém sloupci i na obou thloprickach stejny. Najdéte vSechny
magické ¢tverce 3 x 3, pro které je soucin ¢tyt ¢isel v rohovych polich roven 3 465.

(P. Cernek)
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Reseni. Oznaéme piirozen4 ¢isla v magickém &tverci pismeny a, b, ¢, d, e, f, g, h, i
jako na obr. 8 a pismenem S ozna¢me soucet tii ¢isel v kazdém radku,

sloupci i Ghlopri¢ce. Ukazeme, Ze je S = 3e: Secteme-li totiz Cisla albjc

v prvnim a tfetim fadku a od vysledku odec¢teme ¢isla v prostfednim dle

sloupci, dostaneme rovnost glhl|i
S+S—S=a+c+g+i—e Obr. 8

Odtud vzhledem k rovnostem a +i =c+ g = S — e plyne
S=(S—e)+(S—e)—e, mneboli S=3e
Disledkem jsou rovnosti
a+i=c+g=2e.

Hledejme tedy ¢tyfi pfirozena €isla a, i, ¢, g, jejichz soucin je roven ¢islu 3 465,
a pritom a + ¢ = ¢ + g. Probrat kone¢nou mnozinu feSeni rovnice aicg = 3465
miizeme tak, Ze nejprve vypiseme viechny mozné rozklady &isla 3465 = 3%2-5-7-11
na soudin dvou €initeld M a N (jez by mély odpovidat soudintim ai a cg):

3465=1-3465=3-1155=5:693=7-495=9-385=
=11-315=15-231=21-165=33-105=35-99 =
=45-77=55-63.
Nyni pro jednotlivé dvojice M, N snadno vyhledame rozklady M = aia N = cg

s vlastnosti a+¢ = c+g (pro prvnich osm dvojic takové rozklady zfejmé neexistuji).
Jediné dva vyhovujici rozklady jsou

3465 =(5-11)-(7-9) = (3-15) - (7 - 11).

V prvnim pripadé 2e = 16, tedy e = 8; v druhém 2e = 18, tedy e = 9. Snadno
dopocteme i ostatni ¢isla magického ¢tverce (obr. 9).

5 (12| 7 3177
101 8|6 1319
91411 111115

Obr. 9

Protoze ¢tyri rohovéa ¢isla mizeme do tabulky umistit osmi zpisoby, je kazda
tabulka na obr. 9 zastupcem osmi tabulek, jeZ z ni vzniknou ,,preklopenim*“ podle
os soumérnosti ¢tverce. Jind reseni tlohy neexistuji.
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47-B-S-3

Najdéte vSechny c¢tvercové tabulky 3 x 3 pfirozenych Cisel, v nichZ je souéin vech
¢isel v kazdém radku, v kazdém sloupci i na obou uhlopfickach stejny a pro néz
plati, Ze soucet Ctyt Cisel v jejich rohovych polich je jednociferné ¢islo.

(J. Aragorn Tésinsky)

Reseni. Ozna¢me a, b, ¢, d jednomistna &sla v rohovych polich hledané tabulky
(obr.10) a e ¢islo v jejim stfedovém poli. Vzhledem k soumérnosti

(preklopenim podle jedné z thlopri¢ek nebo stfedniho sloupce ¢&i a b
radku se uvazované vlastnosti tabulky nezméni) mizeme predpokla- €

dat,zejea < d,b £ caa+d < b+c, a protoZze ma byt a+b+c+d < 9, c d
bude za uvedenych predpokladi a +d £ 4 a b+ ¢ < 5. Z rovnosti b

aed = bec plyne ad = be, takze sta¢i prozkoumat nasledujicich pét
moznosti:

all 1 1 2 2
d|{1l1 2 3 2 2
b1 1 1 1 2
c|l 2 3 4 2

V kazdém z téchto péti pripadi muzeme pomoci ,prostiedniho ¢isla e stejnou
metodou vyjadrit ostatni ¢isla tabulky, a to tak, Ze vyuZijeme rovnosti souéint ¢isel
v obou thloprickach, obou krajnich fadcich a obou krajnich sloupcich. Tabulky pak
vypadaji takto:

l1|le]|l 11]2e|1 11(3e|1l 212e|1 21el?2
elele elele ele lel e |2e ele

1 1 1
lle|l 5€ 2 z€ 3 4 5€ 2 e

Porovname-li nyni zminéné souciny se sou¢inem ¢isel v druhém fadku (¢i v dru-
hém sloupci), dostaneme v kazdém z uvedenych pripadii jedinou rovnici

e3 = (ad)e, kde postupné ad = 1,2,3,4,4.

Tato rovnice mé v prirozenych ¢islech feSeni pouze pro ad € {1,4} a tomu odpovi-
daji tri tabulky na obr. 11. Z posledni tabulky dostaneme zminénymi soumérnostmi
jesté tri dalsi, ale jak snadno zjistime, vznikne kazd4 z nich otac¢enim uvedené ta-
bulky o 90°.

1(1]1 2 1

1(1]1

1(1]1 41112
Obr. 11
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47-B-11-3

Je dana ¢tvercova tabulka 3 x 3 prirozenych ¢isel, v niz je soucin vSech ¢isel v kaz-

dém radku, v kazdém sloupci i na obou uhloprickach roven cislu s.

a) Dokazte, ze Cislo s je tfeti mocninou prirozeného ¢isla.

b) Pokud je jedno z rohovych ¢isel tabulky rovno 1, je soucet vSech ¢ty rohovych
¢isel druhou mocninou prirozeného ¢isla. Dokazte. (J. Aragorn Tésinsky)

Reseni. Uvazujme ¢tvercovou tabulku 3 x 3 (obr. 12) spliwjici podminky tlohy.
a) Z tabulky je patrné, Ze pro uvazovany soucin s plati

_ (aci)(def)(gec) _ 4
(adg)(cfi) ©

Cislo s je tedy tieti mocninou pfirozeného &isla e, které je umisténo uprostied

tabulky.
alb]|ec 1]e?|e
dle|f e?lell
gl hl|i e|1]e?
Obr. 12 Obr. 13

b) Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze a = 1 (otocenim tabulky o 90°

nebo o 180° se uvazované vlastnosti tabulky nezméni). Vzhledem k vysledku
. S P e g e?
Casti a) ze soucinu ¢isel na obou thloprickach zjistime, Ze musi byt i = e ac = —.

g

s o v ur s v € wE_ . 7 o i
Ze soucinu Cisel v tfetim fadku pak dostaneme, Ze h = —, a ze soucinu ¢isel v tietim
g

sloupci f = I Protoze h i f jsou prirozena ¢isla, musi byt e = g, a proto také
e

h = f = 1. Uvazovana ¢tvercova tabulka je tedy typové shodnd s tabulkou na
obr. 13. Odtud plyne, Ze soucet vSech ¢tyr ¢isel v jejich rohovych polich je

atct+gt+i=lde+e+e?=(1+e)?,

coz je druhd mocnina prirozeného ¢isla. Tim je dikaz hotov.

47-C-1-1

Pro libovolné trojciferné ¢islo uréime jeho zbytky pii déleni ¢isly 2, 3, 4, ..., 10
" a ziskanych devét isel pak secteme. Zjistéte nejmensi moznou hodnotu takového
souctu. (J. Simsa)

Reseni. Oznaéme S(n) soucet uvedenych zbytkd trojciferného &sla n. Vysvétlime,
pro¢ S(n) 2 3.
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e Pro liché n je S(n) 2 5 (uvazte zbytky pti déleni sudymi &isly 2, 4, 6, 8, 10).
Déle tedy necht n je sudé.
e Pokud 4 1 n, tak S(n) 2 4 (n dava pii déleni &isly 4 a 8 zbytek aspon 2). Necht
n je dale délitelné ¢tyfmi.
e Pokud 81 n, tak S(n) 2 4 (zbytek 4 pii déleni &islem 8). Proto necht je dile n
délitelné osmi.
e Pokud 3 { n, tak S(n) 2 3 (n dava pti déleni &isly 3, 6, 9 zbytek aspon 1).
Necht je déle n délitelné osmi a t¥emi.
e Pokud 91 n, tak S(n) = 3 (zbytek aspon 3 pfi déleni ¢islem 9). Necht déle 8 |n
a9|n.
e Pokud 51 n, tak S(n) 2 3 (zbytek aspoii 1 pfi déleni &islem 5 a zbytek aspon 2
pri déleni cislem 10).
Predpokladejme proto, Ze 5|n, 8|n a 9|n. Pak prichazeji do ivahy uz jen ¢isla 360
a 720, pro néz S(360) = 3 a S(720) = 9. Tim je nerovnost S(n) = 3 dokézana.
Zaroven jsme zjistili, Ze S(n) = 3 napt. pro n = 360. (Je také S(840) = 3.)

Jiné resSeni. Uvazujme jen ten piipad, kdy cislo n neni délitelné nejvyse dvéma
z ¢isel 2, 3, ..., 10 (jinak S(n) 2 3). Pokud je tento ,nedélitel“ jediny, je to nutné
Cislo 7 (musi to byt prvodislo, jehoz dvojnédsobek je vétsi nez 10), takze 360 | n.
Pokud jsou takovi ,nedélitelé“ dva, musi to byt nékterd z dvojic 5 a 10,8 a 9, 7
a8, 7a9,4a8. V kazdém piipadé 6 | n, takZe snadno ukazeme, Ze jeden z obou
kladnych zbytki je vétsi nez 1, tedy S(n) 2 3.

47-C-S-2
Zjistéte nejmensi trojciferné Cislo, které je délitelné pravé polovinou z Cisel
2,3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 27, 36.

(P. Cernek)

ReSeni. Hledané ¢islo A ma byt délitelné pravé Sesti z vypsanych &isel. Kazdé
z téchto 12 cisel je délitelné pouze prvocisly 2 a 3. JelikoZ mezi témito ¢isly jsou
jen Ctyfi mocniny dvou (2, 4, 8, 16) a jen tfi mocniny tii (3, 9, 27), musi byt ¢islo
A délitelné jak dvéma, tak tfemi (a tedy i Sesti).

Protoze kromé ¢isel 2, 3 a 6 mé cislo A jesté dalsi tii délitele mezi vypsanymi
Cisly, musi byt A délitelné ¢tyfmi nebo deviti, ne v8ak obéma ¢isly zaroven (pak
by mélo osm délitela 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 a 36). Rozlidme proto dva pfipady.

e 4| Aa9t A Pakje Cislo A délitelné 2, 3, 4, 6 a 12, Sesty vypsany délitel
je nutné (jediné) z &isel 8, 16, 24. Proto 8 | A, takZe také (ve sporu s predchozi
vétou) 24 | A. Musi tedy nastat druhy p¥ipad.

e 9| Aadt A Pak je Cislo A délitelné 2, 3, 6, 9 a 18, Sesty vybrany délitel
je nutné ¢islo 27. Proto 54 | A, tedy A = 541, kde [ je liché &islo (nebot 4  A).
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Na druhé strané, kazdé takové ¢islo 541 ma zfejmé mezi vypsanymi Cisly pravé 6
délitelu (2, 3, 6, 9, 18, 27). Takové nejmensi trojciferné ¢islo je 54 - 3 = 162.

Jiné feseni. Hledané trojciferné ¢islo A nemuze byt délitelné ani Cislem 36 (pak
by mélo osm délitelta 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36), ani ¢islem 24 (pak by mélo sedm
délitela 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24). Probirejme zbylych 10 vypsanych ¢isel (sestupné od
nejvétsiho) a zjistujme, zda mohou délit ¢islo A.

e 27 | A. Protoze ¢islo A je nutné sudé (jinak by meélo jen délitele 3, 9, 27),
plati 54 | A. Cislo 54 - 2 = 108 podmince tlohy nevyhovuje, zato &islo 3 - 54 = 162
ano. Déle uz predpokladejme, ze 27 t A.

e 18 | A. Cislo A m4 pét délitelt 2, 3, 6,9 a 18. Sesty vypsany délitel je (jediné)
z Cisel 4, 8, 12, 16. Proto 4 | A, takze také 12 | A, coz je spor s predchozi vétou.

e 16 | A. Cislo A m4 ¢&tyii délitele 2, 4, 8 a 16, posledni dva vypsani délitelé
musi byt z ¢isel 3, 6, 9, 12. Proto 3 | A, takZe také 24 | A, a to jsme tvodem
vyloudili.

e 12 | A. Cislo A mé pét délitelt 2, 3, 4, 6 a 12, Sestym vypsanym délitelem
musi byt ¢islo 8 nebo ¢islo 9. Z 8 | A pak ale plyne 24 | A (spor), z 9 | A zase
18 | A, a tim jsme se uz zabyvali.

Kdyby ¢islo A nebylo délitelné Zadnym z Cisel 36, 24, 27, 18, 16 a 12, muselo
by byt délitelné vSemi Sesti Cisly 2, 3, 4, 6, 8 a 9, a tedy prece jen i ¢islem 18. Tim
je naSe diskuse uzaviena. Hledané ¢islo je 162.

Jiné FeSeni. Stejné jako v prvnim feSeni vysvétlime, Ze hledané ¢islo je délitelné
Sesti. Budeme proto postupné probirat trojcifernd ¢isla délitelnd Sesti (od nejmen-
§iho z nich, ¢isla 102), dokud nenajdeme takové, které méa mezi vypsanymi &isly
pravé Sest délitelt (polet téchto déliteld dale uvadime vzdy v zavorce za &islem):
102 (3), 108 (9), 114 (3), 120 (7), 126 (5), 132 (5), 138 (3), 144 (11), 150 (3), 156
(5), 162 (6). Hledané &islo je 162.

48-A—-1-2
Najdéte vSechna kladna ¢isla k, pro néz plati: Ze vSech trojihelniki ABC, v nichz
|AB| = 5cm a |AC| : |BC| = k, m4 nejvétsi obsah trojuhelnik rovnoramenny.
(P. Cernek)

Reseni. Pro k = 1 uvedené charakterizaci vyhovuje libovolny rovnoramenny troj-
uhelnik s danou zékladnou AB a libovolné velkou vyskou z vrcholu C. Mezi nimi
ziejmeé neexistuje trojuhelnik s nejvétsim obsahem.

S . S « 1
Ziejmé k # 1 (pro k = 1 maximum neexistuje). Obé &isla k a % zkournanou

vlastnost zaroven bud maji, nebo ne. Pfedpokladdejme tedy (bez Gjmy na obec-
nosti), ze k > 1. Na piimce AB existuji dva rizné body C;, Cy, pro které plati

AC AC:
||BCi|| e IlBCZ: = k. V8echny body C' v roving, pro které |AC| : |BC| = k, lezi na
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Apolloniové kruznici o stfedu S sestrojené nad primérem C;Cy (obr.14). Odtud
je zrejmé, ze trojuhelnik ABC bude mit nejvétsi obsah pro vrchol C ve stredu
oblouku C;Cs (v libovolné z polorovin uréenych piimkou AB). Za predpokladu
k > 1 pro takto zvoleny bod C plati [AC| > |BC| a také |AC| > |AS| > |AB|,
takze trojihelnik ABC bude rovnoramenny, pravé kdyz bude |AB| = |BC|. Odtud
sestavime rovnici pro odpovidajici hodnotu k.

C
v
A z Co B
Obr. 14 Obr. 15
Pro bod C; predevsim plati
|BCy| = ! |AB| |BCy| = L|AB[
HT 100 A7 170
takZe z rovnosti |CCy| = |BC)| + |BC3| vychazi
1 k
= - = ——|AB]|.
|SCy| 210102| k2—1| |
Jesté spocteme
k 1 1
|BS| = |SC1| - |BC1| = (m - k—H)lABI = 748l
a
2 2 2 2 2 1+ k? 2

Proto z podminky |AB| = |BC| vychazi rovnice
1+ k*=k"—2k*+1, neboli k*(k*-3)=0,

kterd ma jediné kladné feseni k = V3.
Uloze vyhovuji dvé kladna ¢isla k, k = V3 a k = 1/V/3.

Jiné feseni (bez Apolloniovy kruznice). Predpokliddejme opét (bez jmy na
obecnosti), ze k > 1 je pevné. Oznatme Cy patu vysky z vrcholu C a z = |AC)|
(obr.15). Pro dané = spocitame zavislost v = v(x), najdeme maximum této funkce
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a nakonec se podivame, pro které & > 1 tomuto extrému odpovida rovnoramenny
trojuhelnik.
Ziejmeé je
|AC|? = 2® +v?, |BC|* = (z —c)® +¢?, (1)

kde ¢ = |AB] a v = |CCy|, takze podminka |[AC| = k|BC| je ekvivalentni rovnosti
? + 02 = k*((x — ¢)* + %),

neboli
2k%c k2c?

Ro1 ' B’-1

Jak vime, nabyva nalezena kvadraticka funkce maxima pro

T = ke >c
k2 -1

a té odpovidd maximalni hodnota

ke

Umax = m
Protoze vyslo ¢ > ¢, znamend to, Ze |AC| > ¢, takZe trojihelnik ABC mize
byt rovnoramenny, jediné kdyz |BC| = |BA| = c. Dosazenim do druhé rovnosti
v (1) dostaneme podminku

2 k2 _C2+ k2c2 _02(k2+1)
\k2-1 (k2-1)2 " (k2-1)2°

odkud pro t = k? vychazi kvadratick4 rovnice
t+1=(—-1)2

kterd mé jediny kladny kofen ¢t = 3, takie k = v/3. Zavér je stejny jako v predcho-
zim TeSeni.

48-A-S-2

V roviné jsou dany dva rtizné body A a B. Najdéte viechna redlnd ¢isla k > 1, pro
néz plati: Ze vSech trojuhelniki ABC, v nichz |AC| : |BC| = k, nejvétsi mozny
vnitini thel pfi vrcholu A m4 trojahelnik rovnoramenny.  (J. Simsa, L. Bocek)
Reseni. Ze sinové véty sina : sinf3 = a : b za podminky b = ka, k > 1, plyne
odhad

sin 3

k

17
|

sina =
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pritom rovnost nastane, prave kdyz sin § = 1, tedy 8 = 90°. Proto nejvétsi thel a
ma ten z uvazovanych trojuhelniki ABC, ktery mé pravy thel u vrcholu B a jeho
(ostry) thel pfi vrcholu A je urden rovnosti sina = +. Tento pravothly trojihelnik
je ziejmé rovnoramenny, pravé kdyz a = 45°, tedy kdyz % = sin45° = —‘é—g , COZ
nastane pouze pro hodnotu k = /2.

Jiné feSeni. Pfedpokladejme, Ze ¢islo & > 1 je pevné. Zvolime-li v roviné
usecku AB, vrcholy C vSech uvazovanych trojuhelniki ABC' zaplni Apolloniovu
kruZnici w viech bodt X s vlastnosti |AX| : |[BX| = k. Uhel BAC bude maximalni,
pravé kdyz primka AC bude te¢nou této kruznice w (a bod C bude jeji bod dotyku,
obr. 16).

A U B S Vv
Obr. 16

Popisme polohu krajnich boda U, V' toho priméru kruznice w, ktery lezi na
primce AB: bod U je vnitinim bodem tusecky AB, bod V' vnitinim bodem polo-
primky opacné k polopfimce B A, pficemz pochopitelné plati

|AU| : |BU| = |AV|: |BV|=k.
Odtud snadno pomoci délky ¢ = |AB| uréime, Ze

ke ke
AV| = .
k+1 & Ak k-1

|AU| =

Bod C na kruznici w je bodem dotyku tecny vedené bodem A k této kruZnici,
pravé kdyz plati (mocnost bodu ke kruznici) rovnost |AC|? = |AU| - |AV]|, z niz
po dosazeni za |AU| a |AV| dostaneme

ke |AC| c
AC| = ——, takie |BC|="r—=—=—.
G| = —— |BC| = — e
Snadno se zjisti, Ze trojuhelnik o stranach

c ke

V-1 V-1 °

(jenZ je pravotihly pro kazdé k > 1) je rovnoramenny jediné pro k = /2.
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Jiné feseni. Do kosinové véty a® = b? + ¢? — 2bc cos a dosadime b = ka a vyja-
dfime z ni cos a:
(k* —=1)a?+c?  (k*-1)a L.

cose= 2kac =T 2ke 2ka’

Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem dvou ¢isel plati

(k2—1)a+ e

c (k2=1)a ¢  Vk?-1
2kc 2ka

4 2%kc  2%ka  k

1\Y%

takZe cosa = cos ag, neboli a < ag, kde ag je ostry tthel uréeny rovnosti

k2 —1
S

cosag =

Maximalni hodnota @ = ag se dosdhne, kdyz se obé prumérovana ¢isla rovnaji,

tedy kdyz
(*-1)a _ ¢ o o
e = 2k’ ¢ili c=avk 1.

Protoze navic b = ka > a, zjistujeme, Ze nejvétsi mozny thel o m4 trojihelnik
rovnoramenny jediné v piipadé ¢ = a; z rovnosti avk? —1 = a tak nachdzime
(jedinou) hledanou hodnotu k = /2.

48-A-1-3
Pro kterd celd ¢isla a je maximum i minimum funkce

-~ 1222 — 12ax
- 22436

celé &islo? (P. Cernek)

Reseni. Budeme nejprve zjistovat obor hodnot uvedené funkce, tj. pro které realn4
s existuje aspon jedno realné x takové, ze

_12x2—12ax_
T 22436

Jednoduchou tpravou dostaneme rovnici
(s — 12)z% + 12az + 365 = 0, (1)

kterd je kvadratickd, pokud s # 12. Z rovnice plyne, Ze s = 12 patii do oboru
hodnot, jen kdyz az = —36, tedy jen kdyz a # 0. Pro a = 0 dostaneme pro x
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5 —36s
s—12
uvazované funkce nema pro a = 0 maximum.
Predpokladejme proto, ze a # 0 a s # 12. V tomto piipadé je rovnice (1)
kvadratickd a bude mit v redlném oboru reSeni, pravé kdyz jeji diskriminant

rovnici x , z niz vychdzi pro s nerovnost 0 < s < 12, takZe obor hodnot

D =12%a% — 4-365(s — 12) = 12%(a® — s* + 12s)

bude nezaporny, tj. pravé kdyz
6—136+a?<s<6+4/36+a’

Krajni body nalezeného intervalu (ktery ziejmé obsahuje i diive nalezeny prvek
oboru hodnot s = 12) jsou minimum a maximum dané funkce. Pokud to maji byt
cel4 ¢isla, musi pro vhodné piirozené &islo b platit 36+a? = b2, tedy (b — a)(b+a) =
= 36. Z kazdého rozkladu ¢isla 36 na soucin dvou pfirozenych ciniteld 36 = mn
dostaneme a = 1(m —n), b = 1(m + n), coz jsou celd &sla, jen kdyz m a n
maji stejnou paritu (m = n (mod 2)), a protoze a # 0, vyhovuje jediné rozklad
36 =218, odkud b = 10, a = £8.

Odpovéd’: Pozadovanou vlastnost maji pravé dvé celd ¢isla a, atoa =8 aa =

= -8,

48-A-111-6

Najdéte vSechny dvojice realnych Cisel a a b, pro které ma soustava rovnic

T+y 4+ y°
TS —==b
22 + 42 22 + y2
s neznamymi x a y feSeni v oboru redlnych ¢isel. (J. Simsa)

Reseni. Ma-li dana soustava feseni (z,y) pro &isla a = A, b = B, ma ziejmé
1
i feSeni (kz, ky) pro libovolné k # 0 a pro ¢isla a = EA’ b = kB. Odtud vidime,

Ze existence feSeni dané soustavy zavisi jen na hodnoté soucinu ab.
Budeme tedy nejdiive zkoumat hodnoty vyrazu

u v U3 ’U3

kde ¢isla u a v spliwji normaliza¢ni podminku u? + v? = 1. Podle ni plati

P(u,v) = (u+v)(u® +v3) = (u+v)*(u? —uwv +0?) =
= (u? + 2uv + v?)(1 — wv) = (1 4 2uv)(1 — wv).
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Za podminky u? +v? = 1 nabyvé souéin uv viech hodnot z intervalu (-3, £) (je-li
u=cosa av = sina, je uv = § sin2a). Proto stadf zjistit mnozinu hodnot funkce
f(t) = (1 +2t)(1 — t) na intervalu ¢ € (=3, 3). Z vyjadient

1 9

ﬂﬂ=—dﬁ+t+1=—2@—1f+§

plyne, Ze hledanou mnozinou hodnot je uzavieny interval s krajnimi body f(—3) =
—o0af(h)=1.

To tedy znamend, ze pokud méa dana soustava feSeni, musi pro jeji parametry a
a b platit 0 £ ab < 2, pfitom rovnost ab = 0 je mozn4, jen kdyz z +y = 0, tehdy
vsak a = b= 0.

Splhuji-li naopak nékterd ¢isla a a b nerovnosti 0 < ab < %, existuji dle doké-
zaného &isla u a v takova, Ze u? +v? = 1 a (u + v)(u® + v*) = ab. Oznalime-li
a =u+vab =ud+0v3 pak z rovnosti a’b’ = ab # 0 plyne, ze oba poméry a : a’
a b’ : b maji tutéz hodnotu k # 0. Pak ale dvojice x = ku a y = kv je zfejmé
feSenim soustavy rovnic ze zadani lohy pro uvazované hodnoty a a b.

48-C-1-6

Pro libovolnou dvojici redlnych ¢isel a, b splhujici vztah a + b = 1 plati

Va2 +a+1+vVb2+b+1>2. (1)

Jsou-li navic ¢isla a, b nezdpornd, plati také

Va2 +a+1+Vb2+b+1<3. (2)

Obé tvrzeni dokaZte. (P. Leischner, J. Svrcek)

Reseni. Nejprve je nutné ovéfit, zda jsou dané vyrazy definovany pro viechna
redlnd Cisla a, b. Staéi dokazat, ze pro kazdé realné u je vyraz U = u? +u + 1
nezaporny.

1. zpusob:

1 12 12 1\2 3
u® + 2u+ 3 3 +1 u+ )+4

Odtud vidime, Ze je dokonce
2 3
U=u +u+1§z, (3)

protoze druhd mocnina realného vyrazu je vzidy nezdporné.
2. zpisob: Pro u 2 0 je zfejmé vyraz U kladny. Je-li u < 0, je

U>u+u+l+u=(@u+1)?20.
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3. zpiisob: Piedstavme si rovnost U = u? + u + 1 jako kvadratickou rovnici
u? +u+ (1 —U) = 0 s parametrem U. Tento vztah je splnén pro néjaké realné u,
jen kdyz je pfislusny diskriminant nezdporny, tj. 1 —4(1—U) 2 0, a odtud U = %.

4. zptisob: Upravou na tvar U = u(u + 1) + 1 a substituci u = s — 1 (viz té%

prvni pomocnou tlohu) méme U = (s — 1)(s + 1) + 1 = s + 2, coz vede na
odhad (3).
Déle asi resitelé budou zkouset vyraz
V=va+a+1l+V02+b+1 (4)

upravovat, aby jej mohli odhadnout. Jak asi budou postupovat? Uvedeme nékteré
moznosti:
I. Dosazenim b = 1 — a do (3) dostaneme

V=va+a+1+va2—3a+3. (5)

Tim jsme se ovSem k cili moc neptiblizili. Zkusme jesté obé strany rovnosti (5)
umocnit:

V2=a’+a*-2a+1+3+2Va2+a+1Va? -3a+3=
=a’+(a—1)2+3+2Va* — 243 +a? + 3.

Vyraz pod odmocninou se da jesté po vytknuti a z prvnich t¥i ¢lend upravit,
takze dostaneme

VZ=3+4+a’+(a—1)2+2/3+a%(a—1)? (6)

II. Rovnost (4) umocnime p¥imo a pii dalsich tipravéch opakované nahrazujeme
soucty a + b jednickami:

VZ=a?4b>+34+2a?? +abla+b+1)+a2+b2+a+b+1=
=3+ a® + 23+ a2b? + b°. (7)

Diikaz nerovnosti (1).

1. eseni (bez umocihovani vyrazu V): Jsou-li a, b nezdporna, je V > /1 +
+ /1 = 2. Jestlize je b < 0, pak musi byt a > 1. Polozme tedy na pravé strané
vztahu (4) a = 1 a druhou odmocninu odhadnéme pomoci (3). Dostaneme tak
siln&jsi odhad, nez se pozaduje: V > v/3 + \/g =3v3> 3.

2. reseni: Kdyz uvazime, ze druh& mocnina kazdého realného ¢isla je nezaporna,
odhadneme z (6), ze V2 > 3 4 2v/3 > 4, a po odmocnéni vyjde, ze V > 2.

3. reseni: Ze vztahu (7) vidime, Ze

V2> 3+ (a +2Va2V0? +b?) =
=3+ (Va2 +V12)® =3+ (|a] + |b])* =
atedy V > 2.
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Dtikaz nerovnosti (2).
1. feSeni: ProtoZe a, b jsou nezdporna a nemuze byt a = b = 0, plati

V<va+2a+1+vV+20+1=(a+1)+(b+1)=3.

2. 7eSeni: Z podminky a + b = 1 pro nezaporna ¢isla a, b mame 0 £ a < 1,
0 £ b £ 1 a hodnotu vyrazu V mtizeme odhadnout dosazenim a = b =1 do (7):
V2<34+1+2V/4+1=09, takze V < 3.

3. teseni: P¥i odhadu mtzeme riznym zptisobem uplatnit uzitecné nerovnosti
ze &tvrté pomocné tlohy. Zvolime-li naptiklad m = a? +a+1an = b2 + b+ 1,
dostavame

m+n=(*>+0)+(@+b)+2=1-2ab+3=4-2ab<4,

kde vztah
a?+b*=1-2ab

pouzity p¥i tipravé jsme ziskali umocnénim podminky a+b = 1. Podle nerovnosti b)
ze 4. pomocné ulohy pak je

V=vm+vn<V2m+n)<V8<3.

48-C-S-1

Najdéte v8echny dvojice a, b nezdpornych redlnych ¢isel, pro které plati

Va2 +b+ Vo2 +a=+va2+b+Va+b.

(J. Simsa)

Reseni. Umocnénim rovnice s nezdpornymi stranami a dal§imi ekvivalentnimi
Upravami postupné dostaneme

a®+b+2/ (a2 + b))% +a) + 0> +a=a® + b +2y/(a® + b2)(a+ b) + a + b,
V(@ +b) (2 +a) = /(a® + b?)(a + ),
(a® 4 b)(b* + a) = (a* + b?)(a + b),
a?b?® + a® + b® + ab = a® + ab? + ba® + b®,
ablab+1—a—0b) =0,
ab(a—1)(b—1) =0.

Hledanymi jsou proto pravé ty dvojice nezdpornych ¢isel a, b, které splhuji aspon
jednu z podminek a =0, b =0, a =1 nebo b = 1.
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48-75-1-4

V Sestici ¢isel 7, _, _, _, _, 66 doplite chybéjici ¢isla tak, aby kazdé ¢islo bylo
souctem predchézejicich dvou.
ResSeni. Oznaéme 2 prvni z nezndmych &isel. Nasledujici &isla jsou 7 + z, = +
+(7T+2) =2c+7 (T+2)+ (22 +7) = 3z + 14 a posledni &slo Sestice je
(22 +7) + (3z + 14) = 5z + 21 = 66. Odtud méme z = 9.

Hledana sSestice ¢isel je 7, 9, 16, 25, 41 a 66.

48-726-1-2

Rodné cislo ma deset cislic. Prvni dvojcisli rodného ¢isla je poslednim dvojéislim
roku narozeni. Druhé dvojcisli je u chlapct ur¢eno mésicem narozeni, u dévcat je
to mésic narozeni zvétSeny o 50. Tteti dvojcisli je dano dnem narozeni. Posledni
nenulova ¢tvefice cisel je zvolena tak, aby rodné ¢islo bylo délitelné 11. Kolik
nejvice déti se mohlo narodit 23. 11. 1998, jestlize kazdé z nich musi mit jiné rodné
¢islo?

Reseni. Rodné &isla chlapcii narozenych 23.11. 1998 jsou &isla tvaru
9811230000 4+ z = 891930000 - 11 + x.

Cislo z je tedy libovolné pfirozené nejvyse Gtyiciferné ¢islo, které je ndsobkem 11,
tj. libovolné z ¢isel 1-11,2-11, ...,909 11 = 9999. Pocet moznych rodnych ¢isel
pro chlapce je 909.

Rodné ¢isla divek narozenych 23.11. 1998 jsou ¢isla tvaru

9861230000 + z = 896475454 - 11 + 6 + .

Aby byla tato rodna ¢isla délitelnd 11, musi byt x prirozené nejvyse Ctyrciferné
Cislo, které pii déleni 11 dava zbytek 5, tj. nékteré z ¢isel 5, 5+1-11,5+2-11, ...,
5490811 =9993. Takovych ¢isel je 1 + 908 = 909.
Pro den 23.11. 1998 lze priradit nejvyse 1818 riznych rodnych cisel.
48-729-11-3
Najdéte prvocisla p, r, ktera spliuji rovnost
p+p*+p*+r+r2+r®=2393.
(Mészaros)

Reseni. Levou stranu zadané rovnosti rozdélime na dva soucty: (p+p? +p3) + (r+
+ 72 +r3) = 2393. Hledana prvodisla p, r musi byt rizn4, protoze prava strana
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je liché cislo. Zaroven je jasné, ze jeden ze sou¢ti na levé strané musi byt sudy
a druhy lichy. Soucet prvocisla s jeho druhou a tfeti mocninou je vSak sudy jen
pro sudé prvodislo 2. Polozme p = 2, ¢ili p+ p? + p® = 2+ 4 + 8 = 14, takZe
r+12 4+ 12 = 2393 — 14 = 2379. Mezi prvodisly, jejichZ tieti mocnina je mensi
nez 2379, je nejvétsi ¢islo 13 (133 = 2197). Dosazenim ovéiime, ze r = 13 splije
rovnost 7 + 12 + r® = 2379,

Hledanymi prvocisly jsou ¢isla 2 a 13.

49-A-1-1

Necht P(z), Q(x) jsou kvadratické trojcleny takové, Ze tii z kofend rovnice
P(Q(x)) = 0 jsou &isla —22, 7, 13. Urcete tvrty kofen této rovnice.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze rovnice P(Q(z)) = 0 m4 redlny kofen, mé kvad-
ratickd rovnice P(xz) = 0 dva realné kotfeny ri, ro (nevyluCujeme, ze ry = 713).
Mnohoélen P(Q(z)) lze proto zapsat ve tvaru

P(Q(z)) = a(Q(z) — 1) (Q(z) —12),

kde a je realné &islo a # 0. Rovnice P(Q(z)) = 0 ma podle zadani &tyFi redlné
kofeny, proto kazda z kvadratickych rovnic Q(z) — 1 = 0, Q(z) — ro = 0 musi
mit dva redlné koreny. Z Vietovych vzorci plyne, ze soucet kofent v obou kva-
dratickych rovnicich je tyz, nebot obé& rovnice maji stejny koeficient u linedrniho
¢lenu. Pritom t¥i ze ¢tyf redlnych korenii obou kvadratickych rovnic Q(z)—ry =0,
Q(x) —ro = 0 jsou dle zadani ¢isla —22, 7, 13, ¢tvrty kofen oznacme ¢. Déle mohou
nastat tii moznosti:

(i) Jedna z kvadratickych rovnic m4 kofeny —22, 7, druhd ma kofeny 13 a ¢. Pak

plati =22+ 7 =13 + ¢, tedy ¢ = —28.

(i1) Jedna z kvadratickych rovnic mé kofeny —22, 13, druhd ma koteny 7 a ¢. Pak

plati =22+ 13 =7+ ¢, tedy ¢ = —16.

(iii) Jedna z kvadratickych rovnic mé koteny 13, 7, druhd mé kofeny —22 a ¢. Potom

vsak plati 13 +7 = —22 + ¢, tedy ¢ = 42.

Je zfejmé, ze v kazdém z pripadid (i), (ii), (iii) existuji prislusné kvadratické
trojéleny P(z) a Q(z). M&-li mit jedna z kvadratickych rovnic Q(z) —r; = 0,
Q(x) — ro = 0 kofeny —22, 7 a druha 13, —28, polozime Q(z) = z? + 15z, r; =
= (—22)-7=—154,r, = 13- (—28) = —364, P(z) = (z + 154)(z + 364) = 22 +
+ 518z + 56056. Obdobné lze postupovat ve zbyvajicich pripadech.

Ctvrtym koFenem rovnice P(Q(z)) = 0 mize byt kterékoliv z &isel —28, —16,
42.

Jiné feseni. Uvahy o koeficientu u linearniho ¢lenu s vyuzitim Vietovych vztaht
lze nahradit nasledujici ivahou o grafech kvadratickych funkei.
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Protoze grafy kvadratickych funkei fi: y = Q(z) —r1 a fo: vy = Q(x) — ro maji
tutéZ osu soumérnosti a pritom existuji ¢étyfi realné koreny rovnice P(Q(x)) =
= 0, jsou tyto korfeny na ose xz po dvou stredové soumérné podle pruseciku os
soumérnosti graf obou funkel f; a fo s osou x. Vzhledem k poloze danych tii
korent na ose x l1ze dale uvazovat tii moznosti stejné jako v predchazejicim reseni.
Napr.

(i) Stied soumérnosti je —7,5 = =22+7
s obrazem ¢isla 13 dle stiedu soumérnosti v bodé —7,5. Ctvrtym hledanym
kofenem je tudiz ¢islo —28.

Podobné lze postupovat ve zbylych dvou pripadech a dospéjeme tak ke stej-
nému vysledku.

, Ctvrty koren lezi na ose x a je symetricky

49-B-1-1

Pro kterd realna ¢isla ¢t ma funkce f(z) = 5z + 44 + t|o — 2| — 3|z — | maximum
rovné 07 (P. Cernek)

Reseni. Dan4 funkce je linedrni lomend, protoze obsahuje dva vyrazy s absolutni
hodnotou, které zptisobuji, Ze jejim grafem neni primka, nybrz lomend c¢ara. Jeji
defini¢ni obor, mnozinu R vsech realnych ¢isel, mizeme v tomto pripadé rozdélit
na tii disjunktni ¢4sti podle toho, jak se prislusnd absolutni hodnota chova (zda je
vyraz v absolutni hodnoté kladny, ¢i zaporny). Protoze jedna z absolutnich hodnot
zavisi na parametru ¢, rozlisime, zda je t < 2 (pfipad A), ¢i ¢t = 2 (pfipad B).

Rozlisime dva piipady, podle toho, zda je t < 2 (pfipad A), ¢i ¢t = 2 (pfipad B).

A. Necht ¢t < 2. Mnozina R se ndm rozpadne na t¥i disjunktni intervaly, R =
= (—o0,t) U (t,2) U (2,00).

(a) V intervalu (—oo,t) je, jak snadno spoclteme, f(z) = (8 — t)x + 44 — t.
Protoze za uvedeného predpokladu je 8 — ¢ > 0, je funkce f v tomto intervalu
rostouci a nabyde maxima v bodé x = t.

(b) V intervalu (t,2) je f(z) = (2 — t)z + 44 + 5t. Protoze za uvedeného
predpokladu je 2—t > 0, je funkce f i v tomto intervalu rostouci a nabyde maxima
v bodé x = 2. Pfitom zfejmé plati f(t) < f(2) = 2(2 —t) + 44 + 5¢.

(c) V intervalu (2,00) je f(z) = (24 t)x + 44 + t. Tato funkce je pro 2+t >0
na tomto intervalu rostouci a shora neomezend, takze nemuze mit maximum. Musi
tedy nutné byt 2 +¢ £ 0, tj. t £ —2, funkce f bude v intervalu (2, c0) nerostouci
a jeji hodnota nebude vétsi nez f(2), kterou jsme spocitali v (b).

Zjistili jsme tedy, Ze za predpokladu ¢ < 2 nabyva funkce f maxima jediné pro
t £ —2, pfi¢emz jeji maximum je f(2) = 2(2 — t) + 44 + 5t. Toto maximum se
rovnd 0, pravé kdyz 2(2 — t) + 44 + 5t = 0, neboli t = —16, coz je nastésti ¢islo,
které spliuje podminku ¢ £ —2.

B. Necht ¢t 2 2. MnoZina R se ndm rozpadne na t¥i disjunktn{ intervaly, R =
= (—00,2) U (2,t) U (t,00), pficemz prostfedni ,interval* bude prazdny pro t = 2
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(to vSak neni pro dalsi tivahy podstatné, jinak bychom mohli tento piipad snadno
rozebrat samostatné).

V intervalu (—o0,2) je f(z) = (8 — t)z + 44 — t. Kdyby ted bylo 8 — ¢ < 0,
byla by funkce f v tomto intervalu klesajici a shora neomezend, takze by nemohla
mit maximum. Proto je 8 — ¢ 2 0, tj. t £ 8. Pak ale je f(2) =2(8 —t)+ 44—t =
= 60— 3¢ > 0. Odtud hned vidime, Ze za uvedeného predpokladu nemiuze funkce f
nikdy mit maximum rovné 0.

Z uvedeného rozboru vyplyvé, Ze uvazovana funkce ma maximum rovné 0 jediné
pro t = —16.

Jiné FeSeni. Vime, Ze grafem dané funkce f je lomend céara, kterd se v nasem
pripadé sklad4 ze dvou polopiimek (pro t = 2), resp. ze dvou polopfimek a jedné
usecky (ndvodnd tloha 1).

Daéle bychom si méli uvédomit, ze pokud ma takovato funkce maximum, nabyva
ho urcité v nékterém ze ,zlomovych® bodu (tam, kde je prislusny vyraz v absolutni
hodnoté nulovy). To samoziejmé neznamend, ze funkce nemtize maximum nabyt
i v jinych bodech (je-li konstantni na nékterém intervalu, ndvodna tloha 2).

V naSem pfipadé jsou témito zlomovymi body pro z = 2 bod A(2,54 —3|t—2|),
pro =t bod B(t,5t + 44 + t|t — 2|).

Protoze jeden z bodi x = 2, z = t ma byt bodem maxima funkce f rovného 0,
zjistime, pro kterd t je jedna z y-ovych soufadnic bodi A a B nulova (a druha

nekladnd).
A 54 -=-3|t—2| =0, B: 5t4+44+t|t—2| =0,
|t —2| =18, t22=12+3t+44=0,
t = 20 anebo t = —16. nema reSeni.

t<2=>t*-Tt—44=0.
t =11 anebo t = —4,
vyhovuje jen t = —4.

Mame tak tfi mozZnosti:

Pro ¢t =20 je A(2,0), B(20,504), coz nevyhovuje.

Prot = —16 je A(2,0), B(—16,—80+ 11 — 16 - 18), zatim vyhovuje.

Pro t = —4 je A(2,36), B(—4,0), coz nevyhovuje.

Zjistili jsme, Ze tloha ma reseni nejvyse pro t = —16, kterému odpovida funkce
f(z) = 5z + 44 — 16|z — 2| — 3|z + 16]. Pro tuto funkci samozrejmé plati f(2) = 0.
Ovérit, ze tato hodnota je skuteéné maximem funkce f, miZeme vice zpiisoby.
Napriklad tak, Ze ovéfime, ze pro x < —16 je uvedend funkce neklesajici (pro
x < —16 je f(z) = 24z + 60) a soucasné pro x > 2 nerostouci (pro z > 2 je
f(z) = =14z + 28).
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49-B-11-1
Zjistéte vSechna redlna ¢isla ¢, pro kterd ma rovnice
(A +c—8)(x+2) =8|z —c+2| =clz +c+ 14
nekonec¢né mnoho feSeni v oboru celych ¢isel. (J. Simsa)
Reseni. Oznadime-li pro dané realné ¢
fo@)=clz+c+ 14|+ 8z —c+2| = (2 +c—8)(z +2)

odpovidajici po ¢astech linedrni funkci, je zfejmé, Ze rovnice f.(z) = 0 bude
mit nekone¢né mnoho celodiselnych feSeni, pravé kdyz bude funkce f. identicky
rovna nule na nékterém z nekone¢nych intervalt (—oo, min(c — 2, —c — 14)) nebo
(max(c — 2, —c — 14), 00). VySetfime postupné obé moznosti.

a) Necht z < min(c — 2, —c — 14), pro takova z plati

fe(x)

—c(z+c+14) -8z —c+2) - (F+c-8)(z+2) =
—c(2+4¢)z — 3¢* =8¢ = —c(z(c+2) + 3c+8).

Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz ¢ = 0 (soustava
c+2 =0, 3c+ 8 = 0 nema zadné feSeni).
b) Necht z 2 max(c — 2, —c — 14), pro takova x plati

fe@)=clx+c+14)+8x —c+2)—(*+c—8)(z+2) =
= (16 — ¢®)z — % + 4c + 32.

Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz bude soucasné
platit ¢ = 16 a ¢ — 4c — 32 = 0. Dosazenim c¢?> = 16 do druhé rovnice vychézi

¢ = —4, coz je zfejmé jediné reSeni obou rovnic.
Zdver. Dana rovnice ma v oboru celych ¢isel nekoneéné mnoho reseni, pravé
kdyZz ¢ = 0 nebo ¢ = —4 (v prvnim pripadé rovnici vyhovuji vSechna celd ¢isla

z £ —14, v druhém pak vSechna cel4 ¢isla z = —6).

49-C-1-4

Jirka zhotovil papirovy model pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV s pod-
stavou ABCD. Kdyz pak model podél ¢tyr hran roziizl, bylo ho mozno rozvinout
(bez prekryti) do roviny. Kolik riiznych siti daného jehlanu tak mohl Jirka dostat?
Ukézalo se, ze sit, kterou Jirka dostal, méla tvar (nekonvexniho) sedmithelniku.
Vypocététe tthel AVB v boéni sténé jehlanu. (P. Leischner)

Reseni. Pocet riiznych siti daného jehlanu uréime tak, Ze nejprve viechny mozné
sité nakreslime. Abychom nékterou moznost neopomenuli, méli bychom do vyctu
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siti vnést wurcity systém. PopiSeme dva pristupy, které takovy systém vytvareji
(a které budou patrné zakim nejblizsi).

Pristup 1 (,od sité k jehlanu“). Kazd4 sit bude sloZena z jednoho ¢tverce
o strané a a Ctyr rovnoramennych trojihelniki o stranach a, b, b, kde a znaci délku
podstavné hrany a b délku bo¢ni hrany daného jehlanu ABC DV . Pfemyslejme tedy
o tom, jak takovy ¢tverec a Ctyfi trojuhelniky ,slepit* podél shodnych stran do
yeelku® a zda tento celek skuteéné vytvori sit jehlanu. Je velmi pfirozené rozélenit
feSeni tohoto tkolu podle poctu stram ctverce, které budou slepeny (moZné pocty
jsou 1 az 4).

Pristup 2 (,od jehlanu k siti“). Pfemyslejme o tom, jak rozfiznout dany jehlan
ABCDYV podél ¢tyi hran, abychom po rozvinuti dostali jeho sit. (Brzy si pfi tom
uvédomime jeden obecny poznatek: z kazdého vrcholu télesa musi vychazet aspon
jedna hrana fezu.) ProtoZe ndm jde o pocet rtiznych (tj. po dvou neshodnych) siti,
s ohledem na symetrii daného jehlanu neni ptili§ vhodné systematizovat ¢tverice
hran fezu podle toho, zda obsahuji nékteré konkrétni hrany (jako napt. hrany AB,
AV apod.). Vyhodné&jsi je rozdéleni téchto ¢tveric do skupin podle toho, kolik hran
Tezu je v jehlanu podstavnych (a kolik bo¢nich).

Protoze oba popsané pristupy vedou ke shodné systematizaci (je-li pravé k hran
fezu podstavnych, je v prislu$né siti pravé 4 — k stran ¢tverce slepeno s trojthel-
niky), popiSeme vycet vSech siti jen podle Piistupu 2:

1. Nelezi-li v podstavé ABC D zadné hrana fezu, je jehlan rozfiznut podél viech

Ctyf bocnich hran, prislu$né sit je na obr.17.

V3 Vi
Vv V
D C 4 C
Vi Vs D Va
A B A B
amva v
A B %4 A B V3
Obr. 17 Obr. 18

2. Predpokladejme, Ze v podstavé ABCD lezi jedind hrana fezu, napiiklad hrana
AD. Z vrcholi B a C musi vychédzet néjaké hrany fezu, mohou to tedy byt
jediné hrany BV a CV. Tt hrany fezu jsou tedy AD, BV a CV, s ohledem
na symetrii je lhostejno, zda je ¢tvrtou hranu fezu AV nebo DV, necht je to
tedy hrana AV jako na obr. 18.
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3. Predpoklddejme, Ze v podstavé ABCD lezi pravé dvé hrany fezu. RozliSme,
zda jsou to hrany sousedni (napf. AB a AD), nebo hrany protéjsi (napt. AD

a BC); pro vétsi prehlednost oba piipady posudme v odd&lenych odstavcich:
(3a) Je-li podstava roziiznuta pravé podél hran AB a AD (takZe fezem v pod-
stavé je lomend ¢ara BAD), musi byt tfeti hranou fezu hrana CV, ¢tvrtd
hrana fezu je pak jedna z hran AV, BV, nebo DV. S ohledem na symetrii
pripadd, kdy je ¢tvrtou hranou fezu BV nebo DV, uvadime jen obrazky

pro hrany fezu AV (obr.19) a BV (obr. 20).

1% ‘/2 1% Vl
B,
A, p Ai c
" & 12
c A B Ve ¢ A B
A B A A B
Obr. 19 Obr. 20

(3b) Je-li podstava rozfiznuta pravé podél hran AD a BC, je t¥eti hranou rezu
jedna z bocnich hran AV, DV a ¢tvrtou hranou fezu jedna z boc¢nich hran
BV, CV (nemohou to totiZ byt ani obé hrany AV, DV, ani obé hrany BV,
CV). S ohledem na symetrii staéi rozlisit jen dva p¥ipady: bo¢ni hrany fezu
jsou bud AV a BV (obr.21), nebo AV a CV (obr.22).

V1 V2
v v
A1 Bl Al
Dl [c pl ¢
A—1B AL—1B
Cy
e e
A B Vs A B 12
Obr. 21 Obr. 22

4. Predpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi pravé tii hrany fezu, naptiklad
hrany AB, BC a CD, takze fezem v podstavé je lomené ¢ara ABCD. S ohle-
dem na symetrii nyni staci rozli$it jen dva pifipady: ¢tvrtd hrana fezu vede
do vrcholu V' budto z jednoho z obou krajnich vrcholi zminéné lomené cary
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A B A B

Obr. 23 Obr. 24

ABCD, napiiklad bodu A (obr.23), nebo z jednoho z obou prostfednich vr-

cholt, naptiklad bodu B (obr. 24).

Zjistili jsme, Ze dany jehlan mé pravé osm riiznych siti. (VétSina zaka asi
spravné vsech osm siti do svych feSeni nakresli, aniz pociti nutnost vysvétlovat,
pro€ jiné sité neexistuji. Diskutujme s nimi o této otdzce.)

Prejdéme nyni k druhé ¢asti ulohy, otdzce, kdy néktera ze siti daného jehlanu
mé tvar nekonvexniho sedmithelniku. Podle obrazkt vidime, ze kazda sit ma,
obecné vzato, osm vrcholi; jejich podet se snizi na sedm, pravé kdyz se tihel u jed-
noho z osmi obecnych vrcholi ,napfimi“, tj. bude mit velikost 180°. Velikosti vSech
doty¢nych thli lze snadno vyjadiit pomoci w = |[{AVB| a a = |{ BAV|; zjistime
tak, popsand situace nastane, jen kdyz jeden z thla

2a, a+90° 2a+90°, 2w, 3w nebo 4w (%)

bude 180°. Polozme si nyni ponékud obecnéjsi otazku: Jaké hodnoty a a w jsou
pripustné, tj. odpovidaji néjakému jehlanu ABCDV? Oznalme S stfed Ctverce
ABCD a E stfed hrany AB (obr.25), z pravothlého trojihelniku EVS plyne, Ze

\4

[\ /]

A E B
Obr. 25

|[EV| > |ES| neboli |EV| > |AE|, proto pro thel a v pravothlém trojihelniku
AVE plati 45° < a < 90° (pro a = 45° bychom dostali ,zdegenerovany* jehlan
s nulovou vyskou, pro @ = 90°  jehlan“ s nekoneénou vyskou, tedy hranol). Za-
roven je jasné, zZe pro kazdé a € (45°,90°) odpovidajici jehlan existuje. Odtud
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vzhledem k rovnosti 2a + w = 180° plyne, Ze pfipustné hodnoty w zaplni interval
(0°,90°). Proto z thli () mohou byt piimé jedin& hly 3w a 4w. Pro w = 60°
maji tvar sedmithelniku sité z obr. 20 a 21, pro w = 45° sité z obr. 23 a 24.

Odpovéd’: Jirka mohl dostat pravé osm raznych siti. Uhel AVB mél velikost
45° nebo 60°.

49-78-1-3

Je dan c¢tverec ABCD a bod P tak, ze bod D je stfed tsetky AP. Bodem P
prochazi piimka p. Ta déli ¢tverec na dva utvary, jejichZz obsahy jsou v poméru
5: 3. Narysujte takovou primku. (D. Hruby)

Reseni. Ctverec rozdélime na osm shodnych obdélniki (obr. 26). Z obrazku je ziej-
mé, ze zvyraznéné usecky déli ¢tverec ABC'D na dva utvary, jejichZ obsahy jsou
v poméru 5 : 3 (resp. 3 : 5). Vedeme-li libovolnou pfimku protinajici stranu AB
stfedem zvyraznéné tsecky, bude ji étverec rozdélen v daném poméru. Reenim je
tedy piimka prochazejici danym bodem P a stfedem zvyraznéné tsecky. Uloha mé
dvé feSeni, nebot poradi Gtvari v poméru neni urceno.

P P P
D C D C D C
A B A B A B
pl\ b2 p2\ P1\
Obr. 26 Obr. 27

Jiné feSeni. Pfimka p déli ¢tverec na dva pravouhlé lichobé&Zniky. Obsah li-
chobézniku je roven soucinu jeho stredni pricky a vysky. Obsahy lichobézniki
jsou v poméru 5 : 3 nebo 3 : 5 a jejich vysky jsou shodné, proto stfedni pricky
lichobéznikid musi byt téZz v poméru 5 : 3 nebo 3 : 5. Hledand pfimka p proto
prochézi danym bodem P a bodem, ktery déli stredni pricku ¢tverce rovnobéznou
se stranou AB v daném poméru (obr. 27).

49-79-111-3

Najdéte vSechna trojciferna ¢isla x, kterd po zaokrouhleni na stovky se rovnaji

» 8x + 240
éislu ———.
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Regeni. Trojciferné ¢islo z zaokrouhlené na stovky ozna¢me [z]. Cislo [z] miize

byt nékteré z cisel 100, 200, 300, ..., 1000. Nejdiive vynasobime tato Cisla ¢is-
lem 9, potom odecteme 240 a vysledek vydélime &islem 8 (to plyne z rovnosti
9lx| — 240
T = ﬁ]—_S—_—) ReSenim jsou ta z nich, jeZ jsou trojciferna a lze je zaokrouhlit
na ¢islo [z].
[z] 100 200| 300| 400| 500| 600| 700| 800| 900 |1000
9[z] 9001800 (2700|3600 4500|5400 |6300|7200|8100|9000

9[z] — 240 | 660 1560|2460 |3360|4260 5160|6060 6960|7860 8760
(9[z] — 240) : 8| 82,5] 195|307,5| 420(532,5| 645|757,5| 870|982,5|1095

Uloha mé tedy tfi feSeni: 195, 420 a 645.

50-A-1-1

V urné jsou jen bilé a ¢erné kulicky, jejichZ pocet zaokrouhlen na stovky je 1 000.
Pravdépodobnost vytaZeni dvou ¢ernych kuli¢ek je o % vétsi nez pravdépodob-
nost vytazeni dvou bilych kuli¢ek. Kolik bilych a kolik ¢ernych kulicek je v urné?
(Pravdépodobnost vytazeni kterékoli kulicky je stejné.) (P. Cernek)

Reseni. Necht je v urné n kuli¢ek, z toho b biljch (a n — b &ernych). Potom prav-
dépodobnost vytazeni dvou bilych kulicek je rovna podilu

b
2)  bb-1)
n\ nn-1)
2
zatimco pravdépodobnost vytaZzeni dvou ¢ernych kuli¢ek podilu

(n§b>=<n—b)<n—b—1>.

(121) n(n —1)

Podle zadani tlohy plati rovnost

(n=0b(m-b-1) bb-1) 17
n(n —1) Tnn—1) ' 43’

kterou lze algebraickymi tipravami zjednodusit do tvaru 43b = 13n (pron ¢ {0,1}
jde o ekvivalentni rovnice). Odtud vzhledem k nesoudélnosti &isel 13 a 43 plyne,
zZe prirozend c¢isla n a b jsou tvaru n = 43k a b = 13k, kde k je vhodné pfirozené
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cislo. Podle zadani pro ¢islo n plati odhady 950 < n < 1050, z nichZ zjistime, ze
k € {23,24}. Pro k = 23 vychézi n = 989 a b = 299 (tehdy n — b = 690), zatimco
hodnoté k = 24 odpovidd n = 1032 a b = 312 (tehdy n — b = 720).

Odpoved’: Uloha mé dvé feSeni — v urné je bud 299 bilych a 690 Eernych, nebo
312 bilych a 720 ¢ernych kulicek.

50-A-1-3

V roviné je dan ostrothly trojihelnik ABC. Paty vySek z vrcholi A, B ozna¢me
po radé A;, B;. Te¢ny kruznice opsané trojihelniku C'A; By sestrojené v bodech
Ay, B; se protinaji v bodé M. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikiim AM By,
BMA,, CA,B; prochazeji jednim bodem. (J. Surcek)

Reseni. Ozna¢me k kruznici opsanou trojthelniku CA; B;. V prvni ¢asti feSeni
ukdzeme, ze bod M z textu tulohy je stfedem strany AB. ProtoZe trojihelnik
ABC je ostrouhly, lezi paty Ay, By prislusnych vysek uvniti odpovidajicich stran.
S ohledem na symetrii dané situace staci uvazovat jen tec¢nu t ke kruznici k se-
strojenou v bodé A;, oznacit X jeji prusecik s pfimkou AB a dokdzat rovnost
|AX| = |BX]| (obr.28).

X

A B

Obr. 28

Oznacme jesté Y libovolny vnitini bod poloptimky opac¢né k poloprimce A; X.
Protoze jsou oba uhly AA; B a BB A pravé, je ¢tyruhelnik ABA; By tétivovy,
a tak plati |YAB;A;| = 180° — |[SABA;| = 180° — f, kde jako obvykle f =
= |<ABC|. Proto mé obvodovy tihel A; B;C' v kruznici k nad tétivou A; C velikost
|$A1 B C| = 180° — |4 AB1A1| = 180° — (180° — ) = f3, stejnou velikost ma
i prislusny tsekovy tihel Y A;C.! Protoze tthly X A1 B a Y A;C jsou vrcholové,
dohromady dostavame |{ X A, B| = [4Y A1 C| = |4 A1 B1C| = 8 (tyto shodné thly
jsou na obr. 28 vyznaleny obloucky). Zaroven plati i [SXA1 4| = |[SXAA| =
= 90° — (3. Zjistili jsme, Ze tefna t protne primku AB v takovém bodé X, pro
ktery jsou trojuhelniky BA; X a A; AX rovnoramenné, tj. |[BX| = |4, X| = |AX].

Dokézali jsme, Ze bod M (priiseéik tecen ke kruZnici k s body dotyku A; a By)
splyva se stiedem strany AB. Oznac¢me nyni k; a k» kruznice opsané po radé

1 K pojmu tsekového thlu a jeho shodnosti s obvodovym tihlem viz S. Horak: Kruznice, SMM
16, MF, Praha 1966, str. 3-7.
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trojuihelnikim AM By a BM Ay a Sy, Ss jejich stiedy (obr. 29). Jednim prusecikem
kruznic k; a ko je bod M, druhy prisecik oznacme N. Protoze body Si, Sa lezi

Obr. 29

v poloroviné ABC, lezi v ni i bod N, nebot je soumérné sdruzeny s M podle
stfedné S;Ss. Nasi tlohou je dokazat, ze bod N lezi na jedné kruznici s body A;,
Bl aC.

Jak uz vime, je trojuhelnik BA; M rovnoramenny, a protoZe je | BBy M| =
=90° — a < f = |$BA; M| (tato nerovnost je ekvivalentni tomu, ze v < 90°),
lezi bod By vné kruznice k. To znamena, Ze kruznice ky musi protinat kruznici k;
v tom jejim oblouku nad tétivou M By, ktery odpovida obvodovému tihlu 180° — a.
Analogicky zjistime, ze bod A; lezi vné kruznice ki, takze prusecik N lezi na
oblouku kruznice ky prislusného tétivé M A; a obvodovému thlu 180° — 3. Protoze
zaroven

|XBINM| + |[¥A NM| = (180° — a) + (180° — ) = 360° — (a + ) =
=180° + v > 180°,

musi bod N leZzet uvniti trojihelniku A; By M (ptimka A; By tedy oddéluje body C
a N). Protoze a+ 8+~ = 180° (kde v = |4 A1 CBy|), plyne odtud, Ze ve &tyiahel-
niku A;CB;y N je soucet vnitinich thla u protilehlych vrchola C a N roven 180°,
a tak je tento ctyrtuhelnik skutecné tétivovy.

50-B-1-5
Urcete vSechny polynomy P(z), které pro kazdé realné ¢islo = splhuji rovnost
P(2z) = 8P(z) + (z — 2)°.
(P. Cernek)
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Reseni. Stupeii polynomu P je aspoii dva. Necht nejprve P(z) = az? + bz + c.
Dosazenim tohoto vyjadreni do vztahu v zadani dostdvame

4ax® 4 2bz + ¢ = (8a + 1)z* + (8b — 4)z + 8¢ + 4.

Porovnanim koeficient u stejnych mocnin z na levé a pravé strané dostaneme
4a=8a+1,2b=8—4ac=8c+4. Odtuda=-1b=2% c=-1

Je-li déle stupen n polynomu P vét$i nez dva, zjistime analogicky, zZe jeho ¢len
anx™ s nejvyssi mocninou x spliuje vztah 2"a, = 8a,, tedy n = 3, pficemz a,, # 0
je libovolné. Koeficienty mnohoé¢lenu P u mocnin 2%, z! a 2° vyjdou stejné jako
v predchozi situaci.

Celkovy zdvér: P(x) = ax®

— 1224+ 22 — 1 kde a je libovolné redlné &islo.

50~-C~—1-2
Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany délky 9cm a 12 cm jeho uhlopricek, délka 8 cm
stfedni pricky a vzdalenost 2 cm stredu thlopricek. (E. Kovac)

Reseni. Zvolme oznageni podle obr. 30, K P je stiedni piicka v trojahelniku ACD,

D c C
u
K ) L
A a B E
Obr. 30

proto |K P| = §|DC|, obdobné |QL| = 3|DC|, |PL| = }|AB|, takze |PQ| = §(a—
—¢) = 2cm. Protoze |[KL| = (a+c) = 8cm, je a = 10cm, ¢ = 6 cm. Nejdiive
sestrojime trojihelnik AEC podle véty sss, na usecce AE pak bod B, jim vedeme
rovnobézku s CE. Ta protne primku vedenou bodem C rovnobéznés AE v bodé D.

50-7Z8-1-5
Blecha se dostala na ¢tvercovou sit se ¢tverecky 1 cm x 1 cm. Rozhodla se, Ze bude
skakat jen po uzlovych bodech této sité. Protoze jeji $tastné ¢islo je 13, udéla vzdy
skok dlouhy jen 13 cm. MizZe se takto dostat do libovolného uzlového bodu?

(P. Cernek)

Reseni. Blecha mitize skakat bud ve sméru miizovych ¢ar, nebo se miize piesouvat
do protéjsiho vrcholu obdélniku s rozméry 5 a 12 (podle Pythagorovy véty).
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Blecha se mize dostat do libovolného uzlového bodu, jestlize se miize dostat do
sousedniho uzlového bodu. Do libovolného dalsiho bodu se dostane potom sledem
skokii. Do sousedniho uzlového bodu se muze dostat napriklad podle obr. 31.

|| ||
| |
eEREERESENY
NI T/
\ /
Aﬁf *Mw
\ /
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\ G/
\ |/
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2
|
Obr. 31

Odpovéd’: Blecha se miize dostat do libovolného uzlového bodu.

50-27-1-5

Jedna ze stran obdélniku ABCD je dvakrat kratsi nez jedna z thlopficek koso-
¢tverce K LM N. Jedna ze stran koso¢tverce K LM N je stejné dlouhd jako jedna
z hlopficek obdélniku ABCD. Kosoétverec K LM N mé obsah 36 cm?. Jak velky
obsah méa obdélnik ABCD? (S. Bedndfovd)

Reseni. Uhlopiicka obdélniku déli obdélnik na dva shodné pravouhlé trojihelni-
ky, thlopricky kosoctverce ho déli na ¢tyfi shodné pravothlé trojuhelniky. Podle
zadani je pravouhly trojihelnik v obdélniku shodny s pravotihlym trojihelnikem
v kosoctverci podle véty Ssu (obr.32). Obsah obdélniku je tak roven poloviné
obsahu kosoc¢tverce, proto obsah obdélniku je 18 cm?.

N

D C - ”
k b E b
A B L

Obr. 32
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