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42-P-11-1

Nékladni auta. Z mésta A vede silnice do mésta B. Na této silnici lezi mésta
Ay,...,A,, By,...,B, — ne nutné v tomto poradi, ale pro kazdé i (1 < i < n)
je vzdy mésto A; blize k A nez mésto B;. Nakladni auto jezdi mezi mésty A a B
a ma za ukol vyfidit n objednavek; i-ta (1 < 7 < n) objednavka spoCiva v prevezeni
nakladu z mésta A; do mésta B;. Auto pritom miize vézt vzdy nejvyse jeden naklad
a po nalozeni ve mésté A; ho mize vylozit jediné v B;.

Jizdou nédkladniho auta rozumime jednu cestu auta z mésta A do mésta B
a zpét do mésta A s pripadnym splnénim nékterych objednavek béhem této jizdy.
Smér jizdy auta lze zménit jen ve mésté B.

Napiste a zdivodnéte program, ktery pro zadané vzdalenosti mést A; a B; od
mésta A sestavi pldn ndkladniho auta (tj. urdi pocet jizd a splnéné objednavky
pro kazdou jizdu) tak, aby auto vyfidilo vSechny zadané objednavky minimalnim
poctem jizd.

Reseni. Ozna¢me si a; = |AA;| a b; = |AB;|. Dle zaddni 0 £ a; < b; pro kazdé i.
V nasledujicim textu budeme jako objednavku j oznacovat tu objednavku, kterd
patii méstim A; a B;. Myslenka algoritmu je jednoduchd — dokud existuji néjaké
nesplnéné objednavky, pridame vzdy dalsi jizdu a simulujeme cestu auta z A do B.
Pokud je auto v néjakém mésté volné, vybereme si jako dalsi objednavku z dosud
nesplnénych tu, ktera zacind co nejdrive.

Primé implementace této myslenky vede k prili§ slozitému programu. Proto
nebudeme piifazovat objednavky jizdam, ale naopak. Cisla a1, ...,a, a by,..., by,
usporadame vzestupné a poté prochazime tsek od A do B. Pritom si udrzujeme
zatim potfebny pocet jizd v proménné p a seznam ,volnych jizd“ (na zacatku
prazdny). JestliZze narazime na mésto A; a seznam je prazdny, zvysime pocet jizd
na p + 1 a i-tou objednavku splnime v této jizdé. Jestlize narazime na mésto Bi,
jizdu, ve které jsme splnili i-tou objedndvku, ,uvolnime“, tj. pfidime do seznamu
volnych jizd.

Pozndamky k implementaci:
e Pri tridéni si ke kazdému prvku pamatujeme jeho pivodni index;
e seznam volnych jizd implementujeme napt. jako zasobnik;
e je-li b; = ay, nejprve zpracovavame b;.

Driikaz sprdavnosti algoritmu:

Algoritmus zfejmé nalezne nédjaky korektni plan, nebot kazdé objednavce pfi-
radi pravé jednu jizdu a jizda, kterd je objednédvce pfifazena, je v dané chvili volna.
Nyni dokdZeme optimalitu ziskaného planu. Ozna¢me ko = max |{i: = € (a;, b;)}|
pro z € (0,|AB]) (maximélni pofet intervald s nepradzdnym prinikem). Z¥ejmé
potfebujeme alesponi kg jizd. UkdZeme, Ze algoritmus nalezne plan s pifesné ko
jizdami. Uvazujme takové i, Ze polet jizd (proménnd p) se zvySuje z p na p + 1
pri pridani bodu a;. Tehdy neni k dispozici Zadna volna jizda, tedy bod a; lezi
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v néjakych intervalech (axj,br;) pro j =1,...,p. Bod a; + e, kde e je dostatecné
malé ¢islo, lezi uvnitf téchto p intervald a navic v intervalu (a;, b;), tedy p+1 < ko,
takze hodnota p nikdy nevzroste nad kg.

Odhad c¢asove sloZitosti:

Odhlédneme-li od tfidéni, pro kazdy prvek a; nebo b; vykondme konstantni
mnozstvi operaci, tedy celkem O(n). Slozitost tiidéni je O(nlogn), dohromady
tedy mame ¢asovou slozitost algoritmu O(nlogn).

Pamétova slozitost je linedrni.

42-P-111-2

Nepostradatelné silnice. V zemi je N mést oznacenych ¢isly od 1 do N. Mezi
mésty je vybudovana silni¢ni sit. Kazd4 silnice spojuje vzdy dvojici mést. VSechny
silnice jsou obousmérné. Mezi nékterymi dvojicemi mést prim4 silnice nevede, ale
z kazdého mésta je mozné dojet po silnicich do libovolného jiného mésta (tieba
i vice riznymi zpusoby). VSechna piipadnd kiiZeni silnic mimo mésta jsou mimo-
aroviova a neumoziuji vozidlim prejet z jedné silnice na druhou.

Silnici nazveme nepostradatelnou, pokud by se jejim znicenim Gplné prerusilo
silni¢ni spojeni mezi nékterou dvojici mést.

Napiste program, ktery vyhleda a vypisSe vSechny nepostradatelné silnice. Vstu-
pem programu je pocet mést N a dale seznam vSech silnic vedoucich mezi mésty.
Kazda silnice je zadana dvojici ¢isel mést, mezi nimiz vede.

Regeni. Uloha je jednou z klasickych tloh teorie grafa. Silni¢ni sit piedstavuje
souvisly neorientovany graf, v némz vrcholy grafu odpovidaji méstim a hrany
grafu silnicim. Nepostradatelné silnice, tak jak jsou definovany v zadani Glohy,
odpovidaji v teorii grafi zvlastnim hranidm zvanym mosty. Ukolem tedy je nalézt
v daném grafu vSechny mosty.

Algoritmus TfeSeni je zalozen na prochazeni zadanym grafem do hloubky. Pii
prochazeni bude kazdy vrchol grafu navstiven pravé jednou. Zptusob prochézeni
lze znézornit stromem. Korenem stromu prochazeni je vrchol, z néhoz bylo pro-
chazeni zahajeno. Za kofen mizeme zvolit libovolny vrchol.grafu. Bezprostfednimi
nasledniky nékterého vrcholu V' jsou vSechny ty vrcholy, do nichz prohledavéani
z vrcholu V' bezprostiedné pokracovalo. Protoze zadany graf je souvisly, budou ve
stromu prochédzeni obsaZeny vSechny vrcholy ptvodniho grafu (mésta). Ze vSech
hran (silnic) budou ve stromé prochézeni obsaZeny jen ty, které nds v priibéhu
prochéazeni dovedly do nového, doposud nenavstiveného vrcholu.

Predstavme si, Ze do stromu prochéazeni dokreslime zelenou barvou vsechny
zbyvajici hrany grafu. To jsou tedy takové, kterymi priichod do hloubky nepokra-
¢oval. Jinak feceno, v prubéhu prochézeni tyto silnice vedly z pravé prochazeného
mésta do jiného, jiz dfive navstiveného mésta. Doplnény strom tedy bude izomorfni
s puvodnim grafem.
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Nyni vyslovime jedno pomocné tvrzeni: Oba koncové vrcholy kazdé zelené
hrany lezi na téze vétvi stromu prochazeni. Tvrzeni snadno dokadzeme sporem.
Predpokladejme, Ze by nékterd zelend silnice spojovala dvé mésta A a B, ktera
nelezi na jedné vétvi stromu prochazeni. Oznacme je tak, zZe béhem prichodu
bylo A poprvé navstiveno drive nez B. Mésto B jisté nelezi v podstromu procha-
zeni s kofenem A (jinak by A a B lezela na téze vétvi). Pro postup prochdzeni
to znamend, ze nejprve bylo (pfipadné nékolikrat) navstiveno mésto A a teprve
potom (pfipadné nékolikrit) navstiveno mésto B. VSimnéme si okamziku béhem
prochéazeni, kdy jsme mésto A navstivili naposledy. To bylo v situaci, kdy jsme
se z ného vraceli zpét (kdybychom $li vpfed, museli bychom do A pfijit je$té na
zpéatelni cesté). V tomto okamziku jsme se ale nezachovali spravné podle algoritmu
prochéazeni grafem do hloubky: vraceli jsme se zpét, a piitom jsme jesté méli projit
silnici AB, protoze ta vedla do tehdy jesté nenavstiveného mésta B.

K tomu, aby hrana byla mostem, je nutné a staci, aby se jejim odstranénim
oddélil podstrom ve stromu prochézeni, ktery nebude dostupny ani po nékteré
zelené hrané. Podle predchoziho tvrzeni by takové spojeni zelenou hranou muselo
vést do vyssi vrstvy ve stromé prochazeni.

Na zakladé provedenych tvah jiz lze zformulovat algoritmus. Zadany graf bu-
deme prochéazet do hloubky, zacit mtzZeme libovolnym vrcholem (napf. vrcho-
lem ¢&islo 1). Béhem prochézeni si budeme u kazdého vrcholu M pamatovat jeho
hloubku ve stromé prochazeni H ;. Kotfen stromu prochazeni bude mit hloubku 0.
Postupné béhem prichodu budeme pro kazdy prochazeny vrchol M urcovat ¢islo
Zm definované takto: Zjs je minimum z H)ys a z hloubek koncovych mést vSech
zelenych silnic, které vychézeji z vrcholid v podstromu s kofenem M. Zy; je tedy
Cislo nejvyssi hladiny ve stromé prochézeni, do které vede piimé spojeni zelenou
silnici z néjakého mésta v podstromu s kofenem M. Pfitom si v8imame jen hladin
nad vrcholem M. Nastane-li pro néktery vrchol M nerovnost Zys < H)y, existuje
zelend silnice, kterd spojuje podstrom s kofenem ve vrcholu M se zbytkem grafu.
Je-li Zpr = Hpy, je silnice, po niz jsme do M béhem prochdzeni pfisli, mostem.

Zbyvé ukéazat, jak budeme pocitat hodnoty Hys a Zys pro vrchol M. Hodnotu
H)s uréime snadno pfi prvnim vstupu do vrcholu M béhem prochdzeni grafem —
je o 1 vétsi nez odpovidajici hodnota H x vrcholu X,z néhoz do M prichdzime. Sta-
noveni hodnoty Zs je o néco obtiznéjsi. Hodnota Zj je rovna minimu z hodnoty
H s azhodnot Z; viech vrcholi leZicich v podstromu s koifenem ve vrcholu M. Pri
prvnim vstupu do vrcholu M muZeme tudiZ inicializovat hodnotu Zj; jiz zndmou
hodnotou Hjs a pak ji béhem prochézeni podstromu vrcholu M budeme piipadné
zmen$ovat, bude-li to mozné. Pii kazdém dal$im prichodu do vrcholu M (tj. pri
nédvratu z néjakého naslednika vrcholu M) lze hodnotu Z), snizit na Z-hodnotu
tohoto néslednika. K dal$imu snizeni Zj; mohou pfispét hrany, které vedou z vr-
cholu M do jiz navstivenych uzli a po nichZ se tudiz pii prichodu nepostupuje.
Hodnotu Zj; muzeme snizit na H-hodnotu koncovych vrchol téchto zelenych
hran. Definitivni hodnotu Zy; ziskdme aZ p¥i poslednim opusténi vrcholu M.
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Slozitost celého algoritmu je dana slozitosti prichodu grafem do hloubky.
Ostatni vypocty spojené s urcovanim hodnot Hys a Zjs maji konstantni casové na-
roky. Casova slozitost programu pro priichod grafem do hloubky zavisi na vhodné
volbé vnitini reprezentace grafu. P¥i vhodné zvolené reprezentaci (viz uvedend
programové ukazka) je piimo imérna poctu hran v grafu, tj. je fadu n?, kde n je
pocet vrcholi grafu.

program Nepostradatelne_silnice;

{Format oZekavanjch vstupnich dat - zadani grafu:
- sousedi kaZdého vrcholu vZdy na jednom fadku ve tvaru
<&islo-vrcholu> <&islo-sousedal> <&islo-souseda2>

- vrcholy musi bjt oZislovany od jedné po jedné a v tomto
poradi musi byt také radky na vstupu zadany

- kazda hrana se tedy uvadi dvakrat (na fadcich pro jeden
a pro druhy jeji koncovy vrchol)

- program pro jednoduchost netestuje spravnost zadanych
vstupnich dat (nebylo by t&2zké testy doplnit) }

const
MaxPocetMest = 40;
MaxPocetSilnic = 200;

type
Mesto = 1..MaxPocetMest+1; {fiktivni m&sto na konci}
Silnice = 1..MaxPocetSilnic;

var
GMesto : array [Mesto] of record

Spoje : Silnice;
Hloubka : integer;
Projito : Boolean;
end;
GSilnice : array [Silnice] of Mesto;
{pole GMesto a GSilnice pfedstavuji vnit¥ni uloZeni grafu
- ke kaZdému vrcholu je v poli GSilnice uloZen seznam
jeho sousedfi, poloZka Spoje v GMesto ur&uje, kde presné
jsou uloZeni sousedi kaZdého konkrétniho vrcholu
- viz tdvodni komentaf o tvaru vstupnich dat a procedura

NactiGraf}
PocetMest : 0..MaxPocetMest;
PocetSilnic : 0..MaxPocetSilnic;
F:integer; {pomocnad prom&nnd - je potfebnd pro spravné

volani procedury Pruchod v hlavnim programu}

procedure NactiGraf;
{na&teni vstupnich dat - zadani zkoumaného grafu}
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var dummy:integer;
begin
PocetMest:=0;
PocetSilnic:=1;
repeat
PocetMest:=PocetMest+1;
read (dummy) ; {¢islo mé&sta - nevyuZiva se}
GMesto[PocetMest].Spoje:=PocetSilnic;
while not eoln do
begin
read (GSilnice[PocetSilnic]);
PocetSilnic:=PocetSilnic+1;
end;
readln;
until eof;
GMesto[PocetMest+1] .Spoje:=PocetSilnic;
end;

function min(X,Y:integer) :integer;
{pomocna procedura - minimum ze dvou celyjch &isel}
begin
if X<Y then min:=X else min:=Y;
end;

procedure PisMost(odkud,kam : Mesto);
{vypiSe, Ze z mé&sta "odkud" do mé&sta "kam" vede most}
begin
writeln(’Most z ’,odkud,’ do ’,kam,’.’);
end;

procedure PredPruchodem;
{ozna&i v3echna m&sta za dosud neprojita - nutné!}
var i:Mesto;
begin

for i:=1 to PocetMest do GMesto[i].Projito := false;
end;

procedure Pruchod(Start: Mesto; hl:integer; var Z: integer);
{Projde odpovidajici &ast grafu do hloubky.
Zatinad ve mést& Start, jeho hloubka je hl, spolitd pro né&j
hodnotu Z (viz text).}
var Nasl : Mesto;
S : Silnice;
pomZ : integer;
begin
GMesto[Start] .Projito := true; {vrchol navitiven}
GMesto[Start] .Hloubka := hl; {ma hloubku hl}
Z := hl; {prozatimni hodnota Z}
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for S:=GMesto[Start].Spoje to GMesto[Start+1].Spoje-1 do
begin
Nasl := GSilnice[S]; {m&sto dostupné po silnici S}
if GMesto[Nasl].Projito then
begin {nepo&itat silnici, po niZ jsme prisli!}
if GMesto[Nasl].Hloubka+1 <> hl then
{zelena silnice, bud nahoru, nebo dolf}
Z := min(Z,GMesto[Nasl].Hloubka)
{pokud vede zelend silnice nahoru,
sniZime hodnotu Z v na3em uzlu}
end
else
begin
Pruchod (Nasl,hl+1,pomZ) ;
if hl+1 = pomZ then
PisMost (Start,Nasl); {nalezen most v grafu}
Z := min(Z,pomZ) ; {pfipadné sniZeni hodnoty Z}
end;
end;
end;

begin
NactiGraf;
PredPruchodem;
Pruchod(1,0,F);
{vzdy je F=0}
end.

47-P-111-2

Koédy. Pri prenosu dat (posloupnosti biti) po linkdch mezi poéitadi mize nékdy
dojit k chybé: ¢as od Casu se stane, Ze se misto nékterého vyslaného bitu prijme
na konci linky bit jiny. Nedochézi ovSem k tomu, Ze by se pfi pfenosu néktery bit
zcela ztratil nebo Ze by naopak bit pribyl.

Pro prenos dat po nespolehlivych vedenich se proto ¢asto pouzivaji rtizné za-
bezpecovaci kddy. K prendSenym bitim b; ...b, se pridaji navic kontrolni bity
c1 - ..cm tak, aby podle nich bylo mozné na druhé strané linky zjistit, zda se zprava
prenesla v poradku.

Nejjednodussim moznym zabezpecovacim kédem je paritni kéd dopliujici je-
diny bit ¢; takovy, aby celkovy pocet jednickovych bitd v celé zpravé byl sudy.
Tento kéd umoziuje spolehlivé odhalit nejvyse jeden chybny bit v celé zpravé (at
jiz to byl jeden z datovych bitti b; nebo pfidany paritni bit). Neumoziuje vak
presné zjistit, ktery bit je chybny (coz by se rovnalo opraveni tohoto bitu, jelikoz
jsou pouze dvé moZnosti, jakou hodnotu muZe mit).
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a) Navrhnéte zabezpecovaci kéd, ktery k n-bitové zpravé prida m zabezpecova-
cich bitu tak, aby pfipadnou chybu v jednom bitu zpravy bylo mozné nejen zjistit,
ale také opravit.

b) Navrhnéte zabezpecovaci kéd, ktery k n-bitové zpravé prida m zabezpecova-
cich biti tak, aby bylo mozné ovérit spravnost doslé zpravy za predpokladu, ze pri
jejim prenosu dojde k chyb& v nejvyse dvou bitech (véetné bitli zabezpedovacich).

V obou pfipadech se snaZte o co nejmensi prodlouzeni zpravy (tzn. minimali-
zujte pocet pridanych biti m) a dokaZte, ze navrzeny kéd skuteéné pozadované
vlastnosti ma.

Reseni. Nasledujici kéd fesi obé podilohy (nikoliv viak sou¢asné — neni schopen
rozhodnout, jestli doslo k opravitelné jednochybé& nebo neopravitelné dvojchybé).

Necht zprava mé n = 2F — 1 bitd oznalenych by ...b, (v piipadé, Ze je krat-
§i, povazujeme zbylé bity za nuly). My ji doplnime o paritni bit p (stejné jako
v ukdzkovém prikladu v zadéni) a zabezpefovacimi bity co az cx—1, jez budou
paritnimi bity jednotlivych blokd zvolenych podle nasledujiciho pravidla: v i-tém
bloku budou préveé ty bity, jejichz poradové ¢islo (pro bit b, to je z) ma v i-tém
bindrnim fadu jedni¢ku (kazdy bit ptivodni zpravy tak patii do alespoii jednoho
bloku a je jednoznalné identifikovan tim, do kterych blok patii a do kterych
nikoliv).

a) Po pfijmu zpravy zkusime podle pfijatych datovych bitd znovu spocist
v8echny bity kontrolni (tedy p a vSechna ¢;). Pokud souhlasi s témi, které byly
prijaty, zprava byla prijata bezchybné nebo doslo k vice jak jedné chybé. Pokud
doslo k pravé jedné chybé, mohlo k ni dojit témito zptsoby:

e V jednom datovém bitu b;: v tomto pripadé zarucené nesouhlasi paritni bit p
a rovnéz nékteré z blokovych paritnich biti ¢; — konkrétné ty, jez odpovidaji
bloktim, do nichz bit b; patfi. Jenze tim, ve kterych blocich se b; nachazi, je jiz
jeho poradové ¢islo ¢ jednoznaéné urceno.

e V jednom kontrolnim bitu ¢;: v tomto pfipadé souhlasi centralni paritni bit p,
¢imZ tento pripad snadno odliSime.

e V centralnim paritnim bitu p: v tomto pripadé nesouhlasi tento bit, ale souhlasi
vSechny ostatni kontrolni bity, coZ znamend, Ze chyba se nenachézi v zddném
bloku, ale to u chyb v datovych bitech nastat nemuze.

b) Nedoslo-li k zadné chybé, souhlasi v8echny zabezpecovaci bity s jejich vy-
poctenymi hodnotami (viz feSeni lohy a). Doslo-li k pravé jedné chybé, nesouhlasi
centralni paritni bit nebo jeden z blokovych paritnich bit (viz diskuse vyse). Do-
$lo-li k pravé dvéma chybam, mohou nastat nasledujici pripady:

e Chyba ve dvou rtiznych datovych bitech: centralni paritni bit jisté souhlasi, ale
jelikoz kazdy datovy bit je jednozna¢né popsan kombinaci bloki, do nichz patri,
zarucené existuje alesponn jeden blok, do kterého patii pravé jeden z chybné
prijatych bit, a proto jeho blokovy paritni bit nesouhlasi.
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e Chyba ve dvou rtaznych blokovych paritnich bitech: centralni paritni bit sou-
hlasi, ale oba chybné prijaté blokové paritni bity nikoliv.

e Chyba v jednom datovém bitu a jednom blokovém paritnim bitu: nesouhlasi
centralni paritni bit.

e Chyba v jednom datovém bitu a centralnim paritnim bitu: centralni paritni bit
souhlasi, ale alespoii jeden z blokovych nikoliv (kazdy datovy bit je v alespoi
jednom bloku).

e Chyba v centrdlnim paritnim bitu a jednom z blokovych: nesouhlasi centralni
paritni bit.

Ve vSech pripadech tedy pozname, ze k chybé doslo.

48-P-1-4

Normalni algoritmy Markova. Kone¢nou mnozinu symbola 7' = {ag,a1,...,an}
nazveme abecedou. Prvky mnoziny 7' budeme nazyvat znaky abecedy. Slovem P
v abecedé T nazveme kazdou koneCnou posloupnost znakt abecedy 7. Prazdné
slovo budeme oznadovat symbolem A. Algoritmem v abecedé T" budeme rozumét
funkci, jejiz definiénim oborem je podmnozina slov v abecedé 7" a oborem hodnot je
opét podmnozina slov v T'. Necht P je slovo v abecedé T'. Rekneme, Ze algoritmus
A je pripustny pro slovo P, pravé kdyz P je prvkem jeho defini¢niho oboru. Vétsinu
algoritmil je mozno rozdélit na néjaké jednodussi kroky. Jeden ze zptisobti navrhl
v roce 1954 A. A. Markov. Zakladni operaci je substituce jednoho slova za jiné.
Vyrazy P — Q a P — -@Q, kde P a @ jsou slova v abecedé T', nazyvame formulemi
substituce v abecedé T'. Pritom predpokladame, Ze Sipka (—) a tecka (-) nejsou
prvky T'. Nékteré ze slov P a ) muize byt i prazdné. Formuli P — ) nazyvame
obyé&ejnou a formuli P — -Q nazyvame koncovou. Zipisem P — (-)Q) rozumime
bud formuli P — @, nebo P — -Q. Kone¢ny seznam formuli substituce v abecedé T'

P = ()@
Py, = (1)Q2
PT ——) (.)QT

nazyvame schéma algoritmu A.

Rekneme, Ze slovo W je obsazeno ve slové Q, pravé kdyz existuji takova slova
U, V (mohou byt i prazdnd),ze @ = UWV. Algoritmus A pracuje néasledujicim
zptisobem. Necht je déno slovo P v abecedé T'. Ve schématu algoritmu A na-
jdeme prvni formuli P, = (\)Qm (1 £ m < r) takovou, Ze P, je obsazeno v P.
Provedeme substituci nejlevéjsiho vyskytu slova P, na @,,. Ozna¢me R; slovo,
které je vysledkem této substituce. Mizeme napsat A: P+ R;. Je-li P, = -Qm
koncova formule substituce, ¢innost algoritmu A kondéi, jeho hodnotou je slovo R;
a piseme A(P) = R;. Je-li P,, = Q., obyCejna formule substituce, aplikujeme na
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R; stejny postup, ktery jsme pouzili na slovo P. Timto zptisobem pokracujeme
déle. Dostaneme posloupnost slov P, Ry,..., R; (i 2 1). MiZzeme psat

A: P+ Ry,...,F R; nebo téz zkrdcené A: P+* R;.

Jestlize v urcitém okamziku nastane situace, Ze ani jedno ze slov P, ..., P. neni
obsazeno v R;, potom ¢innost algoritmu rovnéz konéi a R; je hodnotou algoritmu
A. MizZe se ovSem stat, Zze popsany postup nikdy nekonéi. V takovém piipadé
rekneme, Ze algoritmus neni pripustny pro slovo P.

Priklad 1: Necht T' = {b, c}. Uvazujme schéma

{b—)-A
c—>e¢

normalniho algoritmu A pro slovo P v abecedé T
Vysledek ¢innosti algoritmu A je pro P nasledujici:

e Je-li P prazdné slovo, je hodnota algoritmu rovnéz prazdné slovo (A(A) =
=A).

e Obsahuje-li P aspon jeden znak b, potom hodnotou algoritmu je slovo,
které vznikne z P vynechanim nejlevéj$iho vyskytu znaku b v P (napf.
A(cbeb) = ccebd).

e Algoritmus neni pfipustny pro slova neobsahujici znaky b.

Priklad 2: Necht T' = {ag,a1,...,an}. Uvazujme schéma

a()'-)A
a; > A

an = A
Takové schéma zapisujeme zkracené ve tvaru
{ £€=A (E€T).

Pri tomto zkraceném zapisu schématu predpokladame, ze odpovidajici prvky se-
znamu mohou byt zapsany v libovolném poradi. Vysledkem algoritmu A je vzdy
prazdné slovo. Rikdme té%, Ze A piepisuje libovolné slovo (v abecedd T') na
prazdné slovo. Cinnost tohoto algoritmu mtZeme zapsat napiiklad ve tvaru A:
ajazap F ajaz Faz - A nebo A: ajazag F* A, takze A(ajazag) = A.

Pfiklad 3: Necht T' = {1}. Definujme induktivné 0 = 1an + 1 =71, tj. 1 = 11,
2 =111 atd. Slova i nazveme &isla.
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Uvazujme schéma
A— 1.

Pro libovolné slovo P v T' plati zfejmé A(P) = 1P, coz miZzeme zapsat ve tvaru
A(m) = n + 1 pro libovolné pfirozené ¢islo n. (Uvédomte si, Ze kazdé slovo P za¢ina
prazdnym slovem A, tj. P = AP).

Abecedu B nazveme rozsifenim abecedy T, plati-li T C B. V fadé pripadu je
nutno pri konstrukei schématu algoritmu v abecedé 7" pouzit mimo znakt abecedy
T jesté dalsi pomocné znaky. Pak fekneme, Ze jsme vytvofili schéma algoritmi nad
abecedou T' (tj. v n&jaké abecedé B, ktera je rozsirenim T).

Priklad 4: Necht T = {ag,a1,...,a,} je abeceda. Pro kazdé slovo P =
= ajaj, ---aj, vT (k20 a5 € T,i=0,1,...,n) jeslovo P = aj, ---ajaj,
obracenim slova P. Sestrojte normalni algoritmus A, ktery pro libovolné slovo P
vytvori jeho obraceni, tj. A(P) = P.

UvaZzujme zkracené schéma algoritmu v abecedé B =T U {«, 3}:

aa — 3 (a)
pE B (E€T) (b)
Ba —f (c)
B —-A (d)
avé —éav (LreT) (e
A —a ()

Na zakladé formule (f) dostaneme A: P aP.

Potom je aplikovdna v potfebném poctu opakovani formule (e): A: P +
kaj aaj,a5, - - aj, Faj 05,0055 - a, B aj a5, - 0,005,

S opakovanim predchozich dvou krokt postupné dostaneme

a * . . e . . . * . . ... . .
A: PFaja4, - aj,0a4, a0, B oajoa, - aaj aag, B

Faaaj, aaj, - aaj oag,.

S pomoci (a) dale dostaneme A: P+*fa;, aaj, _, - - aaj, aa;j,, pomoci (b) a (c)
a s poslednim pouzitim (d) dostaneme A(P) = P.

Tim jsme popsali ¢innost norméalniho algoritmu A nad abecedou T' obracejici
slovo v abecedé T'.

SoutéZzni ulohy:

1. Necht H = {1}, M = {1, *}. Kazdé prirozené ¢islo n muze byt zapsano jako
i, coZ je slovo v abecedé H (viz pf. 3 ve studijnim textu). NapiSte schéma
algoritmu A v M, ktery je pfipustny pouze pro slova, jez jsou zapisem priroze-
ného &isla. Hodnotou algoritmu A pro libovolné 7 bude A(77) = 0. Zdiivodnéte
spravnost navrzeného algoritmu.

2. Je dana abeceda T, kterd neobsahuje znaky «, 3, v, B = T U {a, 3,7}. Se-
strojte schéma algoritmu A v abecedé B, ktery kazdé slovo v abecedé T' zdvoji
(tj. A(P) = PP). Zdivodnéte jeho spravnost.
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Reseni. a) Vyskyt znaku * ve vstupnim slové musi zptisobit, ze Markoviiv algorit-
mus nebude pro toto slovo pripustny. Toho dosdhneme tak, Ze prvnim pravidlem
schématu budeme hvézdicku stale prepisovat samu na sebe. Jinak se ma jakykoliv
pocet jednicek ve vstupnim slové zredukovat na jediny znak 1 predstavujici ¢islo
nula. To zajisti formule (2). Posledni jednicka ve slové zistane a vypocet se ukonci
podle formule (3). Zbyva oSetfit pripad, Ze vstupni slovo je prazdné. V takovém
pripadé slovo neobsahuje zapis ¢isla, proto pomoci pravidla (4) vlozime do slova
hvézdicku, coz v nasledujicim kroku vede opét k nekone¢nému vypoctu podle prvni
formule.

¥ = % (1)
11 -1 (2
1 =1 (3)
A — (4)

Rychlost vypoétu podle tohoto schématu Markovova algoritmu je linedrni, pocet
kroki vypoctu je roven nejvyse délce vstupniho slova.

b) Ulohu lze fesit s pouzitim pouze dvou pomocnych symbolii mimo abecedu 7.
Pomoci formule (5) se nejprve umisti na zacatek vstupniho slova symbol a. Po-
moci formule (1) pak timto symbolem prochézime slovo zleva doprava a za sebou
zdvojujeme jednotlivé znaky slova. V kazdém okamziku je umisténo pred znakem,
ktery ma byt v pristim kroku zdvojen, zatimco kazdy nové pridany ,dvojnik“ je
oznaCen symbolem 3 (umistén bezprostfedné pied nim). Formule (1) se pouzije
presné tolikrat, kolik znakt ma vstupni slovo. Po jejim poslednim pouziti se do-
stane symbol a az na konec slova. Dale se pouzivia opakované formule (2). Ta
zajistuje presunuti pridanych dvojniki i se svymi symboly 3 na pravy konec slova,
nepripousti vSak zménu vzajemného poradi dvojniki. V okamziku, kdy jiz nelze
pravidlo (2) pouzit, jsme v podstaté hotovi — ptivodni vstupni slovo je zdvojené,
zbyva uz jen odstranit pomocné symboly. Pred kazdym dvojnikem v pravé casti
slova se nachazi jeden symbol 3 a na samém konci slova je jeden symbol a.. VSechny
pomocné symboly snadno odstranime pravidly (3) a (4).

af —EBla (EeT) (1)
BEn —npE (EneT)  (2)
B —=A (3)
a —-A (4)
A s a (5)

Zbyvé stanovit rychlost vypoctu. Formule (4) a (5) se pouziji kazda jednou,
formule (1) a (3) kazda n-krat, kde n je pocet znaki vstupniho slova. Nej-
pracngjsi je prerovnani poradi znakid ve slové pomoci formule (2). Prvni dvoj-
nik se musi vyménit postupné se vSemi n — 1 zbyvajicimi znaky, druhy jiz jen
s n — 2 znaky, atd. Celkovy pocet pouziti pravidla (2) p¥i vypoétu je proto
(n—1)+(n—-2)+(n—-3)+...4+1 = n(n—1). Algoritmus ma tedy kvadratickou
Casovou slozitost.
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49-P—11-2

Posloupnost. Necht A = (a1, az,...,ap) je posloupnost celych ¢isel. Posloup-
nost A’ nazveme vybranou podposloupnosti této posloupnosti, jestlize vznikne
z posloupnosti A vynechanim nékterych jejich Cleni, pri¢emz poradi ostatnich
prvki zachovame. Spoleénd vybrand podposloupnost posloupnosti A, B je kazda
takova posloupnost C, ktera je vybranou podposloupnosti obou posloupnosti A i B.

Priklad. Necht A = (1,11,2,1,4,99), B = (9,4,1,2,7,1,99). Posloupnost
(1,2,1,99) je spoletnou vybranou podposloupnosti posloupnosti A, B. Posloupnost
(1,2,4) je vybranou podposloupnosti posloupnosti A, ale neni vybranou podpo-

sloupnosti posloupnosti B, takZe neni ani spole¢nou vybranou podposloupnosti A
a B.

Soutézni uloha. Mame dany dvé posloupnosti celych ¢isel A = (ay,aq,...,an)
a B = (b1,ba,...,by) s délkami M, resp. N. Tyto posloupnosti jsou uloZeny
v polich a[l...M], resp. b[1...N], jejichz obsah neni dovoleno ménit. Uvazujme
takovou spole¢nou vybranou podposloupnost posloupnosti A a B, ve které soucet
vSech jejich ¢lent je nejvétsi mozny. Napiste program, ktery vypiSe soucet ¢lent
takovéto posloupnosti.

Poznamka. Existuje algoritmus, ktery tuto tlohu resi v case imérném M x N
a paméti, jejiz velikost je imérnd mensimu z ¢isel M, N.

Priklad : Vstup: Vystup:
M=6, N=7 103
A=(1,11,2,1,4,99)
B=(9,4,1,2,7,1,99)
(Vybrané podposloupnosti se souc¢tem 103 existuji dvé: 4,99 a 1,2,1,99.)

ReSeni. V feSeni tlohy pouZzijeme metodu dynamického programovéni. Oznacéme
A; = a[1],a[2],...,ali] posloupnost tvoFenou prvnimi i ¢leny posloupnosti a, ana-
logicky B; = b[1],...,b[j]. Budeme nejprve fesit obecnéjsi ulohu: Pro kazdé i, j
(07 < M,0 < j < N) spocitame, jaky je maximdlni soucet ¢lenti spolecné
vybrané podposloupnosti posloupnosti A; a B;. Tyto maximalni soucty si budeme
zapisovat do tabulky p[0...M,0...N], kde p[i,j] je soucet maximalni spolecné
vybrané podposloupnosti posloupnosti A; a B;. Hledanym maximélnim souctem
bude tedy hodnota p[M, N].

Tabulku p budeme vypliiovat po fadcich s vyuzitim predpocitané informace
ulozené v predeslém fadku. Radek p[0] obsahuje samé nuly, protoZe neexistuje
vybran& podposloupnost prazdné posloupnosti. Radek p[i] (pro i > 0) vyplnime
podle Fadku p[i — 1] takto: Poli¢ko p[i,0] mé zfejmé hodnotu nula. Poli¢ko pli, j]
(pro j > 0) umime uréit pomoci hodnot p[i — 1,5], p[¢,j — 1] a p[i — 1,7 — 1].
Jestlize se ¢isla a[t] a b[j] neshoduji, kazda vybrana podposloupnost posloupnosti
A; a Bj je zaroven vybranou podposloupnosti posloupnosti A;_; a Bj; nebo A;
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a B;_i. Tedy v tomto piipadé je p[i, j] rovno maximu z &isel p[i — 1, 7] a p[i, j — 1].
Jestlize a[i] = b[j], kazd4 vybrana podposloupnost posloupnosti A; a B; je vybra-
nou podposloupnosti posloupnosti A;—; a B; nebo A; a Bj_1, nebo je vybranou
podposloupnosti posloupnosti A;_; a Bj_; s pfidanym ¢lenem afi] = b[j]. Proto
pli, 7] je rovno maximu z ¢isel pli — 1, 4], pi,7 — 1] a p[i — 1,5 — 1] + a[i].
Navrzeny algoritmus méa ¢asovou slozitost O(M N). Pamétova slozitost je také
O(MN). Jelikoz kazdy fadek tabulky p zdvisi pouze na predchézejicim fadku,
staci si pamatovat jen posledni dva fadky (pti pocitani fadku p[i] si pamatujeme
predchazejici radek p[i — 1]; v programu p; oznacuje fadek p[i — 1] a p, fadek p[i]),
pamétova slozitost algoritmu je p¥i této realizaci proto pouze O(M + N).

program Posloupnost;

const MAX = 1000;

var a,b: array[1..MAX] of integer;

var pl,p2: array[0..MAX] of integer;
M,N,i,j: integer;

Begin
for i:=0 to N do p1[i]:=0;
p2[0] := 0;

for j:=1 to M do begin
for i:=1 to N do begin
if p2[i-1] > p1[i] then p2[i] := p2[i-1]
else p2[i] := pi1[il;
if (b[i] = alj]) and (p1li-1]+alj] > p2[il) then
p2[il] pili-11+alj];
end;
for i:=1 to N do pi1[i] := p2[i];
end;
Writeln(’Nejvét3i soulet podposloupnosti je: ’,p1[N]);
End.

50=P=1-2

Posel. Na kralovstvi krale Mirumila III. zattocila nepratelska vojska a podarilo se
jim obsadit nékolik mést. Kral nyni potiebuje dat svému generalovi prikaz k pro-
tittoku (bez prikazu preci generdl nemtze bojovat). General vSak momentalné
provadi inspekci vojsk v jiném meésté. Je proto tfeba vyslat posla, ktery prikaz
co nejrychleji doruci. Prikaz ovSem v zZadném pripadé nesmi padnout do rukou
nepftitele! Proto se posel musi neustale drzet co nejdale od nepfitelem obsazenych
mést. Vasim tkolem je navrhnout pro posla co nejlepsi trasu.

Soutézni tloha: Program dostane na vstupu zadany pocet mést N (1 £ N < 100).
Jednotliva mésta budeme oznacovat ¢isly 1...N. Déle je na vstupu uveden pocet
cest M (1 < M < 10000) a seznam téchto cest vedoucich mezi mésty. Kazda cesta
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je urcena dvojici ¢isel mést, kterd spojuje. Cesty se kiizi pouze ve méstech a je
mozno se po nich dostat z libovolného mésta do libovolného (pfipadné pres mésta
jind). Dalsi udaj K zadany na vstupu urcuje pocet mést obsazenych nepfitelem,
nasleduje seznam obsazenych mést. Nakonec program dostane ¢islo mésta, odkud
vyrazi posel, a ¢islo mésta, kde se zdrzuje general. Vs program ma nalézt trasu,
jejiz vzdéalenost od mést obsazenych nepritelem je maximalni. Pokud existuje ta-
kovych tras vice, program urc¢i libovolnou nejkrat$i z nich. Vzdalenost mést A a B
pocitame jako minimalni pocet cest, po kterych musime projit, abychom se dostali
z mésta A do mésta B. Vzdalenost trasy od mésta A je pak nejmensi ze vzdale-
nosti mésta A od jednotlivych mést lezicich na uvazované trase. Vzdalenosti trasy
od obsazenych mést rozumime nejmensi ze vzdéalenosti mezi trasou a nékterym
z obsazenych mést nebo nulu pokud nékteré mésto na trase samé je obsazeno.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru posel.in obsahuje cisla NV
(pocet mést) a M (pocet cest). Po ném néasleduje M radki, z nichz kazdy obsahuje
popis jedné cesty. Cesta je popsana dvojici ¢isel koncovych mést. Nasleduje radek
s Cislem K (poclet obsazenych mést) a za nim K fadku s ¢isly obsazenych mést.
Posledni fadek vstupniho souboru obsahuje ¢islo mésta, odkud vyjizdi posel, a ¢islo
mésta, kde dli general.

Format vystupu: Vystupem programu v souboru posel.out jsou ¢isla mést na
nejlepsi nalezené trase uvedend v poradi, v jakém jimi mé posel projizdét. Vsechna
Cisla mést jsou zapsana na jediném fadku vystupniho souboru a jsou oddélena
mezerami.

Priklad: posel.in posel.out
10 12 19105
1

O P, 0N O = N b W N
© 010 N O O 0 W W N

-
o

-
(6 N e)

3
15
Reseni. Algoritmus fedici tuto tlohu se d4 rozdélit do t¥i fazi. V prvni fazi se

pro kazdé mésto spocita, jakd je jeho vzdalenost od nepfitelem obsazenych mést
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(ve smyslu definice uvedené v zadani). Ve druhé fazi se zjisti, jakou maximalni
vzdélenost od nepratelskych mést dokaZzeme udrzet pii cesté z pocate¢niho do
cilového mésta. Ve tieti fazi pak nalezneme nejkratsi z tras vedoucich z poc¢atecniho
do cilového mésta, které udrzuji spoctenou vzdalenost.

Pruni fdze: Vzdéalenost od obsazenych mést budeme hledat pomoci prohleda-
vani do sitky. U kazdého mésta si budeme udrzovat informaci, zda jsme v ném jiz
byli (na poc¢atku bude nastaveno pravé u viech obsazenych mést) a jeho vzdélenost
od nepritele. Pro mésta obsazena nepfitelem bude tato vzdalenost rovna 0. Dale si
budeme udrzovat frontu mést ke zpracovani, do které na zacatku ulozime vSechna
nepratelskd mésta. V kazdém kroku vypoctu vzdy vezmeme jedno mésto z fronty
a u vSech jeho soused, ve kterych jsme dosud nebyli, nastavime vzdalenost o jedna
vétsi, nez je vzdalenost vybraného mésta. U vSech téchto sousedii také oznacime,
Ze jsme v nich uz byli, a pfiddme je na konec fronty. Prvni fize vypoc¢tu kondi,
kdy?Z se vypréazdni fronta. Tehdy jsme prosli vSechna mésta a urcili jsme vzdalenost
kazdého z nich od nepfitele.

Druha fize: V této fazi si budeme udrzovat front hned nékolik, pro kazdou
vzdélenost od nepratelskych mést jednu. Dale si pro kazdé mésto budeme za-
znamendavat, zda jsme v ném uZ byli. Také si budeme pamatovat dosud nejvétsi
nalezenou vzdalenost, kterou dokazeme udrzet od nepritele. Na zacatku nastavime
udrZzitelnou vzdalenost od nepfitele na hodnotu vzdélenosti kralovského mésta od
nepftitele a toto mésto vlozime do fronty pro prislusnou vzdéalenost. U tohoto mésta
také nastavime, Ze jsme v ném uz byli. Vypocet probiha tak, Ze postupné vyzve-
davame mésta z fronty pro aktudlni udrzitelnou vzdélenost, dokud se tato fronta
nevyprazdni. Kdyz se fronta vyprazdni, snizime udrzitelnou vzdalenost o jedna
a opét zaCneme vybirat mésta z prislu$né fronty. Vzdy, kdyz vezmeme néjaké mésto
z fronty, projdeme vSechny jeho sousedy, u dosud nenavstivenych z nich nastavime
priznak, Ze uz jsme je nenavs§tivili, a pridame je do fronty — jestlize je vzdalenost
takového mésta od nepratelskych mést vétsi, nez je aktudlni udrzitelna vzdalenost,
pridame vrchol do fronty odpovidajici aktualni udrzitelné vzdéalenosti, jinak mésto
pridame do fronty odpovidajici jeho vzdélenosti od nepratelskych mést. Druhé faze
konci, jakmile vybereme z fronty cilové mésto. Aktualni udrzitelnd vzdalenost je
pak vyslednou udrzitelnou vzdalenosti.

Treti faze: Tato faze predstavuje opét prosté prohledavani do Sifky. Pro kazdé
mésto si pamatujeme, zda jsme v ném jiz byli, a pokud ano, zaznamename si také
mésto, ze kterého jsme do néj prisli. Opét pouzivame frontu na dosud nezpracovana
mésta. Na zacatku vlozime do fronty cilové mésto. U néj nastavime, ze jsme v ném
jiz byli, a jako jeho predchiidce nastavime je samé. V kazdém kroku vypocétu pak
vezmeme jedno mésto z fronty a projdeme vSechny jeho sousedy. Kazdého souseda,
kterého jsme dosud nenavstivili a jehoz vzdalenost od nepratelskych mést je vétsi
nebo rovna vysledné udrzitelné vzdalenosti, oznac¢ime jako navstiveného a pridame
ho na konec fronty. Také u néj jako mésto, ze kterého jsme prisli, nastavime pravé
vybrané mésto. Prohledavani konci ve chvili, kdyz je z fronty vyzvednuto pocatecni
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(kralovské) mésto. Poté uz jenom projdeme cestu z pocateéniho do cilového mésta
(to je velmi snadné diky odkaziim na mésta, odkud jsme do nich pii prohledavani
prisli) a cestu vypiSeme.

Algoritmus ma casovou slozitost O(M + N), kde M je pocCet cest a N je pocet
mést,.

Spravnost algoritmu budeme ukazovat opét po fazich. To, Ze algoritmus spocte
spravné vzdalenosti od nepratelskych mést v prvni fazi, plyne z ndasledujiciho:
Na pocatku maji vSechny vrcholy se vzdélenosti nula tuto vzdalenost prirazenu.
V okamziku, kdy jsou zpracovany vSechny vrcholy vzdalenosti nula, prosli jsme
vSechny jejich sousedy, ptiradili jsme jim vzdalenost jedna a zaradili je do fronty.
Protoze jiné vrcholy vzdélenost jedna mit nemohou, je vzdalenost jedna piifazena
pravé vSem spravnym vrcholim. Tuto Gvahu lze snadno zobecnit pro libovolnou
vzdélenost D. Prohledavani tedy skutecné urc¢i vzdalenosti od nepratelskych mést
Spravné.

Ve druhé fazi se spravné spocitd maximalni udrzitelnd vzdalenost od obsaze-
nych mést. Sledujeme v ni totiz soubézné vsechny mozné trasy vedouci z poca-
te¢niho mésta tak dlouho, dokud dokazeme udrzet vzdalenost pocatecniho mésta
(vyslednd vzdalenost od nepfitele zfejmé nemize byt vétsi nez vzdélenost po-
¢ateéniho mésta). Kdyz uz neexistuje mésto s dostateéné velkou vzdélenosti, do
kterého bychom mohli jit, snizime udrzitelnou vzdalenost o jedna. VSechny vrcholy
se vzdalenosti o jedna nizsi, do kterych se dokdzeme dostat pres vrcholy s dosa-
vadni udrzitelnou vzdélenosti, mame jiz pfipraveny v prislu$né fronté a zacneme
tedy prohledavat z nich. Protoze udrzitelnou vzdalenost snizujeme az kdyz jsme se
jiz dostali vSude, kam to bylo mozné, jeji vysledna hodnota bude zfejmé nejvyssi
mozna.

To, ze ve tteti fazi nalezneme nejkratsi trasu s danou vzdalenosti, je zfejmé.
Provadime totiz jednoduché prohledavani do Sitky s tim, Ze ignorujeme mésta
s prilis malou vzdalenosti od nepritele. Nalezneme tedy urcité trasu s dostatec-
nou vzdalenosti od nepritele. Skutecnost, ze to bude trasa nejkratsi mozna, plyne
z vlastnosti prohledavani do Sitky uvedenych v prvni ¢asti diikazu.

Program je primou implementaci uvedeného algoritmu.

86



