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1.
OMEZENOST PROSTREDKU.

Uvod. Ve skole a v technické praxi ¢asto divdme pred-
nost jednoduché konstrukci pred sloZitéjSim vypoctem.
Tak na pr. dosti presné a rychleji sestrojime polomér kruz-
nice vepsané trojuhelniku uréenému stranami, nez jej vy-

pocitame ze vztahu o= V(s — @) 8 —0b) (e — c)’ kde

8

= 4 (@ + b + ¢). Pri grafickém reSeni soustav linearnich
rovnic, jichz koeficienty jsou velka ¢éisla (nebo disla de-
setinnd) je tomu podobné. Jsou vSak jeSté jiné prednosti
konstrukei a geometrickych obrazch, které daly podnét
ke vzniku dulezitého odvétvi geometrie, t. zv. grafického
pocitani a které najde étenar v jiné kniZce této sbirky.*)

Provedeni geometrickych konstrukei musi byti co moZna
nejpresnéjsi, nebot’ jen o takové lze se pri delsi praci opriti;
proto je tfeba slozitéjsi konstrukce vhodné upra-
vovati a rozklddati v jednoduché, které miuzeme
provésti velmi presné a uzivati pri nich co nej-
lepSich pomucek. Tak k rysovani primek uZivame pres-
nych kovovych pravitek s facetou, k vynaSeni tisetek pri
presné technické praci (na pf. v zemépisném ustaveé) t. zv.
koordindatografu (pristroje slouzicitho zaroven k presnému
vynaSeni nebo meéreni souradnic pravouhlych prip. polér-
nich); v podstaté sestava tento pristroj z kovového méritka
opatfeného mikrometrickym a optickym zarizenim, aby
bylo moZno jim presné tisecky métiti. Uhly se vynésleji
pristroji podobné vybavenymi.

K sestrojovani rovnobézek uzivame pristroje t. zv. para-
lellinedlu. Jsou to vlastné dvé pravitka udrZovand v presné

*)Viz Dr. V. Pleskot: Grafické poéitani a nomografie.



rovnobézné poloze dvéma tiahly pripevnénymi k nim ve
¢tyfech bodech, které tvori vrcholy rovnobéZnika.

Vedle kruzitka uZiva se pro reSeni tloh tfetiho a ¢tvrtého
stupné parabolografu (pfistroje pro presné rysovani parabol),
elipsografu a j.

Pri drobné praci Skolni a technické tyto nakladné pri-
stroje vétSinou chybi. Mimo to jejich uZiti je omezeno
casto tim, Ze é4dsti konstrukei leZ{ mimo ndkresnu a Ze priveé
téchto casti je v dalsim treba. Jak odstranovati v za-
kladnich geometrickych konstrukecich, z nichz se
slozitéjsi skladaji, oboji obtize takto vzniklé, je prave
tikolem nasledujicich radku.

1,1. Rozdéleni konstrukei. K praktickému provadéni
geometrickych konstrukci lze uZiti jen nékolika mdilo jedno-

duchych pomicek; tak
neni potiebi slozitého
paralellinedlu k sestro- /1N
jeni rovnobézek, ale jak RN
znamo ze stredni Skoly, S \
staéi k tomu bud kres- a4 | \E
lici trojuhelnik a oby- A -
¢ejné pravitko, nebo ta- / " ™ \
ké jen pravitko a kru- AL R e \
Zitko. Lo , @ T~
Konstrukcerovno- /g C D'\
bezky vedens bodem Obr. 1. Bodem A4 vésti rovnobéiku

A k'prlmce a demm s pfimkou a uZitim jediného pravit-
pravitkem a kruzZitkem ka a kruZitka.

(obr. 1) plyne z véty, Ze

v lichobézniku ABDE spojnice FG priseciku F' uhlopticek
a pruseciku G ramen puli zakladnu BD. Zvolime v roviné
bod G a od pruseéiku B spojnice AG s a naneseme kruzitkem
dvakrit libovolnou délku BC = CD na a. Spojime-li C
a D s @, sestrojime prusecik F = (4D, CG) a prisecik
E = (BF, DG), nacez je AE | a. Dokonce kruzitko uzité
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k této konstrukci muze miti stalou, nikoliv ménitelnou
vzdalenost obou hrota.

Podobné miiZzeme z bodu A spustiti kolmicik primce a
bud pravoihlym trojuhelnikem, nebo také obycejnym pra-
vitkem a kruzitkem (obr. 2). Ze stiredu 4 opiseme kruiZnici
o takovém poloméru, aby protala a ve dvou bodech, B a C.
.Kruzitkem sestrojime libovolny bod D, jehoz vzdalenosti od
B a C jsou stejné. AD je hledanou kolmici.

S praktického hledi-
ska zplisob vedeni rov-
! nobézek, uvedeny v obr.
| 1, je vyhodny tehdy, je-
li bod A znaéné vzdéleny
od ¢ a nemdame-li dosti
. </ . Velkého kresliciho troj-

<D {ihelnika. Podobné je to-

mu s konstrukei v obr. 2.

a Zaroven vsak vidime,

ze spousténi kolmice

z bodu na primku uzitim

C jen pravitka a kruzitka

/ je komplikovanéjsi nez

Obr. 2. S bodu A4 spustiti kolmici na uzitim pravothléhokres-

pfimku a uZitim pravitka a kruzitka. liciho trojihelnika a je

dokonce nemoziné jen

obycejnym pravitkem bez kruZitka nebo bez trojihelniku.

Omezime-li nase pomucky k provadéni konstrukei, zkom-

plikujeme nékteré konstrukce, nékteré dokonce zne-

moznime. Vznikd proto otazka klasifikace konstrukei
podle prostredkil, jimiZ je miZeme provésti.

~ a) Pravitkem muZeme provésti konstrukce, v nichz jest

vésti pouze koneény pocet pifmek, které smime libovolné

zvoliti, nebo libovolné vésti znamym bodem, nebo konecné

které spojuji dva znamé body. Takové konstrukce nazyvame

prvého stupné nebo linedrni.
b) Je-li kromé toho v konstrukei nakresliti koneény pocet

\
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kruznic o znamém stredu a poloméru, sta¢i k ni pravitko
a kruzitko. Takové konstrukce nazyvejme druhého
stupné nebo kvadratické. L. Mascheroni!) viak do-
kazal, Ze tyto konstrukce muzeme provésti také jen kru-
zitkem bez pravitka. Naproti tomu J. Steiner?) dokazal,
ze veSkeré tyto konstrukce lze provésti pouhym pravitkem,
mame-li v roviné jiz nakreslenou jedinou kruznici. Novéji
A. Adler®) dokazal, ze tyto tlohy lze také reSiti uzitim
pohyblivého pravého tuhlu atd.4)

c) K provedeni konstrukei, v nichz se vyskytuji je$té jiné
krivky, nestaéi jen pravitko a kruzitko nebo je nahrazujici
zafizeni, na pr. jeden pohyblivy pravy iuhel. Nazyvejme je
prozatim vyS$S$iho stupné (rozuméj vys$siho nez dru-
hého).

Pravitka a kruzitka muZeme uziti ke konstrukei i zpuso-
bem odchylnym od definic a) a b). Na priklad k sestrojeni
spoleénych tecen dvou kruznic, z nichZz Zddna nelezi zcela
uvnitt druhé, jest zapotrebi pravitka i kruzitka (nebo misto
ného kreslicitho trojihelnika), uzivame-li jich podle definic
a) a b). Jednodu$eji viak reSime 1ulohu prostym prilozenim

1) La Geometria del compasso (Pavia, 1797).

2) Die geometrischen Konstruktionen, ausgefiihrt
mittels der geraden Linien und eines festen Kreises
(Berlin, 1833, znovu otisténo v Ostwald’s Klassiker No. 60).

8) Uber die zur Ausfiihrung geometrischer Kon-
struktionen notwendigen Hilfsmittel (Sitzgsber. Wiener
Akad. 1890).

4) Srovnej] téZ J. Vojt&ch, Teorie geometrickych
konstrukei (PFil. Casop. pro pést. mat. a fys., sv. 31, 1902);
H. Simon, Geometrische Konstruktionen ohne Zirkel
(Zeitschrift f. math. u. naturwis. Unterricht XXII, 1891);
G. Wallenberg, Konstruktionen mit Lineal und Eich-
maf (Sitzgber. Berliner mat. Gesellsch. IV, 1905); F. Klein,
Vortrage tliber ausgewdhlte Fragen d. Elementar-
geometrie (Leipzig, 1895, 2." vyd. Berlin); F. Enriques,
Questioni riguardanti la geometria elementare (Bo-
logna, 1900); D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie
(Leipzig, 1903); A. Adler, Theorie der geometrischen
Konstruktionen (Leipzig, 1906).



pravitka tak, aby se dotykalo obou nakreslenych kruznic.
Takové uzivani pravitka nevyhovuje ovSem definici a)
a J. Hjelmslev®) nazyva takto provedenou konstrukei
geometrickym experimentem. Podobné je mozno uzi-
vati i jinych pomucek konstrukce. Ackoliv se tim mnohé
konstrukce velmi zjednodusi, nedoporucuje se uzivati geo-
metrickych experimentu pro jejich mensi presnost.

1,2. Jiné klasifikace konstrukei. Kazdé konstrukei mu-
zeme priraditi, na pr. uZitim analytické geometrie, jednu
nebo nékolik rovnic mezi riznymi veli¢éinami v ni uZitymi,
jako jsou délky, uhly, dvojpoméry atd. Jsou-li veskeré
tyto rovnice algebraické, nazyvejme konstrukci také alge-
braickou, jinak ji nazyvejme transcendentni. Je-li m
pocet nezavislych algebraickych rovnie, prifazenych alge-
braické konstrukci a zndme-li veSkeré aZ na m z téchto
veli¢in, miZeme pak nasSi konstrukei najiti i téchto m ne-
znamych veliéin. Predpokldddme obvykle, Ze v kazdé
z téchto rovnic jest pouze jedind nezndma. V opacném
piipadé bychom toho docilili eliminaci ostatnich nezna-
mych.

V pripadé algebraickych konstrukeci mizZeme také pri-
razené rovnice vidy upraviti na irreducibilni®) rovnice,
jichz koeficienty jsou raciondlni funkce znamych veli¢in
o raciondlnich koeficientech. Nejvyssi ze stupna priraze-
nych rovnic takto upravenych nazyvame také stupném
algebraické konstrukce.

Toto rozdéleni algebraickych konstrukei na ruzné stupné
nesouhlasi v3ak uplné s jejich rozdélenim provedenym
v predchozim odstaveci.

Veskeré konstrukce, které lze provésti jen pravitkem, jsou
linedrni i ve smyslu analytické geometrie. Kromé nich vsak

8) Geometrische Experimente (Leipzig, 1915).

8) Oznadeni irreducibilni mnohoélen davame mnoho-
¢élenu o racionalnich koeficientech, ktery nelze rozloZiti v ¢initele
stupfitt niZSich rovné&* s racionalnimi koeficienty. Uprava
spoéiva v odstranéni odmocnin umocnénim a pod.
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je ve smyslu analytické geometrie linearni také na pr. rozpu-
leni dsecky, nebot vede na linedrni rovnici o raciondlnich
koeficientech, ackoliv k této konstrukei potfebujeme kru-
zitka.

Souvisi to s rozdélenim vlastnosti konstrukei na:

a) Projektivni, t. j. takové, které se neméni stredovym
promitdnim, jako na pr., jde-li pfimka prase¢ikem jinych
dvou primek, nebo ma-li dvojpomér étyr bodi znamou hod-
notu atd.

b) Metrické, t. j. takové, které jsou vyjadreny délkami
useCek a velikostmi thlu, jako na pi. rovnobéznost nebo
kolmost dvou ptimek, nebo rozpileni usecky, atd. Tyto
vlastnosti konstrukei se promitanim méni, na pr. rovnobézky
se promitaji v ruznobézky atd.

Metrické vlastnosti konstrukei vsak miZeme vyjadriti
také jako vlastnosti projektivni, zavedeme-li v roviné
ubéZinou primku a kruhové body,”) které dohromady
nazyvejme absolutnimidtvaryroviny. Misto kruhovych
bodu uzivime nékdy isotropickych primek, jimiz se kru-
hové body promitaji z nékterého bodu roviny. Isotropické
piimky jsou imagindrni sdruzené, stejné jako body kruhové.
Tak na pr. rovnobéznost dvou primek, ktera je jejich vlast-
nosti metrickou, mizeme projektivné vyjadriti tim, Ze se
protinaji na ibézné primce roviny; kolmost primek, Ze jsou
navzijem harmonicky sdruzeny vzhledem k isotropickym
primkém. Rovnéz rozpileni viseéky AB projektivné vy-
jadrime jako vyhledani étvrtého bodu harmonicky sgruze-
ného vzhledem k A4, B s iibéznym bodem spojnice 4B atd.

Projektivni konstrukce, linearni ve smyslu analytické
geometrie, lze provésti jedinym pravitkem a naopak. Sou-
hlasi proto tplné s linedrnimi konstrukcemi podle definice
1,1 a).

Metrické linearni konstrukce se stanou projektivnimi

7) T. ). prusefiky ubéZné pFimky s libovolnou kruZnici
v rovind. Vsechny kruZnice roviny prochazeji témito body.



a tedy proveditelnymi jedinym pravitkem, zavedeme-li
do roviny jeji absolutni titvary. K tomu vSak pottebujeme
miti v roviné kruznici, ktera by do ni zavedla kruhové body.
Tedy ke konstrukei potfebujeme kruzitka. Predpokldddme-li
jako J. Steiner,?) Ze v roviné mame jiZ nakreslenu tieba
jedinou kruznici, zndme v roviné i kruhové body a muZeme
pak samozrejmé i linedrni metrické tlohy provésti jedinym
pravitkem.

Kvadratické konstrukce ve smyslu analytické geo-
metrie, t. j. konstrukce, které vedou na irreducibilni kvadra-
tickou rovnici o raciondlnich koeficientech, lze resiti pravit-
kem a kruzitkem. Jsou tedy obsaZeny mezi konstrukcemi
definovanymi v odst. 1,1 b).

Podotknouti slusi, Ze pravitkem a kruZitkem lze resiti
i nékteré tlohy stupné vyssiho nez druhého ve smyslu nyni
uzivaném. Nejznaméjsi z téchto konstrukei jest sestrojiti
stranu z pravidelného peétiihelnika, vepsaného do kruz-
nice o poloméru 1. Strana x je korenem rovnice ¢tvrtého

stupné
24— 35224+ 5=0, (1)

kterou nelze rozloziti v cinitele niZsich stupni o racional-
nych koeficientech.
Skutec¢né, jsou-li jeji koreny

1/5+ Y5
L1234 = L || —5

Ize pgé,ti jeji levou stranu ve tvaru
at — 022 + 5 = (v — zy) ( — x3) (z — x3) (. — %)

at je x jaké chce. Snadno se vSak presvédc¢ime, Ze Zadny
rozklad tohoto mnohoélenu v c¢initele tvaru (x— x;),
(x — x;) (x — axg), ¢ = k, atd. nema vesmés racionalné koefi-
cienty.

Uloha je ¢tvrtého stupné. Jeden z téchto rozkladu ve
dvé kvadratické rovnice
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(x‘-’ — O:—_z V5) (x2 2t +2V5) =0 (2)

ma vSak koeficienty, které dovedeme sestrojiti pravitkem
a kruzitkem, nebot’ jsou koreny kvadratické rovnice s racio-
nalnimi koeficienty
y¥r—5y + 5=10.9 (3)

Pak ale muZeme také reSiti pravitkem a kruzitkem obé
rovnice (2), jejichz koeficienty jsou znamé po sestrojeni
kofend rovnice (3), a tedy i rovnici ¢tvrtého stupné (1).

Nebudeme se poustéti do podrobnosti, jez vyzaduji hlubsi
znalosti z algebry, které nechceme predpoklddati a jen uve-
deme, 7e pravitkem a kruzitkem lze feSiti pouze ulohy,
v nichZ neznama je vyjadrena vyrazem tvaru

a—}—l/b-{—Vc—i—]/d—{—VTT/Z_ (4)

o koneéném pocé¢tu druhych odmocnin a kone¢ném
poctu racionalnich ¢éisel a, b,c,d, ..., n, coz védél jiz
Descartes.?) Specidlné je tedy nemozZné pravitkem a kru-
zitkem freSiti vdlohy stupné délitelného lichym prvo-
¢islem. Takové staré problémy tretiho stupné, tedy ne-
reSitelné kruzitkem a pravitkem, jsou na pt. rozdéleni uhlu
na 3 stejné dhly (trisectio anguli) a nalezeni hrany
krychle o dvojnasobném objemu krychle dané (duplicatio
cubi, nazyvany téz Délickym problémem). Z novéjsich,
takto neresitelnych problému je to vepsani do kruznice pra-
videlného sedmiihelnika (viz pozdéji odst. 4,2 B) a pravidel-
ného devitithelnika. Z nejslavnéjsich problému vyssiho
stupné, reSenych pravitkem a kruzitkem, je vepsdni do
kruznice pravidelného sedmnactiihelnika.l?)

8) Viz Dr. V. Pleskot, Grafické poclitani a nomo-
grafie (Praha, JCMF, 1940).

%) La géométrie (Leyde, 1638), piel. Schlesinger, Berlin,
1894.

10) Gauss, Werke I, str. 412, viz téZ A. Strnad, P¥il. Casop.
pro pést. mat. a fys., sv. 33 (1904) a 36 (1907).
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1,3. Pfiklady konstrukei omezenymi prostfedky. Acko-
liv tyto dvahy o provadéni konstrukci omezenymi
prostiredky jsou prevazné teoretického charakteru, prece
maji i znaény vyznam prakticky. Nékdy totiZ nemame nebo
nemuzeme si opatriti veSkeré pomucky k snadnému
a jednoduchému provedeni konstrukce.

Obr. 3. Sestrojeni bodu H na spojnici bodi 4, B pravitkem
krat8fm neZ tUselka AB.

Na priklad, kovova pravitka s presné primou hranou
jsou velmi draha. Je-li nakresliti spojnici bodu 4, B
a disponujeme-li pouze takovym pravitkem krat-
§im nez isecka AB (obr. 3), znamend to znaény vydaj za
opatieni delstho pravitka. Ulohu resime vSak snadno na$im
kratkym pravitkem, dovedeme-li vyhledati vhodny bod na
spojnici 4B.

Sestrojme tplny c¢tyrroh ('DEF, v némz A, B jsou dva
diagondlni body (t. j.- prusec¢iky uhlopticek). Je-li G treti bod
diagondlni, hledany bod H na spojnici DF splnuje vztah
(DFGH) = — 1. Sestrojime jej uzitim teckovaného étyr-
rohu MNPQ jako ¢tvrty harmonicky bod sdruzeny s G
vzhledem k D, F. Kratké spojnice 4H a HB tvori dohro-
mady hledanou dlouhou spojnici 4B. Presvédéte se, Ze
vSechny spojnice dvou bodu, jako CE, DF atd., které
mate nyni nakresliti, jsou kratsi nez A B. Kdyby i néktera ze
spojnic AH nebo HB byla delsi nez pravitko, které mame
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k disposici, opakovanim konstrukce vloZime mezi body
A, H nebo H, B dalsi bod spojnice AB atd.

Nejvice ztézuje konstrukci, padnou-li nékteré jeji prvky
(body, primky, atd.) mimo ndkresnu, ktera je v praksi vidy
omezenych, kone¢nych rozméri. Takovych nedostupnych
prvki nemuZeme v konstrukci uzivati stejnym zpusobem
jako dostupnych prvku na ndkresné.

Na priklad nemiiZeme pravitko priloziti k nedostupnému
pruseciku B piimek b’ a b”, nakreslenych na néakresné. Proto
jeho spojnici s dostupnym bodem A nemiizeme nakresliti
podle pravitka, které byvlo priloZzeno k obéma bodum, jak by
tomu bylo, kdyby oba body byly dostupné. MuZeme vsak
pres to, Ze B je nedostupny, najiti podle obr. 3 na spojnici AB
bod H, volime-li vhodné C', D na b’ a E, F na b". Je-li H
dostupny, ¢dst A H spojnice A B lezi zcela na nakresné a mu-
zeme ji jiZ nakresliti obvyklym zpisobem podle pravitka,
ptiloZzeného k bodim 4 a H.

Konstrukcim tak pozménénym, aby bylo moZzno v nich
uzivati také prvka nedostupnych, budeme rikati stru¢né
konstrukce vomezené nakresné. Pro jejich praktickou
duilezitost vénujeme jim zvlastni kapitolu.
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