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I1.
VYROVNANI PRIMYCH MERENI.

1. Rizné druhy vyrovnani. V této kapitole si nejprve
uvédomime, o jaké dkoly v t. zv. vyrovndvacim poétu jde.

a) Vyraovndni ptimych méfeni. Pro danou veli¢inu x
jsme namérili hodnoty z,, ,, ..., z,. Podle jakého pravidla
vypocteme z mérenych hodnot vyslednou neboli vyrovnanou
hodnotu? Jak -muZeme posouditi piesnost provedenych mé-
fenf a presnost vyrovnané hodnoty ?

b) Vyrovnani zprostfedkujicich méteni. Mezi dél-
kou L kovového méritka M a teplotou ¢ predpokldadejme jed-
noduchy vztah

L= A+ Bt.

Méritko M bylo srovnano pfi raznych teplotach ¢,, ¢, ..., ¢,.
s jinym méritkem M’, jehoZ délku pri kazdé teploté umime
vypoéisti, a ze srovnéni byly uréeny délky L; srovndvaného
méritka M pro teplotu ¢;, 1 = 1, 2, ..., n, takZe m4 byti

L,;_—‘A—+—Bt,;, b=1,2,,’n (1)
Hledané velic¢iny jsou v tomto pripadé 4 a B. Nejsou méfeny
pfimo, provedend meéreni veliéin L; a ¢, 1 =1,2,...,n.
zprosttedkuji vypocéet hledanych veliéin.

Obycejné je pocet rovnic (1) vétsi nez pocet hledanych ve-
licin, tedy n > 2, a vliv métickych chyb pisobi, Ze nemohou
byti viechny rovnice (1) splnény presné.

Jaké hodnoty v tomto pripadé zvolime za vysledné (vy-
rovnané) hodnoty 4 a B, aby rovnice (1) byly splnény ale-
spon ,,co nejlépe‘? A jak zde posoudime presnost provede-
nych meéreni a presnost vyrovnanych hodnot?

c) Vyrovndni zdvislych méreni. V trojihelniku 4 BC
byly méreny vSechny tfi vnitini thly. Ozna¢ime namérené
hodnoty 4, B, C a jejich hledané opravy z, y, z. Jde-li o ro-
vinny trojihelnik, musi soucet jeho vnitinich Ghla bytiroven
180°, t.j. ;

30



x+y+2+ A4+ B+ C—180°=0. (2)
Rovnice (2), které se fikd podminka nebo rovnice z4vislosti,
mus{ byti splnéna presné. Ale k uréeni tii neznamych nestaéi.

Jak uréime v takovém pripadé hledané vyrovnané veli-
¢iny? A muZeme i v takovych pripadech posouditi néjak
presnost méreni a presnost vyrovnanych hodnot?

V dalsich odstavcich uvidime, Ze vyrovnani piimych i zd-
vislych méfeni se d4 prevésti na vyrovndni méren{ zprostred-
kujicich (srovn. III, odst. 7b a IV, odst. 1). Proto zaéneme
8 ivahou o tomto vyrovnéni.

Méme uréiti nezndamé z, v, 2, ... tak, aby byly ,,co nejlépe‘
splnény rovnice

ax+by+cz+...=4L +=1,2,...,n, (3)

~) je-li potet nezndmych mensi nez podet rovnic » a

B) nedaji-li se v8echny rovnice presné splniti Zddnym sy-
stémem hodnot z, 7, 2, ... .

Podobné tdlohy jsou dosti ¢asté, a to nejen v mérickych
védé4ch (na pft. fysice, astronomii, geodesii). Hled4 se na pf-.
primka ¢i krivka, kterd se ,,co nejlépe primyka‘“ nebo ,,co
nejlépe nahrazuje‘‘ fadu danych bodii. Nebo hled4 se vztah
mezi proménnymi, ktery ,,co nejlépe vyhovuje‘‘ danym, sta-
tisticky zjisténym, hodnotdm atd.

Ve vSech takovych a podobnych pripadech musime vyjas-
niti, jaky je presny smysl matematicky neuréitych slovnich
obratt ,,co nejlépe splniti*, ,,co nejlépe nahraditi®, ,,co nej-
lépe se primykati‘, ,,co nejlépe vyhovovati‘‘.

At zvolime jakykoli systém hodnot z= X,y =Y,
z= 12, ... budou — podle podminky f) — aspon nékteré
z hodnot

GiX+b¢Y+CiZ+...—li= V,; (4)
razné od nuly.

Hodnotém V; se ffkd odchylky, rovnicim (4) odchyl-
kové rovnice.

Abychom mohli posouditi, ktery ze dvou libovolné zvole-
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nych systému hodnot z, y, 2, ... ,,1épe‘‘ spliiuje rovnice (3),
musfme srovnédvati v obou ptipadech zbyvajicf odchylky V;.
Ale jak je mime srovnivati? Uvedu t¥i rtizné zpisoby tako-
vého srovndvani.

x) Ve své Mécanique céleste*) navrhuje Laplace uréo-
vati vyrovnané hodnoty z, v, 2, ... tak, aby absolutn{ hod-
nota nejvétsi z odchylek V; byla mensf{ neZ pro jakékoli jiné
hodnoty nezndmych.

Objasnime tento predpis na jednoduchém piikladé pii-
mych méfeni. Nameétili jsme pro danou veli¢éinu z hodnoty
Z,, Ly, - .., Ty. Predpoklddejme, Ze jsme je usporddali podle
velikosti, takze

5l 5 X 2,

V tomto pripadé md byti

T — Xy = 07 (3,)
ale vlivem mérickych chyb bude
r—a;=V;, 1=12,...,n, (4')

kde odchylky V; jsou obycejné malé hodnoty.

Snadno se nahlédne, Ze vyrovnang hodnota z’, vyhledana
podle uvedeného predpisu Laplaceova, musi byti uprostred
mezi-nejvéts{ a nejmensi namérenou hodnotou, t. j. musi
' = 4 (z, + ). V tomto pripadé bude totiZ nejvétsi od-
chylka + 4 (;, + 2s) — 2, = % (¥ — 7,), a nejmensi od-
chylka + } (2, + 2p) — 2= § (¥, — 2,), absolutn{ hod-
noty obou téchto extrémnich odchylek jsou stejné. A je
ihned patrno, Ze pro jakékoli z’, rizné od } (x; 4 z,), by-
chom do8li k vétsfm odchylkdm nez je 4 (25 — ;).

Jak vidéti, nezdvisi v tomto pripadé vyslednd hodnota z’
vibec na tom, jaké hodnoty byly nameéreny mezi x, a .

Ten, kdo se postavi na stanovisko, Ze je nespravné, nedbati
takto — mnohdy — vétSiny naméienych hodnot, musf tento
ngvrh Laplaceiv pro pripad primych méfen{ odmitnouti.

*) Livre III, § 39.
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B) Uvedu jiny vyrovndvact predpis, ktery navrhl Edge-
worth:*¥) Uréiti vyrovnané hodnoty nezndmych z, 9, z, ...
tak, aby soucet absolutnich hodnot odchylek byl co nej-
mensi. M4 tedy byti minimem soucet

S:’._zllaii"f'biy‘{'ciz"F---—'li|- | (5)

UkéZeme na jednoduchém ptikladé, Ze tento ptedpis nevede
vidy k uréité vyrovnané hodnoté.

Mysleme si, Ze jsine veli¢inu x zmérili dvakrat, s vysledky
X, a ,, anecht x, < z,. Pakjest S = |z, — x| 4+ | 2, — 2 |.

Pro x < z, bude § = z, — # + 7, — z, minimum nastane
pro x = z; a je rovné x, — ;.

Pro x > z,bude S = z — 2, + * — z,, minimum nastane
pro = z, a je rovné r, — x,.

Pro ry, <x< 2, bude S=z—2x, 4+ 2y — = x, — 7,
at je x kdekoli mezi x, a z,.

Uréili jsme tedy minimum sou¢tu S, ale toto minimum ne-
nastdva pro jedinou hodnotu z, nybrz pro vechny hodnoty
v celém intervalu {z,, z,», t. j. i véetné mezi.

Jak vidéti, Edgeworthuv vyrovnavaci predpis nevede
v tomto pripadé k cili.

¥) Roku 1806 uvefejnil Legendre vyrovndvaci zpusob,
ktery nazval methodou nejmensich ¢tvercu. JiZ pred
nim uzival viak methody nejmensich étverci C. F. Gauss.

Podle této methody se urcuji vyrovnané hodnoty nezné-
mych z, y, z, ... tak, aby soucet ¢tvercu odchylek byl co
nejmensi. M4 tedy byti minimem soucet

n
S = 21 (@x + by + ez + ... — )% (6)

=
Aby soucet (6) nabyl pro urcity bod z’, %',2,... maxima
nebo minima, musi se jeho prvni parcidlnf{ derivace podle

*) Phil. Mag. 24 (1887), str. 222, a 25 (1888), str. 184. Cituji
podle Whittaker-Robinson: 1. c. str. 259.
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2, 4,2 ...vbodé 2, ¢/, 2, ... rovnati nule.*) Musi tedy byti

ox o’

1 (o8 , , ,

5 (—) == Zai (@i’ + by’ + ¢z’ + ...— )= 0 =za¢vi,‘
.o z ' 1

-‘1— o) - _ D bi(a’ + by’ + e’ + ... —1i) = 0=b;
2 \oy z=z",... 1

1 (8 S : -
7(—) = Zici (a:x" 4 by +c2’' + ... — 1) =0 :zcivi,

0z r=z',...
kde odchylka v; = a;2" + by’ + ¢z’ + ... — ;. Zde a v dal-
$fim rozumime odchylkami vidy odchylky vypoctené z hod-
not 2’, %', 2, ... plynoucich podle methody nejmensich étver-
cd. Na rozdil od odchylek V; vypoétenych z libovolnych
hodnot X, Y, Z, ... oznacujeme je ;.

Zavedeme-li oznaceni za,-z = [a?], Za;b; = [ab], Za;c,- =
i ' ) i
= [ac], Za,;l,- = [al] atd., kde vSude 2 probihd celd cisla

od 1 do n, miZeme misto predchazejicich rovnic napsat:

[a%] 2" 4+ [ab] ¥ + [ac]Z’ + ... = [al],
[ab] &' + [62] y + [bel2' + ... = [bl], (7)
[ac] " + [bely’ + [¢®] 2z + ... = [cl].

1l

Rovnicim (7) se fikda normalni rovnice. Z nich miZzeme
ur¢iti vyrovnané hodnoty 2, ¢, 2’, ... jednoznac¢né, pokud
determinant soustavy (7) neni roven 0. Prozatim to budeme
predpoklddati. Pozdéji ukdZeme, co znaci pro koeficienty
a;, b, c;, kdyZz je determinant soustavy (7) roven 0 (viz I1I,
odst. 4).

Legendre methodu nejmensich ¢tverci nedokazoval. Jen
upozornil na jeji vyhody.

*) J. Vojtéch: Zaklady matematiky ke studiu véd pt¥irod-
nich a technickych, I. dil, 5. vyd., Praha 1939, str. 408—410. —
K. Petr: Podet diferencidlni, Praha 1923, str. 390—394.
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Pro ptimé mérent veliéiny z, pri kterém jsme namérili hod-
noty z;, %, ..., Zn, Mmé byti minimem soucet Z(x — x;)>.

%
Podminka minima je D (z' — 2)=0 &ili na’ — D ;= 0,
) t

tedy =’ = [x] : ».

V piipadé piimych méfeni vede tedy methoda nejmensich
¢tvercu k vyrovnané hodnoté rovné aritmetickému priiméru
viech naméfenych hodnot. Legendre upozoriuje na tuto
prednost methody nejmensich ¢tverci. VSechny naméfené
hodnoty vstupuji do vysledku stejné, nejmensi a nejvétsi
naméfend hodnota neméd prednostni postaveni, jako méla
v ndvrhu Laplaceové.

Jak jsme vidéli, vede methoda nejmensich étvercu k jed-
nozna¢nym vysledkim, at jde o vyrovnan{ méren{ primych
nebo zprostiedkujicich. Uvidime pozdéji, Ze vede k jedno-
znaénym vysledkim i pfi vyrovnani zdvislych méfeni (srovn.
IV, odst. 1). Je to tedy methoda obecnéjsi nez piedpis Lapla-
ceiv nebo Edgeworthiiv. — Jeji uzit{ je také mnohem snad-
néjsf neZ uziti zpisobd pravé jmenovanych. Snadno se lze
o tom presvédciti, pokusfme-li se vyhledati vyrovnané hod-
noty vsemi tfemi zpisoby pro pipad, %e zbyvajici odchylky
maji tvar a;x — l; = v;.

2. Prvni (Gaussovo) zdiivodn&ni methody nejmensich
¢tvercii: Postulat aritmetického priméru vede k methodé
nejmensich &tvercii. Oznaéime skuteénou hodnotu mérené
veliéiny pfsmenem z, naméfené hodnoty z,, z,, ..., 4. Pak
skuteéné chyby jsou eg=xz— =z, 1 = 1,2, ..., n. Pravdé-
podobnost, Ze skutecnd chyba g; je v mezich od g¢ do ¢; + de,
necht jest @(g)de, 1 =1,2,...,n. Pravdépodobnost, Ze
skute¢né chyby pfi n mérenich, provedenych po sobé, jsou
\ mOZiCh <813 & + d8>s <£2’ ) + d£>’ teey <8m €n + d£>, jeSt’
podle pravidla o sou¢inu pravdépodobnost{ rovna

(de)}? p(e,) @le,) - . . @len) (8)
Kdy je pravdépodobnost (8) pti danych z,, ..., z, nejveétsi,
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t. j. pro které x nabude souéin @(g,) @(e,) - . . @(c,) maxima,
nebo jinak receno, ktery predpoklad o sprdvné hodnoté x

bude nejpravdépodobnéjsi? Je-li ¢(g) @(&,) ... @len)
n
maximalni, jest i lg ¢(e;) maximalni. Aby tento vyraz byl
- i=1
maximdlni, mus{ derivace podle x byti rovna 0, tedy
z dlg g(e)
gl de 0. (9)

To je podminka pro maximum pravdépodobnosti (8). TéZe-
me se, lze-li uréiti funkci ¢ tak, aby maximdélni hodnota
pravdépodobnosti (8) nastala vidy pro

xr=[x]:n? (10)
Jinak fe¢eno, aby nejpravdépodobnéjsi hodnotou byl vidy
aritmetickyY primér (postuldt aritmetického priu-
méru).
Rovnice (10) se da psati

> &= 0. (10')
i=1
Podminka (9) prechdzi v (10'), je-li na pr.
dig g(e) _ ke,

de,-
kde k je néjaka konstanta. Odtud

lg p(&;) = Yk e + ky, @(e) = ebr . etk
Protoze pak funkce @ klesa s rostoucim ¢, musi byti konstan-
ta k zdpornd. Pifeme & = — A% a e&i = ¢. Tedy

@(e;) = c . e N, (11)

Aby pfi naméfenych hodnotéch z;, x,, ..., z, byl nejprav-
dépodobnéjsi hodnotou aritmeticky prameér, musf se chyby
zatéZujici méreni nutné riditi norméalnim zdkonem céetnosti,
ovSem za predpokladu, Ze funkce éetnosti pro chybu g ma
tvar ¢(g;) (srovn. I, odst. 8).
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Pak je pravdépodobnost (8) rovna c*(de)® e—h* e+ e +...+op"),
Pozadavek, aby pravdépodobnost (8) byla maximéilni, je
v tom pripadé totoZny s pozadavkem, aby ¢,%2 + &%+ ... +
+ &q2, (t.].soucet ¢tvercti chyb) bvl minimalni; tento poza-
davek vede tedy k methodé nejmensich étvercu.

Jak patrno, nutnost vyrovndvati podle methody nejmen-
Sich ¢tvercu plyne z toho, Ze se chyby zatéZujici méreni ridi
normalnim zdkonem c¢etnosti. A ddle z postuldtu aritmetic-
kého primeéru plyne, Ze se chyby zatézujici vysledky meéreni
fidi normidlnim zdkonem éetnosti, arci za predpokladu, Ze
funkce ¢etnosti pro chybu & ma tvar @(e).

Tedy za uvedeného predpokladu postuldt aritmetického
pruméru vede k vyrovnédni podle methody nejmensich
¢tvercu (srovn. VII, odst. 2a).

3. Vyrovnani pfimych méreni o nestejné vaze. Ozna-
¢ime zase skute¢nou hodnotu meérené veli¢iny pismenem z,
hodnoty plynouci z méfeni z,, ,, ..., , a skuteéné chyby
e—x—xz,i_l2 , n.

Predpoklade]me ze se tyto chyby ridi norméalnim zako-
nem Cetnosti a Ze hodnoty z,, ..., z, nemaji stejnou véhu.
Nejsou tedy stejné presné. Oznacfme prislusné miry ptes-
nosti Ay, k,, ..., k, a vahy p,, D, ..., Pa-

Pravdépodobnost, Ze chyba ¢; je v intervalu {e;, ¢; + de;),
jest —= e—hi'e’ dg; a pravdépodobnost, Ze skutecné- chyby

vn

£y, €y - En jsou po radé v intervalech (g, ¢ + dg,),
<82’ €2 + d82> <3n, €n + d€n> jeSt

k- h”de de, ... de, e (hie’thlal+ thnlen), (12)
e
Ktery predpoklad o spravné hodnoté x bude nejpravdépo-
dobnéjsi? Ten, pro néjz je pravdépodobnost (12) nejvétai,
tedy pro néjz je souet h %%+ hy%,2 + ...+ hplcs® nej-
mensf.
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Mezi mérou presnosti k;, sttedni chybou m, pro jednotku
vihy a vahou p; jsou vztahy p; = my?:mg?, a pfi nor-
mélnim rozdéleni c¢etnosti mg = 1: 2h;2, tedy

e L1/

me ¥ 2

[srovn. I, (16) a I, (24)]. Predchazejici vyraz pro pravdeé-
podobnost bude tedy roven

1 | 2 3

de, de, ... de, = Vp_‘fz 2 P, T gy (PP P00, )
(J2m)m myn
Ktery predpoklad o vyrovnané hodnoté &’ bude nejpravdé-
podobnéjsi? Ten, pro néjz je pravdépodobnost (12) nejvétsi,
tedy pro néjz je soucet
S = pi&® + Pogs® + ... + Pa’en® =
=P (2 — 1) + Do (2 — 2,)° + ... + Pp (2 — 24)? (13)
nejmensi. Aby byl nejmensi, musi derivace podle = byti
rovna 0, t. j.
P2 —2) + P (2" — ) + ... + P (2 — 28) = 0,

cili

. (12)

)Pt Pyt -+ Pan
Pr+ Pat -+ Pn

Vzorec (14), davajici t. zv. obecny aritmeticky pru-
mér, je tyz jako vzorec pro vypoéet téZisté hmotnych bodu
o vahéch p,, p,, ..., py. Tato obdoba vedla k tomu, Ze veli¢iny
p = my? : m? byly nazvédny vahami (viz I, odst. 1, 5). ~

Véhy p,, ..., Py, ptisluiné hodnotdm z,, ..., z,, klademe
obyc¢ejné — podle vzorce I, (18) —rovny podétu jednotli-
vych méreni, z nichZz jako aritmeticky primeér byly vy-
pocteny. To ovSem za predpokladu, Ze o jednotlivych meére-
nich miZeme divodné souditi, Ze nemaji riznou vdhu.

Jestlize nestejnd presnost jednotlivych méreni je charak-
terisovana ne vahami, ale prisluSnymi stfednimi chybami

Xz

(14)
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my, My, ..., My [Vypoctenymi podle vzorce 11, (16')], uZijeme
k vypoétu vyrovnané hodnoty vzorce, ktery plyne ze (14),

2
kdy? tam dosadime p; — :?2. Kraitime-li v &itateli a jme-
i
novateli my?, vyjde
x x x
R .
’ 1 2 My ’
= 1 T (147)
m,? T my? s 7—”;5
Jde-li o dvé méreni, pfejde vzorec (14’) ve
\ r m22x1+ mlzxz ”
& == e (14")

Ze nastane pro = ' minimum soudtu 8, je patrno z toho,
%e druhd derivace vyrazu (13) podle x jest rovna [p], tedy
kladné.*)

Ke stejnému vysledku piijdeme také touto dvahou:

Mé-li méFend velidina z véhu p, pak m4§ veliéina kx vahu

p=F Nebot je-li m stredni chyba veliéiny z, je stredni

2
chyba veli¢iny kx rovna km a I
1 p

Zvolime-li k = Vp, bude P = 1. To znamend: Misto aby-
chom uvaZovali méfenf riznych vah, staé¢i ndsobiti kazdou
odchylkovou rovnici odmocninou pisluiné véhy a pfisou-
diti viem méfenim (a tedy i novym odchylkovym rovnicim)
stejné véhy, rovné 1. V uvaZovaném piipadé pifmych mé-
reni o nestejné vdze jsou odchylkové rovnice v; = x — z;,
véhy p;, 1 = 1,2, ..., n. Misto nich uvazujeme odchylkové

rovnice v'; = (x — x.)l/p, o stejné vaze, rovné 1.

———— — —

*) J. Vojt&ch, 1. c. str. 268—270. — K. Petr, L. c. str. 272
aZ 274.
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Podle predchézejiciho odstavce md byti minimem soucet
¢tvercu odchylek
V2 v+ o+ V= P o+ Pt + -+ Pava®
A z toho plyne zase vzorec (14).
4. Stfedni chyba pro jednotku vahy. St¥edni chyba vy-

sledku. Oznat¢ime stiedni chybu pro jednotku vdhy
pismenem m,. ProtoZe vdha veliiny x; je p;, bude stfedni

hodnota chyby &;rovna M kdei=1,2,...,n (viz I, (16")).
Pi
Ze vzorcd v; = x' — x;, £ = * — x;, plyne, ndasobfme-li p;
a seCteme:

[pv] = [p] &' — [pz], (pe] = [p] x — [p=]

a protoze [pv]=0 [viz (14)], jest [[%)]] =zx—a.
Odtud

1 v,—x—x-}—a:—x-—s,-—[[%]]-:
= [—5]{_1)181—])252_“' + ([p]—pi)si_“'—"pnen}- (15)

Podle vzorce I, (12”) vypoéteme odtud ¢tverec stiedni hod-
noty v;?, ktery oznaéime ;2. Bude

2 2 2
VP = ‘[;}]'5{1712729‘ + ngﬁo__i__ oo ([2i] — Pi)zm_o. +
ol )=
+ .o+ Da? E [P]2 (lp] — 2¢) + ([p] — pi)* Py
_ Mo [Pl —ps
[Pl o
a soucet

,2=m_02 n—1)=myg?(n—1
[p?*] [p][P]( ) = mg® ( );
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"]
n—1

gy 2
¢ili my2 =

Spravncu hodnotu souétu [p9?] nemizZeme vypocisti, protoze
nezndme stiedni hodnoty 92. Jsme proto nuceni dosaditi za
[p9?] ptiblizZnou hodnotu, t. j. soucet ¢tverci odchylek, ndso-
benych prislusnymi vahami [pv?], jak plyne z uvaZované
rady méreni. Bude tedy ptiblizné

[pv?]
. 2 - : 4
P (15)
ProtoZe skuteépd chyba vyrovnané hodnoty =’ = % jest

[[p;]] bude ctverec jeji stredm hodnoty [viz I, (12")]

L{ 2 Mo 2 Mo’ 2 Mo®| _ my*
[p]? Py ﬁl +}’)2 D2 + or T P P-uj [p]
Tedy stfedni chyba vyrovnané hodnoty =« [[Z; ]] jest
priblizné
+ |/ P (16)
V(n—l) (7]

Podobné stfedni chybu vyrovnané hodnoty (14') muZeme
pséti ’

mny my _
V[P] my® | My My’ N
m12+m22—}—... En_z
B 1
1/ 1 1 (16')
m12+ m22+ "+E,?

A stredni chyba ve vzoreci (14”) bude rovna
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1 _ Mmym,
1 1 Jm?+m® (167)
mi t m

my?

Jde-li o primé, méfen{ stejnych vah (p; = 1), bude stiedni
chyba pro jednotku véahy rovna

my =+ |/ L1, (15%)

n —1

a stfedni chyba vyrovnané hodnoty, t. j. aritmetického
sttedu x’ = [x] :n jest

4

+ |/ | 16
. l/(n_ - 16)

Abychom mohli poéitati s malym1 ¢isly, piseme z; = d 4 %,
kde d je vhodné zvolens ptiblizn4d hodnota. Pak jest

VAl _pd+a_ . E] 7
Twm- wm  tm W
Déle bude i
N I
V=2 —x5= d + — 7] X4 7] i (18)
Pak
2 PR o [P2]
e T R
tedy
o _ 1 AR 2[pd] I
[2v*] = [p] P 7] [p2] + [pa?] = [p2?] ] (19)
Pro ptimé méfeni stejnych vah (p; = 1), bude
¥ =d+ [£]:n, (17")
v; =[] :n— &, . (18)
[v*] = [2*] — [£]? : . (19)



|

5. Dvojice méfeni. a) Délky stran v polygondlni
siti se méri obycejné dvakrit, jednou pfi postupu vpied (p)
a po druhé pii postupu zpét (z). Predpokldddme, Ze jsou
priblizné stejné, a ozna¢ime délku nameéfenou pro i-tou
sttanu pismenem I, resp. ;.

Takovym a podobnym mérenim (na pf. vyskovych rozdila
mezi dvéma sousednimi vySkovymi znackami) se iikd dvo-
jice méreni.

Oznaéime-li l;; — l;, = d; (rozdil, diferenci méieni zpét
a meéreni vpred), budou vyrovnané hodnoty ;' = 4 (! + &)
a odchylky :

Uy = 12‘ (liz - ltp) — Edu Vip = 9 (lu, - lzz == é‘dz
Podle vzorce (15°) bude stfedni chyba jednoho méfeni

d:

+ =

/2

a podle vzorce (16’) stfedni chyba aritmetického priméru
obou méfeni

\ j: 'é'di? (20')

\ :
Uvazujme nynf o rozdflech ly; — l;p = dsprot=1,2,...,n

(20)

Oznacime-li skuteéné chyby veli¢in I, a l;p pismeny: ¢,
a ggp, musi byti l;; + €, = lip + €ip, CGili I — l,,, + (64 —

— &)= 0. Rozdily &; —¢ejp=—4d;, 1=1,2,...,n jsou
tedy skuteéné chyby rozdili méreni zpét a Vpred

ProtoZe jsme predpokléddali, Ze délky stran byly priblizné
stejné, muZeme viem namérenym délkdm prisuzovati stejné
vidhy. Tedy i rozdily d; maji stejné vahy, jez volime za 1.
Pak stredni hodnota téchto rozdfla, praveé protoZe je muzZeme
povaZovati za skute¢né chyby o vdze rovné 1, je podle
vzoree I, (10’) rovna

+ @ (21)
Protoze se vahy maji k sobé jako prevracené hodnoty étvercu
stiednich chyb, budou podle vzorci (20) a (20’) véhy jednot-

43



livych méreni rovny 2 a vahy aritmetickych stireda rovny 4,
takZe ptrislusné stredni chyby pro fednotlivda méreni jsou

+ Via?1 : 2n (21)
a pro aritmetické stredy .
+ 3 Vi@ : ». (21”)

b) Lisi-li se znaéné délky stran (trati), musime predpokld-
dati, Ze namérené rozdily maji nestejné viahy. Oznac¢ime
vahu rozdilu d; pismenem p;. Pfi nivelacich na pr. se klade
vaha rozdilu d; rovna 1 : 8;, kde S; je délka trati v km. To
znadi, Ze vdhu rovnou jednotce prisuzujeme rozdilu d pro
trat rovnou 1 km.

Abychom vypocetli v tomto pripadé stredni hodnotu d’
rozdilu pro vdhu rovnou 1, musime nejprve nameérené roz-
dily d ptevésti na rozdily o vaze rovné 1. To se stane tim, Ze je

ntasobime VZ_J, (viz II, odst. 3). Pak uZijeme zase vzorce
I, (10'), takze

d = + V[pdz] ‘N . (22)
Stejné jako v pripadé a) bude stfedni chyba pro jedno meétreni
a vahu rovnou 1 nebo stifedni kilometrovd chyba pro
jedno mérenf

+ Vipd?) : 2n. (22')
A stiedni kilometrovéd chyba pro stied ze dvou mé-
Fenf jest )

+ 3 Vipd®) i n . (22")

6. Piiklady na vyrovnani p¥imyeh mérend. 1. Pro
dobu kyvu kyvadla ¢. 5 bylo naméieno

0,50862228 sec,
245, (188; 217; 305; 278; 247; 328; 211, 159; 316; 307).

Jest vypocisti vyslednou hodnotu, dédle stiredni chybu pro
jednotku vahy (t. j. stfedni chybu jednoho méreni) a stredni
chybu vysledku.
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Polozime d = 0,50862. Pak v jednotkich 10—8 bude
%, — 228, (245; 188;217;305; 278; 247: 328: 211; 159; 316; 307);

odtud [£] = 3029 a ;[£] = 252, tedy vyslednd hodnota

0,50862252 sec. Pak zase v jednotkach 10—8 bude

v; =[x]:n—x=+24,(+7, +64, +35, —53, —26, 45,
—176, +41, +93, —64, —55),

v;¢ = 576, (49;4096; 1225; 2809; 676; 25; 5776; 1681 ; 8649;
4096; 3025). Odtud dostaneme [v%2] = 32683 . 10—18.

Podle vzorce (15”) bude
— 4 /2971 . 10-8 = 4 5,45 . 10— sec.
A stiedni chyba vysledku podle vzorce (16°) jest

- Vafggs 18— + |/327,6. 108 — + 1,6.10~7 sec.

Uzijeme-li vzorce (19°), bude [#2]= 797251 . 1018,
(]2 = 30292 . 10—18 = 9174841 . 10—18, tedy
5[£]2 = 764570 . 10—16 a konecné [v?] = 32681 . 10—18.

Rozdil mezi hodnotou [#2] vypocétenou podle vzorce (19')
a hodnotou vypoétenou primo z odchylek v;, je zavinén za-
okrouhlovdnim p¥i vypoétu v; resp. z’. Hodnota 32681 . 10—1¢
je presnéjsi.

Oznaéime-li chybu ve vysledku, pochdzejici ze zaokrouhle-
ni, pismenem g, budou sprdvné hodnoty odchylek rovny
vi + 2, sprdvné hodnoty jejich c¢tverca v;2 + 2£v + &2
a sprévnd hodnota souctu étvercu odchylek

[v%] + 2€ [v] 4 ne?.
V uvaZovaném pripadé je &=0,42.10—8 [v]=
—5.10—8, tedy 2e[v]= —4,20.10—18. A protoze
.e2=12.0,1764.10—18—-212. 10—16, je 2¢ [v]+ ne? =
—2,08.10—18, Proto byl soudet étverci odchylek, vy-
pocteny pfimo z odchylek v;, o 2 jednotky Ffddu 10—16 vétsi
ne% spravnéjdi hodnota vypoétend podle vzorce (19’). Oby-
¢ejné se omezujeme na piimy vypocet [v2] z odchylek ;.

I
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Aby byl pfi vypoétu prehled, je dobie provadéti vypocet
v tabulce, kterd pocitajicfho sama nuti k porddku.
Predesly ptfklad sestaveny v tabulce bude:

Tabulka II.
&g vi=[ﬁ]'—xi v
n
228 +24 576 "
245 + 7 49
188 + 64 4096
217 + 36 1225
306 —b63 2809
278 —26 ' 676
247 + 5 26
328 —176 6776
211 +41 1681
159 +93 8649
316 —64 4096
307 —b6 3025
[£) = 3029 a1
2[5] = 252 [v] 5 |[v?] = 32683

my = + |/32683:11 = + 5,45 . 10~ sec;
my:jn = 3 1,6 . 107 sec.
Vysledek 0,50862252 + 1,6 . 107 sec.

2. Zdkladna na ¢eské technice v Brné byla méfena po
sobé étyfmi riznymi invarovymi meéritky (drity a pdsmy).
Vysledky méreni*) byly

12004 cm + 0,755 cm, (0,684; 0,659; 0,703).
Vypodisti vyslednou hodnotu, stfedni chybu pro jednotku

*) A, Semerad: Podrobnéd délkova méfeni draty a pasmy
invarovymi, Techn. Obzor 1916, tab. V.
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vahy (t. J. pro méfeni jednim méfitkem) a stiedni chybu
vysledku.
(Vysledek 12004,100 cm 4- 0,020 cm, my, = 4 0,041 cm.)

3. Na stanici Trenk byly naméfeny pro ihel Mednicken-
Fuchsberg tyto hodnoty*)

83° 30’ 36,25"
7,50, (6,00; 4,77; 3,75; 0,25; 3,70; 6,14; 4,04;
6,96; 3,16; 4,57; 4,75; 6,50; 5,00; 4,75;
4,25; 5,25).

Vypocmtl vyslednou hodnotu, stredni chybu pro jednotku
vdhy (. j. pro jedno méreni) a stredni chybu vysledku.

(Vysledek 83° 30’ 34,87" + 0,39", my; = + 1,66".)

4. Pri nivelaci byly zji§tény tyto rozdily dvojic méfrend
vmm: d = —0,6; +0,4; —0,6; —1,2; 4 2,4.**) Prisludné
délky trati v km byly 0,72; 0,42; 0,47; 0,48; 0,51. Jakd plyne
odtud stredni kilometrova chyba pro jedno méfeni a pro
stted z obou méreni? .

K vypoctu uZijeme vzorce (22') a (22”), pri ¢emz vahy p
jsou rovny prevracenym hodnotdm délek trati.

Bude [pd?] = 15,94 a odtud stredni kilometrovd chyba
pro jedno méfeni - V-,lo[pdz] = 4 1,26 mm a stiedni kilo-
metrovd chyba pro stfed obou méreni - } V%[pdz] =
= 4 0,89 mm.

5. Pri uréovani ¢asu byly odvozeny tyto opravy chrono-
metru z pozorovéni 21 hvézd:

—8,788
76, (85; 78; 51; 64; 68; 63; 58; 80; 75; 78, 96; 64;
65; 83; 70; 64; 79; 90; 93).

*) Jordan: Handbuch der Vermessungskunde, I, Stuttgart,
1904 (5. Aufl.), str. 22.

**) Jordan, 1. c. str. 37.
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Za predpokladu, %e véha viech méfeni byla stejnd, vypoctéte
vyrovnanou hodnotu opravy chronometru, jeji stredni
chybu a stredni chybu jédnoho méteni (stfedni chybu pro
jednotku véhy)!¥*)

(Vysledek — 8,745 -+ 0,085, m, = -+ 0,1175.)

6. Gravitaéni konstanta &k byla uréena nékolikrat riznymi
badateli:

Cornu a Baille (1873)......... urcili k = 6668 . 10—
Poynting (1894) ............. 6698 . 10—11
Boys (1894)................. 6657 . 10—11
Richarz a Krigar-Menzel (1896) 6685 . 10—
Braun (1897) ............... 6658 . 10—11

Predpoklddéme, e vahy téchto jednotlivych méfeni jsou
stejné. Vypocététe vyslednou hodnotu pro gravitaéni kon-
stantu a jeji stredni chybu! '

(Vysledek: 6673,2.10—1 - 8,0 . 10—1.)

7. Pro uréitou délku byly naméreny tyto hodnoty:

5000,7 mm pri 6 mérenich, 5007,9 mm pri 15 mérenich,

4997,1 mm pii 6 méfenich, 5002,1 mm pii 8 méfenich,

5001,9 mm pri 15 méfenich, 5001,1 mm pii 8 mérenich.
Vypoététe vyrovnanou hodnotu a jeji stirednf chybu i stredni
chybu pro jednotku vahy za predpokladu, Ze vahy jsou rovny
poctu méfeni!

Zvolime d = 4997,1 a poditdme v pripojené tabulce po-
stupné ve sloupcich: Z; p;, [p); pds, [pz], [p2]:[P];
v; = [pa] : [p] — &i; v; pivid, [po?]; mg, my: |/ ().

*) Wright-Hayford, 1. c. str. 37 a 43.
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Tabulka ITI.

7 Ds Di%¢ Vg v,2 pivi®

+ 3,6 6 21,6 +2,06| 4,2025 26,2150
+ 0,0 6 0,0 +5,66| 31,9225 -191,56350
+ 4,8 15 72,0 + 0,85 0,72256 10,8375
+10,8 15 162,0 —5,15| 26,6225 397,8375
4+ 5,0 8 40,0 +0,65| 0,4225 3,3800
+ 4,0 8 32,0 41,66 2,7225 21,7800
[p] = 58 | [p£]=327,6 [pv?] =650,5850
[p2] : [p] = 5,65

my = + }/650,56850:5 = - }/130,1170 = + 11,4 mm,

my: J[p] = + }/130,1170:58 = -+ 1,50 mm.
Tedy vysledek z' = 5002,75 mm - 1,50 mm.

8. Na Ceské technice v Brné byla zméfrena dvakrit tiZe.
V roce 1926 bylo naméieno 980,9618 dyn, pii ¢emz strednf
chyba byla -+ 1,39.10—3dyn. V r. 1928 bylo naméfeno
980,9606 dyn se 'stiedni chybou - 1,26 . 10—3 dyn. Urcete
vyslednou hodnotu z obou méfeni (s ohledem na jejich vdhy)
a stfednf chybu vysledku.

Podle vzorce (14") bude z' = d +

Mgz, + My
my® + my?
Zvolime d = 980,96 dyn. Pak &, = 0,0018, %, = 0,0006;
m,2 = 1,9321, m,? = 1,5876. Tedy
0,004017
3,52
Stredni chyba vysledku je podle vzorce (16”) rovna
mm, 1,39 .1,26

Vi - mg Va2

x' = 980,96 + = 980,96 4 0,0011 = 980,9611 dyn.

.10—% = L 0,93 . 10—3 dyn.

4 49



Tedy vysledek
980,9611 - 0,03 . 10— dyn.

9. Vysledky méreni rozdflu zemépisné délky mezi Washing-
tonem a Key West a prislusné pravdépodobné chyby byly

1873, prosinec 24  19m 1425  -1-0,044°

26 1,37 37

30 1,38 36

31 1,45 36

1874, leden 9 1,60 46
10 1,55 45

11 1,57 47

Urcete vyslednou hodnotu s ohledem na vahy a prislusnou
sttedni chybu.¥*).

Ve vzorci (14') se vyskytuji v Citateli i jmenovateli ¢isla
7%—12, muzZeme tedy misto nich kldsti imérné hodnoty %2,
nebot m; = 134831',-, [I, (31)].

Pro r; = 3,6 . 10—2 (3,7 . 10—2; 44 .10—2; 4,5 . 10—2;

4,6 .10—2; 4,7.10—2)

bude ’1_2: 772, (730; 517; 494; 473; 453).

Ts

Klademe-li d = 19m 1,38, bude ;= + 0,128, (4 0,07%
+ 0,08%; + 0,15%; + 0,30%; + 0,258; + 0,27*).

; 41
Tedy podle vzorce (14') je [:;] : [%:I = %Tl— = -+ 0,161,

Gili 2’ = 197 1,461s.

A podle vzorce (16) bude stredni chyba hodnoty ' rovna

*) Wright-Hayford, 1. c. str. 72.
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1
L 1483 | 1488 oo

V[ ;1? ] V4211

Tedy vysledek 19™ 1,461% - 0,228s. .
10. Rychlost svétla byla uréena Fizeauem a jinymi takto:

298 000 km + 1500 km; 300 100 km + 1500 km;
298 500 km 4+ 1500 km; 299 930 km 4+ 150 km.
299 990 km 4 300 km;

Jsou-li ¢isla uvedend na druhém misté pravdépodobné chy-
by, uréete vyrovnanou hodnotu a jeji stfedni chybu.¥)

Zvolime d = 299 900 km a za jednotku vahy zvolime
vdhu méteni s nejvétsi pravdépodobnou chybou (-~ 1500km).

M2 My? 3
Podle vzorce p = i 1483% 2 budou vahy prislusné

pravdépodobnym chybdém -+ 300 km a 4 150 km rovny

» . mey*
25 a 100. Pri tom 1 = 14832 1500

my = -+ 1500 km . 1,483.

Bude tedy z; = —1900, —1400, <90, 4200, 430
a prislusna p; =1, 1, 25, 1, 100, [p] = 128.

Tedy pz, = —1900, —1400, 42250, 4200, 4 3000,

¢ili

[p] = + 2150.
Odtud [ﬁtlz + 229 = 4 17, ¢ili 2’ = 299917 km.
[»] 128
Sttedni chyba podle vzorce m, Vf;]- bude
1500 km

——.1,483 = 4 197 km.
128

Tedy vysledek 299917 km -+ 197 km.

*) Wright-Hayford, 1. c. str. 57—58.
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