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I1I.
YYROVNANI ZPROSTREDKUJICICH MERENI.

k. Vyrovnani zprostfedkujicich méfeni. (Omezime se
na tri nezndmé z, y, z.) Hledané veli¢iny =z, y, z maji byti
uréeny z rovnic

a,-:c-{- b;y—l-ciz:l,-, 3 = 1,2,...,72, (l)

kde /; jsou vysledky méreni; o skutecnych chybéch téchto
rovnic predpokldddme, Z%e se fidi normélnim zdkonem det-
nosti a Ze nemaji stejnou vdhu. Pak pravdépodobnost, Ze
v rovnici ¢-té nastane chyba v mezich (g, & + dg;), jest

. hg .
rovna —— e"''de;, a pravdépodobnost, %e nastanou

/4
chyby, které budou po fadé v intervalech (e, ¢, + dg)),
{es, £g + dep), ..., {&n, €n + deyn), bude zase rovma souéinu
pravdépodobnosti [1I, (12)] resp. vyrazu [I1, (12)].

Pti tom jest aqx + by + ¢z = I; + &, ¢ili
& = @ + by + ez — ;.
Ktery piredpoklad o vyrovnanych hodnotdch z, y, 2, ... bude
nejpravdépodobnéjsi? Ten, pro néjZ je pravdépodobnost
[1I, (12')] nejvétsf, tedy pro néjz je soucet
S = P& + Poge® + ... + Pntn® (2)
nejmensi.
Aby nastalo minimum sou¢tu (2), musi byti prvni parci-
alnf{ derivace podle z, y, z rovny nule, t. j. musi byti
128 &
T _.';pwi . @

pro x = z', y= y', 2= 2’ rovno 0, tedy

n »
Z_'gom (@' + by’ + o2’ — 1) = [pav] =



= [paa) 2" 4 [pab] ¥’ + [pac] 2’ — [pal] = 0

a podobné 188 »
pod _é_é_z;.=2p,-e,-.b,-

i=1

pro x = z’, y = y', z = 2’ mus{ byti rovno 0, tedy

[pbv] = [pab] 2" + [pbd] ¥’ + [pbc] 2" — [pbl] = 0,
a stejné (3)

[pev] = [pac] 2" + [pbe] y' + [pec] 2" — [pel] = 0.
Pri tom
v = aix" + by’ + ez’ — ;. (1)

Véhu p¢ prisludnou ¢-té odchylkové rovnice odha-
dujeme podle toho, jaké jsou chyby méfenych wveli¢in, na
nichZ ¢-td rovnice zavisi, a jaky je jejich vliv na &. Jestlize
jedind mérend veliéina v :-té rovnici byla veli¢ina /;, bude p;
jejf vaha. Nékdy se vBak stdvd, Ze vdhu rovnice uréuje jind
méfrend veliéina neZ I;, jestliZe jejf vliv na g prevaZuje nad
vlivem chyby v I (viz pf. 2 v odst. 9).

Chceme-li ukdzati, zda nastane pro xt = 2', y=y', 2 =2’
maximum nebo minimum, uvaZujeme, jak se méni soucet S
v okolf boduw'z=2', y=¢', z2=2".

Prox=2a2"+§& y=9v +n, 2=2"+ { bude

S =2 pifa; (& + &)+ b (¥ + )+ e (@ + &) — kP =

=1

= D pi{a’ + by’ + &’ — b+ aif + by + ei}? =
=1 = [paa] 2’2 + 2 [pab] ="y’ + [pbb] y'? +

+ 2 [pac] 2’2" + 2 [pbc] y'z' + [pec] 2" —
— 2 [pal] ' — 2 [pbl] y' — 2 [pcl] 2’ + [pll] +
+ 2& {[paa] ' + [padb] y' + [pac] 2’ — [pal]} +
+ 27 {[pab] =’ + [pbd] y' + [pbe] 2’ — [pbl]} +
+ 2{ {[pac] ' + [pbc] ¥’ + [pcc] 2" — [pel]} +
+ [paa] &2 4 2 [pab] &y + [pbb] n® + 2 [pac] & +
+ 2 [pbe] 5 + [pec] L2
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Podle rovnic (3) jsou koeficienty u 2£, 25 a 2{ rovny 0, takze

S = [paa] x'? + 2 [pab] z'y’ 4 [pbb] y'® 4 2 [pac] «'2’ +
+ 2 [pbc] y’:’ + [pec]z'2 —2[pal] 2’ —2[pbl] y' — 2[pcl] ="+

+ [Pl) + 2.pi(ai* + 2abidn + bé® + 2aicikl + o’ +

+ ¢*C?).
Prvni ¢4st vyrazu na pravé strané je hodnota souétu S pro

x=12', y=1y', z=2'. Druhd &é4st je rovna Zp, (@;& +

+ by + 0,5)2, je tedy vidy kladnd. Z toho ]e patmo, ze
sou¢et S je v bodé z = 2/, y = ', z= 2’ mensi neZ pro
viechny body v okoli; je tedy v bodé 2, ¥, 2’ minimum.

2. Re¥eni normilnich rovnic postupem Gaussovym.
Soudtové kontroly. Necht jde o FeSeni tif normélnfch
rovnic o tfech nezndmych z’, ¥, z’. Rovnice jsou

[paa] =’ + [pab) y’ + [pac] 2’ = [pal},
[pab] =’ + [pbb] y’ + [pbe] 2’ = [pbl], (3)
[pac] =’ + [pbe] y" + [pec] 2" = [pel].
Jak patrno, maji soumeérny tvar vzhledem k ihlopriécee,
jdouci ¢leny [paa], [pbb], [pcc].

Refieni soustavy (3) se Gasto provadi t. zv. postupem
Gaussovym. Ndsobime prvni z rovnic (3) po radé éisly
{[pab] : [paal}, {[pac] : [paa]} a odeéteme od druhé resp. treti
z rovnic (3). Tak vylouéime nezndmou 2z’ a dojdeme k sou-
stavé redukovanych rovnic:

{01 — (pat) . P21 4 {ipbe) — (paclEad) = =

[paa) [paa]
— {twtt) — oy 222,
4
(tp0e1 — oty . B o+ {pec) — [pae) oo} = i
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= {[pel) — [pal) {;’Zﬂ}

Zavedeme obvyklé zkratky a piSeme rovnice (4) ve tvaru

[pbb . 1]y’ + [pbc . 112" = [pbl . 1], @)
[pbe . 1] y' + [pcc . 1] 2" = [pcl . 1].

Vyznam zkratek je patrny ze srovndni rovnic (4') a (4).

Ll

Podobné vylou¢ime z rovnie (4') neznamou y’. Vysledna
redukovana rovnice jest

[pbc . l]} L
[pbb . 1]

[pbec . 1] (5)
[pbb . 1]}’ ~

{[pcc . 1] — [pbc . 1] .

={[pcl.l]—[pbl.l].

a zavedeme-li obvyklé zkratky
[pce . 2] 2" = [pcl - 2]. (5')

Vyznam zkratek je zase patrny ze srovndni rovnice (5') a (5).
Docela podobné se postupuje pii libovolném poétu nezni-
mych.

Aby vypocty byly krok za krokem kontrolovany, prova-
déji se t. zv. souctové kontroly. K ¢islim a;, b;, ¢;, I; pri-
pojime souéty

@+ by + ¢i + Ui = s (6)
Pocitdme soucty soucina
[paa), [pab], [pac), [pal), [pas],

[pbb], [pbc], [pbl], [pbs],
[pec], [pel], [pes].

Nasobime-li kazdou z rovnic (6) sou¢inem p;a; a se¢teme pro
1= 1, ..., n, dostaneme

[paa] + [pab] + [pac] + [pal] = [pas].
Podobné
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[pab] -+ [pbb] + [pbe] + [pbl] = [pbs],
[pac] + [pbe] -+ [pec] + [pel] = [pes),  (6)
[pal] + [pbl] + [pel] + [plt] = [pis].

Znésobime-li prvn{ z rovnic (6') ¢fslem [pab] : [paa], odedte-
me-li od druhé a zavedeme-li obvyklé zkratky, dostaneme

[pbb . 1] + [pbe . 1]+ [pbl . 1] = [pbs . 1],  (6"))

kde
[pbs . 1] = [pbs]—[pas].%.
Podobneé jest
[pbc.l]-{—[pco.l]-l—[pcl.l]:[g}gs.l], (6"5)
Kde [ pac]
1] = — . E—.
[pes - 1] = [pos] — [pas] . 22
Tabulka
[paa] , [pab] [pac]
[pab] [b]  Iobe)
_ [pad] | __ [pab]
— [pab] [pab] . [paa] [pac] . [paa]
[pbb . 1] [pbe . 1]
[pac] [pbe] [pec]
[pac] _ [pac]
— [pac] — [pab] . o [pac] - oo
[pbe . 1] [pec . 1]
[pbec . 1] [pece . 1]
— [pbe . 1] — [pbe . 1] %g ﬂ
[pec. 2]
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Znasobfme-li prvni z rovnic (6”) éfslem [pbb . 1]:[pbc.1] a
odedteme-li od druhé, plyne (zavedeme-li obvyklé zkratky):

[pec . 2] + [pel . 2] = [pes . 2], (6")
kde

[pbc/.l]
[pbb.1]

Vifpoéet normélnich rovnic se pro piehlednost provédi
obyctejné ve formuldfi. (Viz tabulku IV.)

[pes . 2] = [pes . 1] — [pbs . 1] .

Soucet ¢isel v prvnich étyfech sloupcich m4 byti v kazdém
rddku formuldfe roven ¢&fslu v tomtéZ rddku a v predposled-
nfm sloupci — oviem aZ na chyby plynouci ze zaokrouhlo-
vani.

IV.
[pal] [pas] Zkouska
[bl] [pbs] >
—tpal] . B2 | — pas) . (B2 .
[pbl . 1] [pbs . 1] .
[pcl] [pcs) "
—[pa) . (2] | —pas] . (2] .
[pel . 1] [pes . 1] .,
[pe . 1] [pes . 1] w
— [pbl . 1] %:-Z-% — [pbs . 1] [[%Z:—H '
[pel . 2] [pes . 2] .,
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Popsanou redukci dosli jsme k témto rovnicim pro ne-
zndmé x' y' 2':

[paa] 2’ + [pab]y’  + [pac]z’ = [pal] (71)

[pab] 2’ + [pbb]y’  + [pbe]z’ = [pbl] (75)

[pac] " + [pbe] y'  + [pec] 2' = [pel] (75)

[pbb . 1]y’ + [pbe . 1]2" = [pbl . 1] (T'y)

[pbc . 11y" + [pec . 1]2" = [pel . 1] (T')

[pec . 212" = [pel . 2. (7)

Z rovnice (7") vypocteme z’' a dosadime do predchazejicich.

Z rovnice (7';) vypocteme y’ a kontrolujeme vypocétem z rov-

nice (7’;). Dosadime do predchédzejicich rovnie, vypoéteme

ze (7,) nezndmou z’ a kontrolujeme vypoétem z rovnice (7,)
nebo (7).

V dal8im vykladu uZijeme jiného postupu, ktery Je vyhod-
ny pri zvlastnich hodnotach prostych élenti rovnic (3). Pise-
me rovnice (7,), (7,) a (7;) ve tvaru

1 [pab] y + ol __ [pal]
(paal’ T [paa]© T [paa]’

(phe.1] , _ [pbl.1]

[pbb . 1] 1] ~ [pbb.1]’

o [pd . 2]

[pec . 2]

K prvni rovnici piiétéme druhou, ndsobenou é&fslem A,
a treti, ndsobenou ¢islem 4,. Dostaneme

x+([m]+ ) +(M+A[Pbc l]+A2)z—

(8)

[paa} [poa] T [pbb 1)
[pal] [pbl . 1] [pel - 2]

— et ST el
~paa) T [pbb. T4 fpec 2

Zvolime ¢isla 4,, A, tak, Ze koeficienty u y' a 2’ v této rovnici
jsou rovny nule, t. j. vypoéteme 4,, 4, z rovnic

[pab) [ pac] [pbe . 1]
ipaa) T = fpaa) T M b 1]

o8
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Pak bude
, _ [pal] [pbl . 1] [pel - 2]
=4 A4, 4 A, ——.
[paa] " 1 [pbb 1] T [poc. 2)
Prictéme ke druhé z rovnic (8) treti, ndsobenou ¢islem B,.
Uréime-li B, tak, Ze

[pbc . 1]

(10)

(pbb 1] T By=10, (%)
bude [pbl . 1] [pcl . 2]
e, g U2 10/
Y= b 1) T e 2) o
Treti neznama plyne z rovnice
’r [pCl * 2J ”

3. St¥edni chyby neznamyeh x', y’, 2’ a stfedni chyba
linedrniho vyrazu @ = f, + f,&' + f.y' + f13’. Refime-li

norméln{ rovnice (3) pomoci detgrminanti, dostaneme

~ [pal], [pab], [pac]  [paa], [pab], [pac]
' = [pbl], [pbd], [pbe]! : -[pab], [pbb], [pbe] (11)
pel], [pbe], [pec];,  [pac], [pbe], [pec]
a podobné ¥, 2’

Uvazme, Ze [pal] = p,a,l, + poagls + ... + Ppanls & stejné
pro ostatni ¢isla z prvniho sloupce v prvnim determinantu.
Tento determinant muZeme tedy rozloZziti v » determinantu,
z nichZ prvni bude miti jako nésobitele /;, druhy [, a posledni
Ix. Je tedy patrno, Ze o', ', 2’ se daji psati ve tvaru

x’ -— “lll + “2l2 + wE e + aﬂl”’
y: = 1l1 + ﬂalz+ oo+ ,Bnlm (11°)
2 =yph+ ydo + -+ Valn,

kde «,, ...,y, nezédvisi na l;, 1 =1, ..., n).

Jsou-li skuteéné chyby veli¢in [, ..., [, po radé ¢, ..., &,
jest skuteénd chyba na pt. veli¢iny x’ rovna a6, + ... + xpép.

09



Ptisuzujeme-li veliéinam I, ...,Il, po radé véahy p,, ..., pu
a oznac¢ime-li stredni chybu pro jednotku véhy pismenem m,,
je podle (I, odst. 6) stfedni hodnota veli¢iny /; rovna m, : V;,

Predpoklddejme, Ze chyby ¢; sleduji normélni zdkon cet-
nosti. Pak stredni chyba m, vysledku z’, jehoZ skuteéns
chyba je a6, -+ ... + open bude rovna [(I, 12")]

2 2 2
il/le 2+ a2 : 4 ...+oc,,27—:i- = mol/[%].

‘Oznaéime-li Jeste véahu veli¢iny 2’ znackou p,, je
mo To®:p] = my: |/pyr [viz L, (16')].
Podobné stredni chyba m, veli¢iny y' je rovna
my 18 : 9] = my: |y,
a stfedni chyba m, veli¢iny 2’ je rovna

my V[Vz:p] = My 11/1—’:’,
kde znaci p,, p véhy veliéin y’ a 2’.

Soucty [a?:p], [2:p], [¥*:p] uréime takto: Nasobme
norméln{ rovnice (7) po radé ¢isly @y, ¢y @15 & sectéme.
Bude

x' {[paa] @, + [pab] @ + [pac] @3} + ¥’ {[pab] €, +
+ [pbb] @y 1+ [Pbc] @5} + 2’ {[pac] @y, + [pbe] @2 +
+ [pee] @i} = [pal] @y, + [POI] @12 + [pel] Qs

Uréime-li ¢isla @;, @;a, @15 Z rovnic

[paa] @y, + [pab] @y, + [pac] @3 =1,
[pab] @, + [pbb] @2 + [Pbc] @3 = 0, (12)

[pac] @, + [pbe] @2 + [pec] @3 = 0,
bude

x' = [pal] @; + [pbl] @12 + [pcl] @13 =1, (110,@1; + P10:@12 -
+ 116,@13) + o (P20.Q11 + P2bo@o + PoCis) + - +
~+ Uy (Pr@a@y1 + Pnba@e + Pnchm) .
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Srovndnim s rovnicemi (il') plyne |
o = Pia@yy + Pibi@e + Dicirs, t = 1,2, ..., 0. (12')
Odtud

o : Py = (i + e - PieiQue)@i@ur - bira - ¢iis)
Tedy ° |
[a? : p] = {[paa] @, + [pab] @ia + [pac] @13} @11 +

-+ {[pab] @, + [pbb] @2 + [pbc] @5} @1 + {[pac] @+
. + [pbc] @2 + [pec] @i} @is-

A 'pod.le rovnic (12) jest [«2? : p] = @y;-

Soucet [«? : p] je tedy roven velic¢iné ¢;,, plynouci z rovnic
(12). Abychom @, uréili pfimo z koeficienti normdlnich
a redukovanych rovnic, uzijeme postupu vyloZeného na konci
predchézejictho odstavce. Jen musfme uvdziti, Ze zde misto
[pal], [pbl], [pcl] jest 1,0, 0, tedy misto [pbl . 1] jest nyni

— [pab] : [paa] = A4,, (13)
[viz (4), (4') a (9)], misto [pcl.1] jest — [pac] : [paa]
[viz (4) a (4)] a misto [pecl . 2] bude nyni
— [pac] : [paa] — 4, [pbc . 1] : [pbb . 1] = A, (13')
[viz (3), (5') a (9)]- Tedy z rovnice (10) vyplyva
1 4 ap
Ou= [paa) T [pbb.1] ' [pecc.2]

Abychom uréili soucet [82 : p], ndsobime normélni rovnice (3)
po tadé Cisly @y, @ye, @25 a secteme. Urcime-li Cisla @y, @y,
@3 7 TOVNIC

[paa] @y + [pab] @y + [pac] Qo = 0,
[pab] @y + [Pbd] Qo + [Pbc] Qs = 1, (12,)
[pac] @ + [Pbc] Qo + [Pec] Qo3 = O,

y' = [pal] @y + [pbl] Qe + [Pcl] Qoy

(13")

_+_

bude
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a odtud

Bi = PiailQs + PibiQss + Pici@es, 1 =1,2,...,n, (12'))
& [8% : p] = Q-
Soudet [#2 : p] je tedy roven veli¢iné @,,, plynouci z rovnic
(12,). Abychom jej urcili pfimo z koeficientii normélnich
a redukovanych rovnic, musime uvaziti, Ze zde misto [pal],

[pbl], [pel] jest O, 1, O, tedy misto [pbl . 1] je nyni 1 a mfisto
[pel . 1] je O; odtud plyne, Ze misto [pel . 2] bude nyni

— [pbe . 1] : [pbb . 1] = B,. ) (14)
Tedy z rovnice (10’) bude
1 B,?
Qo= i m 1. 14’
27 [pbb .11 ' [pcc . 2] (149
Abychom koneéné uréili soucet [y? : p], ndsobime normélni
rovnice (3) po radé Cisly @y, @30, @23 a seCteme. Uréime-li
¢isla @y, @59, @33 2 TOVRIC

[paa] @, + [pab] @5, 4 [Pac] @3 = O,
[pab] @s; + [pbb] Qg + [Pbc] Qg3 = O, (12,)
[pac] @, + [Pbe] @y + [Pec] Qg = 1,

2 = [pal] Qs + [pbl] Q32 + [pcl] Qss,

bude

a odtud
Vi = PiiQs, + Pibi@se + Dici@ss, 1 =1,2,...,m (12'y)

[¥% : p] = Qss.
Soucet [y? : p] je tedy roven veli¢iné @y, plynouci z rovnic
(12,). Abychom jej uré¢ili pifmo z koeficienti normalnich
a redukovanych rovnic, musime uvaziti, Ze zde misto [pal],
[pbl], [pel] jest 0,0,1, tedy misto [pbl.1] jest 0 a misto
[pcl . 1] bude 1; odtud plyne, Ze misto [pcl . 2] bude nyni 1
a tedy z rovnice (10”) jest

@3 = 1 : [pcc . 2]. (15)



MuzZeme tedy psati

P mo — ] - _.l__ -41.2 A22
" Ve "o [m«z]jL [pbb . l]Jr [pec . 2]’
my
= e = 16
M ey [pbb T [pcc 2]’ (16)
m

== === mo .
Vo [pec . 2]
Pri tom A,, 4,, B, plynou ze vzorcu (13), (13’) a (14).
Z rovnic (12°) a (12’,) pro «; a §; plyne:
i : i = (Pia@u + PdiQie + Dicils) (2i@ + bi@ey +

+ €ilss) = (PisaQy1 + Pi2ibi@re + Di2iCiQs3) O + (Piad@n+
+ pibidi@,e + PibiciQy3) Qoe + (PiaiciQyy + Pibici@ys +

+ Picicilr3) Qas-
Sed¢teme-li pro viechna ¢ =1, ..., n a pouZijeme-li rovnic
(12), bude

[af : p] = Q-

Ale jest také

aifls : ps= (ai@y; + 0@+ ctha.) (Pi2i@a1+ PibiQ@es + DiCi@s3) =
= Q11 (Psa@iQy; + PiaibiQye + PiaiciQys) + @12 (PiabiQy +
+ PibibiQss + PibiCiQas) + @ra (PisCiQsy + DibiciQ20 1+ PiCiCi@ss)-

Secteme-li zase pro vSechna i a pouZijeme-lirovnic (12, ), bude
[xf : Pl = Qo
Z toho je patrno, ze @,, = @,,. Stejné plyne
Qi3 = Q51 & Qo3 = Py (17)

Stredni chyba linedrniho vyrazu @ = f, + f,2' +
+ foy' + f37'. Dosadime-li sem za z’, y’, 2’ ze vzorcu (11'),
bude

= fo + flzazl =+ szﬂtl + faZ)’i’z =

=1
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%
= fo +izl(f10‘i + foBs + fsyi) L.

Podle vzorce [I, (127)] bude tedy ¢tverec stfedni chyby vy-
razu P roven
M2

=3 o+ e+ fond e
2]l )
+w1[“ﬂ]+f2[ J"f‘fzfa[ ]+
+faf1[“—5”]+13/2[ ]+/3[ ]}

A zavedeme-li veli¢iny @,,, @2, - - -, @53, bude

me? = mp? {{,({,@11 + 1:@12 1+ [:@13) T fo(1Q21 + fo@22 +
+ [3@2s) + f3(/€s + 2@se + 1@)}- (16")

Veliéiny @,,, Q1o - - -, @33 Plynou z rovnic (12), (12,) a (12,).

4, Co znamend anulovini determinantu 4 soustavy
normalnich rovnie? Je-li v soustavé (3) 4 = 0, existuji
¢isla 2, 9, 2, jeZ nejsou viechna rovna 0, a jez splnujf rovnice

[paa) & + [pab] g + [pac) & = O, |
[pab] & + [pbb] § + [pbe] 2 = O, 3)
[pac] £ + [pbe] ¥ + [pec] 2= 0.
Nyni uvaiujme o hodnotich t; = ag + by + ci, ¢ =1,
2,...,n. Nésobfme.li je pw;, pib;, pic; a selteme-li vidy
pro vSechna %, bude
[pat] = [pbt] = [pct] = 0.
Nésobime-li hodnotu #; sou¢inem p,t a seCteme-li pro vse-
chna 2, dostaneme

[pt?] = [pat] 2 4 [pbt]y + [pct] 2,
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tedy podle predchdzejicich rovnic [pi?] = 0, t. j. musf
ti=ag+ by +eg=0, i=12 ...,n (18)

Je-li tedy determinant A4 = 0, musf mezi koeficienty odchyl-
kovych rovnic (1) byti vztahy (18).

Naopak jsou-li mezi koeficienty odchylkovych rovnic (1)
vztahy (18), plynou z nich, ndsobims-li je psa;, pib;, pici & se-
¢teme-li pro vSechna ¢ rovnice (3’), kde v8echna ¢fsla &, 4, 2
nejsou rovna 0. To viak vyZaduje 4 = 0.

Jsou-li mezi koeficienty odchylkovych rovnic (1) vztahy
(18) a predpokléddme-li na pf. Z & 0, piSeme

G=—ai— — b L,
r r

tedy z odchylkovych rovnic (1) bude
a’: .
a; (x—?-z) + b; (y—%—z) — ;= v

Z téchto odchylkovych rovnic nevypocfteme tedy hodnoty
nezndmych z, y, z, nybrz jen hodnoty vyrazi
% Y
r——z a y—-—-z

Zmensuje-li se determinant A, zvétSuji se koeficienty @,
Qs @33- Ze vzorcu (12), (12,), (12,) plyne totiZ

0 — L | el twbe)| o _ 1 |[paa), [pac]|
4 | [pbe], [pee] A4 | [pac), [pec]
Op = — | [Paa), [pab] | (19)
® 7 4 | [pab), [pbb)

Ze vzorct my = my)/Qyy, My = M)/ Qae, My = my)/Qgs & ze
vzorci (19) je patrno, jak roste stfedni chyba vyslednych
hodnot, zmenSuje-li se determinant A.
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5. St¥edni chyba m, pro jednotku vahy. Protoze vidha
i-té odchylkové rovnice jest p;, bude sttedni hodnota chyby ¢;

rovna m, : Vf): Ze vzorcu
vi=a;x’ + by + ¢z’ — Ui, &= ax + by + cz — 1,
(viz III, odst. 1), kde »; znaci odchylky a ¢; skuteéné chyby
1-té odchylkové rovnice, plyne
vi—e&=a; (' — )+ b (¥ —y) + ¢; (' —2).
Prvni ze vzorcu (11°) jest =’ = ol + aols + ... 4+ xpuly,
pri ¢emz z rovnic (12 ) a (12) plyne

[ax] =1, [bx] = 0, [cx] = 0,
tedy

[va] = [ax] 2’ + [ba] ¥ + [e] 2’ — [lo] = 2’ — [lx],
coz je podle prvniho ze vzorci (11) rovno O.

Niésobime-li tedy rovnici v; —¢; = a3 (' — x) + b (' —
— y) 4 ¢; (2’ — z) po radé o; a seéteme pro vsechna 2, bude

—[oe] = ' — x a stejné — [Be] = ¥ — y, — [ye] = 2’ —=.
Odtud. .

vy = & — a; [ae] — b; [Be] — c; [ye]l = — & (aix; + biff; +
+ eiyy) — & (@ixy + bify + ciya) — .- + & {1 — (@i +
+ bifli + civi)} — .- — en (@ixn + bifin + ciyn).

Ze vzorce [I, (12")] vypocteme ctverec stredni hodnoty v;,
ktery oznac¢ime ;2. Bude

V"= » (az“1+ bzﬂ1+ Cz)’l) + D (az0‘2+ zﬂz"‘ 0172) -+ ...
1 2
2 2
o S (L (g o By ey} e L (@i

+ bifn + ciyn)® = my? {%2 rOf] + 2a:b; [%] + b [éf] +

L P p
" 2 1 :

* 2"'@""1‘[?“2"] + 2b;c; [ﬁ + ¢? [)L] e 2y
p p P Pi Pi
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—2b, B g, ”‘}
Ps pi
éili

pivi? = mg? {pad [f] + 2pad; [0—‘;]+ 2pidé [%f] T

+ 2piaicy [ ] + 2pibycs [ﬂy] + pici? [ 2] + 1 —2a;0; —

— 2bif; — 2¢c;y4}-
Pak bude soucéet

[~ 2 2
%= m? (g | 5] + 2 1900 | 22] + 1o | 2] +
1 2'
+ 2l 2] + 2 b 2] + toee [;_ +
+ n— 2 [ax] — 2 [6B] — 2 [ey]}.
Utijeme-li oznageni Qy;, @y, - - ., @s (viz III, odst. 3), bude

[p9?] = my? {([paa] @y, + [pab] @y, + [pac] @) +
+ ([pab] @z, + [Pbb] Qos + [Pbc] Qys) 4 ([pac) @5, + [Pbe] @+
+ [pec] @g) + 7 — 2 [ax] — 2 [b8] — 2 [ey]}-
Uzijeme-li vzorca (12), (12,) a (12,), dostaneme
[p9%] = m¢® {3 + n — 2 [ax] — 2 [68] — 2 [cy]}-
Ze vzorcu (12'), resp. (12';). (12';) ndsobime-li je a; resp.
b; a ¢; a sedéteme-li pro vSechna ¢, plyne [ax]= [b8] =

= [ey] = 1, tedy
[p0?] = mg? (n — 3)

a odtud
me — [p9?] (20)

* T n—3°

Spravnou hodnotu souétu [p9?] nemizZeme vypodisti, protoZe
nezndme stiredni hodnoty #%;®. Jsme proto nuceni dosaditi za
y [pv?] ptibliZnou hodnotu, t. j. ten soucet étverci odchylek
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nasobenych prisluSnymi vahami [pv?], ktery plyne z uvazo-
vané rady meéreni. Bude tedy priblizné

[pv?]
2; ’
My’ = g - (20)
V pripadé k neznimych bychom odvodili stejné
[pv*]
2 _e ¢t "

V kapitole II—IV predpokldddme, Ze se chyby, které zaté-
7uji méfeni, ¥idi normélnim zdkonem déetnosti. Vypodet
chyby m, pro jednotku véhy v tomto odstavci je viak zaloZen
na vzorci I, (12”), ktery byl odvozen za predpokladu obec-
néjstho (viz I, odst. 4). Plati tedy vzorce (20') a (20”) nejen
v pripadé, ze se chyby veliéin /; fidf normélnim zékonem
cetnosti, nybrz i tehdy, jsou-li na sobé nezdvislé a je-li jejich
funkce ¢etnosti sud4 funkce.

6. Vypolet soultu [pvy]. a) Pim4 cesta. Dosadime hod-
noty z', ¥', 2/, vypoétené z normélnich rovnic (3) do levych
stran odchylkovych rovnic

aix’ + by’ + e’ — ;= v (1)

Tak vypocéteme odchylky v;, odtud v#, pw® a soucet
D pwd = [pv?]. Tento zpisob je sice zdlouhavy, ale posky-
tuje soudasné i jednotlivé odchylky v;. Z jejich priibéhu usu-
zujeme, maji-li vlastnosti nahodilych chyb ¢i je-li na nich
patrny néjaky systematicky vliv (viz kap. V).

b) Neprimé cesta.

«) Z rovnic (1’) plyne
[pow] = 2ps (@i’ + by’ + o2 — L) = D(pasx’ + pibey’ +

+ pice’ —piki) (@i’ + by’ + e’ — ) = ([paa] 2 + -
+[pably’ + [pac]z’ —[pal]) '+ ([pab] #’+[pbb]y'+- [pbe] =’ —
—Ipbll) ¥’ + ([pac] =’ + [pbe] y' + [pec) 2’ — [pel]) =’ —
— [pal] z' — [pbl] " — [pel] 2" + [pll]-
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ProtoZe ', y', 2’ splnuji normalni rovnice, jsou prvni tii
¢leny rovny O a tedy "

[pvv] = [pll] — [pal] &' — [pbl] " — [pel] 2".  (21)

" B) Vyloudime-li z tohoto vzorce pomoci redukovanych

rovnic hodnoty «', 3, 2, dojdeme k novému vzorci. Protoze
jest '

[pab] , . [pac] , _ [pal]

T paa)? T [paa]® = [pea)’

bude, vylouéime-li 2/,

(8)

_ (pl] — (pat] P __ (1pbi) — [pat) P22 o —
[pov] = Cpll] — (pal] 2 — (i) — [pol] tpaa) ¥
. [pacly ,
— (tpetl—tpal) 22) 2

a zavedeme-li zkratky [pbl . 1] a [pel . 1] [srovn. (4') a (4)],
bude |

[pvv] = [pl] — E:Zli; —[pbl . 11y —[pcl.1]7.
Protoze je dale
y,+Lpbc.l] z,:[pbl.l] ()

| [pbb . 1] [pbb . 1]’
bude, vylouéime-li ¥,
o [pal?  [pbl.1}?
[pvo) = [pll] — 2 — o — ([el - 11—

[pbec . 1]\ ,
—[pbl . 1]. (pbb 1] z

a zavedeme-li zkratku [pcl . 2] [srovn. (5') a (5)], jest

oo [pal [pbl] ,
[pov] = [pll] — ¢ — oy — el 217
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A protoze

%

. . 2]
~ [pec.2)’
dostaneme koneény vzorec ve tvaru
[pall®  [pbl.1}  [pcl.2]?
= [pll] — — — ;
ool = P8 fpaa) " [pB 1] " [pos 2]

7. PFipad dvou neznamyeh a pFipad jedné neznamé.
a) V pripadé dvou nezndmych prejdou rovnice (1’) v rovnice

’

4

(8)

(22)

a;x’ + by’ — l; = v;.

Normalni rovnice jsou

[paa] &’ - [pab] y' = [pal],

[pab] & + [pbd] ¥’ = [pbi].
Redukované rovnice jsou

[paa] «* + [pad] y' = [pal],

[pbb . 1]y = [pbl. 1].

Stredni chyba m, = moVQ;I, my = mo]/Q_-zz, pri cemz @,
Qo 2 @9, @5 plynou z rovnic

[paa] @, + [pab] @y = 1,
[pab] Qn + [Pbb] Q12 = 0,

[paa] Qa + [pad] Qo = 0,
[pab) @y + [pbb] @y = 1,

nebo ze vzorcu

resp.

1 4 [ pab)
=+ St kde 4, — — P%)
U= aa) T ipee 17 M4 AT T (paay ®
. 1
Q”_[pbb.l]'

Soudet [pvv] se poéitd bud ptimo z odchylek v;, nebo neprimo
ze Vzorce
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[pvv] = [pll] — [[pall}zx’ —[— %z;blll ].z’ =
pa poc .
= [»ll] — — .
P2 [paa] ~ (pbb - 1]
Sttedni chyba pro jednotku vdhy plyne ze vzorce
[pv?]
n—2

2 .
mo—'

b) V pripadé jedné nezngmé prejdou rovnice (1’) v rovnice
ax’ —1l; = v;.
Norm4dlni rovnice jest [paa] 2’ = [pal].
Stredni chyba m, = moVQ;, kde @,; plyne z rovnice

1
a =1, ted = —.
[paa] @1, y €u [paa]

Soucet [pvv] dostaneme ve tvaru

[pvv] = [pl] —E%ﬁzx' =

Sttedni chyba pro jedndtku véhy plyne ze vzorce
| . . [p¥*]
O = pn—1"

Jesté jednodussi pripad, kdy a; = 1 (pfimd méfeni nestejné
vahy), vede ke vzorcim

e, 1 (ol
"=y =y l= =T

iz 11, (19 2

[viz I, (19)] LY

Nejjednodussi piipad — pfimé méreni stejné vahy — vede
ke vzorcum

(4] JUl

n

x =
) n

 Qu= —, [pw] = [pll] —
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[viz II, (19')] a
[vv]

n—1"

moz —_—

8. Redukece odchylkovych rovnic na linearni tvar.

Necht mezi méfenou veli¢inou m a nezné.myml X, Y, Z jest

vztah
(X, Y, Z;tu, w) = m,

kde ¢, », w jsou veli¢iny, jejichz hodnoty uréujeme pomoc-
nymi mérenimi. Ke kaZdé skupiné hodnot t&;, ug, wy, ¢ =
=1, 2, ..., n, méfime p¥islunou hodnotu m;. Méme tedy pro
tri nezndmé X, Y, Z rovnice

f(X» Y’ Z; ti’ U, ?.Ui) = my,

jejichZ pocet je n.
Obycejné zndme predem nebo ziskdme predem priblizné
hodnoty nezndmych (z,, ¥,, 2,) & hleddéme malé chyby =z, y, z,
jeZ nutno k pribliznym hodnotdm algebraicky pricisti, aby-
chom dostali sprévné hodnoty neznémych (X = z,+ =,

Y=yt 9, Z=12+2)

Predpoklédejme, Ze zndme takové piiblizné hodnoty, Ze
muzZeme v Taylorové rozvoji funkce f(z,+ z, ¥, + ¥,% + 2;
¢, u, w) podle rostoucich mocnin z, y, z zanedbati ¢leny dru-
hého a vyssich rddu, Ze tedy muZeme s dostate¢nou presnosti
pséti

)

f(x0+x! y0+ y9z0+z t u,W)_

== f(%o, Yo, 203 ¢, U, 'w)+( ) x + (6f) ( )

= d + ax + by + cz,

kde a, b, ¢, d jsou funkce ¢, u, w nebo konstanty.
PiSeme-li je$té ms; — d; = l;, mdme k uréeni x, y, z zase

» linedrnich rovnic
a;x + by + ciz = I, (1)
s nimiZ jsme se dosud zabyvali v této kapitole.
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9. Priklady na vyrovnani zprostfedkujicich mé&¥eni.
1. Uréiti stredni vysku zdvitu jemného stavéciho Sroubu.
Z4vity byly potteny olejem a otiStény desetkrét na papir.
Zmérena v kazdém pripadé vzddlenost krajnich otisténych
édrek na dvacetinu mm a zjiStén prislusny pocéet zdviti.
Dosli jsme k témto éislim

| podet zdviti
122 | 121 | 121 | 120 | 121 | 121 | 121 | 120 | 111 | 114
vzdélenost v mm

85,20]84,60( 84,60 83,90|84,45)|84,60|84,5583,96/|77,70| 79,85

Klademe priblizné stredni vySku zdvitu z, = 0,7 mm, pfesné
z = 0,7+ &, Tak dostaneme z prvni dvojice ¢isel odchyl
kovou rovnici
122 (0,7 + z,) — 85,20 = v;, nebo 122z, 4 0,20 = v,.

Stejné z ostatnich dvojic

12124, + 0,10 = v,, 1215, + 0,15 = v,

1212':0 '+" 0,10 — 'va, 1202':0 + 0,05 == 'vs

1202, 4- 0,10 = v,, 1114, 4 0,00 = v,

1212, + 0,25 = v;, 1143, + 0,15 = vy,

1212, + 0,10 = v,, |
Podle (III, 7b) bude 4, = [al] : [aa], pti tom [aa] = 142 2086,

[al] = — 144,20, tedy #,—=— — 0,0010. Odchylky v setindch
mm jsou
- +17,8; —2,1; —2,1; —2,0; +12,9; —2,1; +2,9; 417,0;
—I11,1; +3,6.

Odtud soucet ¢tverci odchylek je 438,06,
— | /438,06 : 3= 4 6,98 (v setindch mm).
A stfedni chyba vysledku
m, _ 698
Viaal J/ 142206

+ 1,9.10—2 (v setindch mm).
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Tedy vysledek
= 0,6990 mm - 1,9. 10—¢ mm.

2. Urdéiti konstanty Reichenbachova ddlkomeéru.*)

obr 4 -

Reichenbachuv ddlkomeér je
vodorovné ustaveny daleko-
hled, jehoZ nitkovy,kriz m4
tvar patrny z obrdzku 4. D4l-
komérem zamérujeme na svis-
le postavenou délenou lat a ur-
éujeme polohu horniho a dol-
niho vodorovného vldkna vuci
obrazu laté, jinak Fe¢eno uréu-
jeme Gteni pri hornim a dol-
nim vldknu. Rozdil obou ¢teni
ozna¢ime d. Z podoi)nosti troj-
uhelniktu pak plyne (z obr. 5),
vzddlenost laté od predniho

ohniska objektivu je timérna d [rovnd se (f :8).d = kd].
Vzdélenost svislé osy stroje od prednfho ohniska objektivu
se jmenuje mald konstanta c¢. Tedy vzddlenost D,laté od
svislé osy stroje je rovna ¢ + kd, kde k = f:s, velkd kon-
stanta, byvd blizka 100.

*) Srovnej Helmert, 1. c. str. 89—94.

Tabulka
d D a b l 8
1,2661 | 126,014 1 1,2661 + 0,047 2,3131
1,0830 | 108,029 1 1,0830 + 0,226 2,3080
0,8434 84,049 1 0,8434 40,014 1,8574
0,6002 60,069 1 0,6002 + 0,159 1,7692
0,3593 36,089 1 0,3593 -+0,076 1,4353
0,1183 12,109 1 0,1183 -+ 0,004 1,1223
[aa] [ab] (al] [as]
6 4,2703 + 0,525 10,7963



obrd

Maji se uréiti hodnoty ¢ a k ze Sesti dvojic hodnot d¢ a D;
sestavenych do 1. a 2. sloupce nisledujici tabulky. Prvni
a posledn{ dvojice vede k rovnicim

¢+ k.1,2661 = 126,014,
¢+ k.0,1183 = 12,109,
z nich# plyne k- 99,2, ¢ = 0,37.

Klademe-li ¢ = 0,37 + z, £ = 99,2 + y, plyne z prvni
dvojice hodnot d;, a D; vztah 0,37 4 x 4 (99,2 4 y) 1,2661 =
= 126,014, ¢ili

z + 1,2661y = 0,047.
. Stejné pro ostatni dvojice. Koeficienty a, b, I téchto rovnic
jsou sestaveny ve 3., 4. a 5. sloupci tabulky. V 6. sloupci
jsou vypoétena é&fsla 8; = a; + b; + I; a v dalSich sloupcich
potfebné souéiny a jejich souéty.

V.

bb bl bs v v?
1,6030 0,0695 2,9286 40,078 0,0061
1,1729 0,2437 2,4996 —0,112 0,0126
0,7113 0,0118 1,56665 -+ 0,082 0,0067
0,3602 0,0954 1,0569 —0,079 0,0062
0,1291 0,0273 0,6157 —0,013 0,0002
0,0140 0,00056 0,1328 + 0,043 0,0018
[bb] [bl] [bs] 0,03356

3,9906 0,4382 8,6991 ,
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Souétové kontroly
[aa] + [ab] + [al] — [as] = 0,0000
[ab] + [bb] + [b] — [bs] = 0,0001
ukazuji, Ze koeficienty normdlnich rovnic jsou vypodéteny
sprdvné. V dalsi tabulce je provedena redukce normélnich
rovnic se sou¢tovou kontrolou.

Tabulka VI.
z Y
6 4,2703 | 40,6256 10,7953
4,2703 |43,9905 | +0,4382 | 8,6990
4,2703 |4 3,9906 | +0,4382 | 8,6990
4,2703 |+ 3,0393 | 40,3736 7,6832.
0,9612 | 40,0646 | 1,0158

Z redukované rovnice
0,9512y = -+ 0,0646
plyne y = + 0,0679, a z prvni normdlni rovnice tedy
z = 0,0392. Odtud c¢—=- 0,409, k= 99,268.
V predposlednfm a poslednim sloupei tabulky V jsou
vypoéteny odchylky v;, jejich étverce a [vv] = 0,0335.
Podle vzorce
[vw] = (U] — [al] x —[bl] ¥
(viz III, 7a), uvdzime-li, Ze
[l] = 0,0841, [al] = + 0,5250, [bl] = + 0,4382,
x = 0,0392, y = 0,0679,
plyne [vv] = 0,0338.

Podle vzorce
[al]? [bl.1]%

" [aa] [bb.1]
uvéiime.li, fo

=
(viz III, 7a),
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[aa] = 6, [bl.1] = 0,0646, [bb.1] = 0,9512,

bude [vw] = 0,0338.
Pak [viz III, (207)] jest

mo = & "I/n[ﬁ]z =+ /10,0338 = + 9,2 . 10—

Odtud
_my_ _92.10—*

A protoZe
. 4, ___[ab]
On= [aa] T [bb.1] kde 4, = " [aa]’

bude @,, = 0,6992, tedy

my = m, /@1, = 9,2 . 10—2)/0,6992 = +- 7,7. 10~
Vysledek
c= 0,409 + 7,7.10—2,
k= 99,268 + 9,4 . 10—2.

Presnéji uréime obé veliciny c a k, jestlize ¢ zmérime pfimo.
Bylo zméreno 0,335 a nejistotu v této hodnoté odhaduje
Helmert na 0,003. Vypocet nezndmé k z nameéfenych Sesti
dvojic d; a D; provedeme za dvou riznych predpokladu.

x) Predpokldddme, Ze odchylkové rovnice maji stejnou
vahu. Pak prvni rovmice ¢ + k. 1,2661 = 126,014, klade-
me-li ¢ = 0,335 a £ = 99,2 4 y, prejde v 1,2661y = 4 0,082
a stejné ostatn{ rovnice. Koeficienty novych odchylkovych
rovnic jsou sestaveny v 1. a 2. sloupci tabulky VII. Ve
3. sloupei jsou vypoctena ¢isla 8y = b; + I4 a v dal8ich sloup-
cich potfebné souliny a jejich soucty. Souctova kontrola
[bb] + [bl] — [b8] = — 0,0001 ukazuje, Ze koeficienty. nor-
mélni rovnice 3,9906y = -+ 0,5876 jsou vypocteny spravné.
Odtud y = + 0,147, tedy ¥ = 99,347. V dal8ich dvou sloup-
cich jsou vypoéteny odchylky v;, jejich ctverce a [vv].
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Pabulka VII.

b l 8 bl bs v o8
1,2661 | 40,082 | 1,3481 |4-0,1038 | 1,7068 | 40,104 10,0108
1,0830 | 40,260 | 1,3430 0,2816 | 1,45646 | —0,101 102
0,8434 | 40,049 | 0,8924 0,0413 | 0,7627 | 40,075 56

10,6002 40,194 | 0,7942 0,1164 | 0,4766 | —0,106 9 112
0,3693 { +0,111 | 0,4703 0,0399 | 0,1690 | —0,058 34
0,1183 (| +0,039 | 0,1573 0,0046 | 0,0186 | —0,022 53

40,5876 | 4,5782 | 0,0417
Ze vzorcu

[vv] = (U] — [bl] y = [U] — [bI]* : [bb]

(odst. III, 7b) dostaneme [vv]= 0,0417, resp. 0,0416,
nebot [II] = 0,1281. Odtud

vo 0,0417
a
9.1.10—2
my:—mé: ’—_—_()—=i4,610_2
J/[0b] 1/3,9905
Vysledek

k= 99,347 - 4,6 . 10—2.

f). Oznacéime-li skuteéné chyby ¢isel D a d pismenem ¢ a ¢,
jest skuteénd chyba odchylkovych rovnic rovna ke’ — e.
Jsou-li pifslusné hodnoty stfednich chyb rovny m a m’, bude
¢tverec stredni chyby odchylkovych rovnic k2m'2 + me.
Helmert odhaduje m < 0,05, m’' = 0,002, takZe

m? < 0,0025, k*m'2 = 99,22.4.10—¢ = 0,039,

coz je skoro 16krit véts ner m2. Rozhoduje tedy o véze
odchylkovych rovnic v tomto pripadé ¢len k?m’2.

ProtoZze vdha je nepfimo imérnd étverci stfedni chyby a
podle provedenych zkousek je stfedni chyba m piimo

78



timérnd vzdilenosti laté, tedy priblizné piimo imérnd dél-
kam d, mizeme jako vahu kldsti veli¢inu 1 : d2. Ndsob{me-li
kazdou rovnici 1,2661 y = + 0,082 atd. odmocninou jeji
védhy, tedy veli¢inou 1:d = 1:b, dojdeme k témto rovnicim
o vaze vesmés rovné 1 (srovn. 11, 3):

y = + 0,065 y=+ 0,323,

y = + 0,240 y = + 0,309

y_+0058 y = + 0,330.
Z nich plyne y=}.1,325 = 4 0,221, k= 99,421. Pak
v = + 0,1566; —0,019; + 0,163; —0,102; — 0,088; —0,109;
[v] = + 0,001; [vv] = 813 . 10—%. Stejnd hodnota plyne ze
vzorce II, (19’). Pak

10—4 —
my = -+ V813 o _ =4+ 102|271 =452.10—2
Vysledek
k= 99,421 4 5,2 . 10—2.
3. Pro nezndmé z, y jsou diny tyto odchylkové rovnice
xj: y—l.;,: Vg, g == 1,2, o vy 2n,

v m rovnicich jest u y znaménko +, ve zbytku znameni —.
Vypocisti vyrovnané hodnoty neznimych a jejich stredni
chyby.

V tomto pripadé je [aa] = 2n, [ab] =0, [bb] = 2n,
[al] = [I]. Je-li s, a s, aritmeticky stfed hodnot /; pro ta ¢,
pro néz je v odchylkové rovnici u y znaménko + resp. —,
jest [al] = ns, + ns, a [bl] = ns, — ns,.

Normélni rovnice tedy jsou

2nx = ns; + ns,,
2ny = n8; — ns,.

r=1%(8 + &), y= 14 (8 — ).
Protoze [vv] = [U] — [al] x — [bl] y, [viz III, (21)], bude

[ov] =[] — 4 (8; + 8)*n — F (8; —8p)2n = [I12] — n (8,2 8,2).
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Tedy stiedni chyba m, pro jednotku vahy je

_ [2] — » (8,% + 85°)
My = £ 2 (m—1)

a strednf chyba vyrovnané hodnoty x a y je mov_2;
4. Dokaite,‘ie n odchylkovych rovnic
r+ by +cz—li=wv; ovazel, i=1,2,...,n

vede ke stejnym vyrovnanym hodnotdm pro nezndmé y, z
jako n odchylkovych rovnic t. zv. redukovanych:

{bi-—&]-}y—k{- [Z]} { —%]}=v,-’ové,zel,

1=1,2,...,n
Norméin{ rovnice k danym odchylkovym rovnicfm jsou

nr+ [bly +[c]z —[I] =0,
[b] z + [6%] y + [be] z — [bl] = O,
[e] # + [be] y + [c*] 2 — [cl] = O.

Odtud redukované rovnice prvnfho fddu budou

o gb_]*} {[b g [b][c]} { 410 } o
L (23)

r [b][c] [c]? [c][I]) _
yl[bC]— n} {[2]——} {[cl]— m }.—O.

Z redukovanych odchylkovych rovnic dojdeme k norméilnfm
rovnicim.,

BN [, B[ (€]
A - -4

Bl f, ] _
[{ Y ] =4 (23")

Y

AL
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f SCITARC) Y B
brotote o [y | Loy B

BN _ e g 101, [BF
[y = oo+ ] -

obr  [b]? bJ
- ey L
a déle
. L] __[cl(b]  [b]le] | [b]lc]
o] - w20,
_ rp Lb]le]
'—[bc]— n

podobnou tpravou ostatnich koeficienti dokdZeme, Ze rov-
nice (23) a (23’) jsou totozné.

Jak se v tomto pripadé vypoétou stfedni chyby nezné-
mych y a z? Podle vzorcu (16) jest

"‘“V[bb it [cc 2] ""’V[cc 2]’

[be . 1]
[bb.1]"

Veliciny [bb . 1], [bc . 1] jsou koeficienty u y a z v reduko-
vané rovnici prvntho féddu, t.j. v prvod z rovnic (23) nebo
(23'), a veli¢ina [cc.2] je koeficient u z v redukované
rovnici druhého rddu. Stfedni chybu m, pro jednotku
véhy vypocteme ze vzorce (20”) t.j. my= V[vz] : (n—3).
Pri tom soucet [v%?] je podle (21) roven [vv]= [U]—
— [I] * — [bl] y — [cl] z. Vylou¢ime-li odtud a z prvni nor-

pti demZ

B =—
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malni rovnice nx + [b] ¥y + [¢] z— [{] = 0 zase nezndmou z,
dostaneme

2
[vv] = [U] — [—g— — Yy {[bl] —[—l—];[é]} - {[cl] —

n

[l][c]}

nebo podle predchazejici ivahy

=] - -
-9

5. Z grafu, ukazujiciho pravdépodobnou vysku syna v za-
vislosti na vySce otce, byla vynata tato ¢isla (v palcich)

S = 65,7; 66,8; 67,2; 69,3; 69,8: 70,5; 70,9,
O= 62; 64; 65; 69; 70, 71; 72.

Predpokldddme-li mezi S a O vztah S = x + O, urdete vy-
rovnané hodnoty koeficienti z a y a jejich stredni chyby.*)
Normalni rovnice jsou

T+ 473y=  480,2,
473z 4+ 32 051y = 32 494,6.
Odtud
y = 0,622 4- 0,008, » = 33,3 + 0,5.

6. Pro casy T, T,, ..., Ty, vyjddrené ve dnech, byly uréeny
opravy hodin o0, ...,0,. Uréiti odtud opravu hodin
0o = x + yT pro libovolny ¢as T'; y je denni chod hodin.**)

Méreni vedou k rovnicimz 4+ y7T' —0; = 0,1 =1, 2, ..., n.
Normadlni rovnice jsou

nx + [T]y = [o],
[T] z + [T%] y = [oT].
*) Whittaker-Robinson, 1. c. str. 214.

**) P. Pizzetti: I fondamenti matematici per la critica dei
risultati sperimentali, Genova 1891, str. 136—138.
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Citdme-li T pro jednoduchost od stredu [T] : n, ktery polo-
zime rovny 0, prejdou norméini rovnice ve tvar

ne = [o] ,
[T%] y = [oT].

Stredni chyby budou tedy
My = My :Vﬁ, my = mo:V[_T?J.

Abychom vypocetli stiedni chybu opravy o= z + yT,
uzijeme vzorce [III, (16’)]. V uvaZovaném piipadé jest

1 1
/o:()» h=1, szT, Qu:',;: Q12=Q21=O, Q22= Ta

(T2
1 T
me = mol/ - + Za)
7. Mezi teplotou T ebonitové tyée a odeétenim z na stup-
nici je vztah

Tedy

2= A + BT + CT®.

Vyhledati koeficienty B a C a jejich stfedni chyby ze Sesti
dvojic méfeni.*)

Tabulka VIII.

z |12,47|15,28|18,27| 21,00| 23,81] 28,23
T |14,44]20,14]25,52] 30,30 | 34,92| 40,73

ProtoZe nezalei na vypodtu koeficientu 4, uZijeme postupu
vyloZeného v pifkl. 4, t. j. odvodime redukované odchylkové
rovnice. Aby koeficienty u C neprevySovaly mnohokrit
koeficienty u B a prosté ¢leny, délime kazdy stem a sou-
éagné misto C zavedeme nezndmou ' = 100C.

*) Srovn. B. Ku&era: Zékladové prakt. fysiky, II, str. 4.
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Tabulka

Y .2 R L) | VY N )} bra
n n n

—13,25 | —6,36 | —7,37 | —26,98 | 175,56
— 186 | —4,39 —4,56 | —16,50 | 57,00
— 217 | —193 —167 | — 567 | 471
+ 270 | +0,79 +116 | + 485 | 7,29
+ 7,23 +3,75 +307 | +1495 | 52,27
+1304 8,14 18,39 | +20,57 | 170,04
166,87

Normélni rovnice budou
466,878 + 256,99C" = 276,73,
256,998 + 144,38C" = 154,02.
Redukovand rovnice prvniho fddu

2,92C" = 1,69.
Odtud . i
C’' = 0,579, C = 0,00579, B = 0,274.

A stredni chyby
me = -+ 0,00088, mp = 4+ 0,049.

8. Ur¢iti methodou nejmensich étverca ‘prvin'ch pét koe-
ficienti ve Fourierové radé.

Odchylkové rovnice zde budou
a -+ bsin xx + ccos xx + dsin 23 + e cos 2x;, — lp = vy,

k=0,1,2,...,n—1. (24)
Jak vidime, je v tomto pfipadé vyhodné voliti z; = gﬁ k,
kde k=0, 1, — 1, t. j. uréiti I pro hodnoty x;,, jez

rozdéluji perlodu 27: na n stejnych dllu Normélni rovnice
budou
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b’c’ bl b’s c’c’ c’l c’s
+ 84,27 |4+ 97,656 |+ 357,48 40,45 |} 46,87 | 4+ 171,69
+ 33,14 [+ 34,43 (4 124,58 19,27 (4 20,02 | + 72,44
+ 4,19 |4+ 3,41 |4+ 12,30 3,72 |4+ 3,03 |4+ 10,94
+ 2,13|+ 3,13 |+ 12,566 0,62 |+ 0,924+ 3,87
+ 27,11 |+ 28,70 {4+ 108,09 14,06 |+ 14,80 | + 56,06
+ 106,16 |+109,41 |+ 385,69 66,26 |+ 68,29 | + 240,70
+ 256,99 |+276,73 |4+ 1000,60 | 144,38 |+154,02 | 4+ 555,40

an -+ b [sin xx] + c[cos xz] + d[sin 2x%] + e[cos 2xz] — [Ix] =0,
a [sin xx] 4 b [sin? 2] + ¢ [sin 2z cos z;] + d [8in xp 8in 2x:] +
+ e [8in xg cos 2x3) — [l sin z;] = O,
" 4 [cos 2] + b [cos 2z sin 73] + ¢ [cos 22x cos k) +
+ d [cos 2x; sin 2x;] + e [cos? 2x;] — [Ix cos 22] = O.

2 |
Zminéné volba hodnot = -;—’ k, k=0,1,...n—]1

zjednodusi posledni rovnice takto:

na = [lk], %n b= [lk sin x,,], {;n c = [lk CcoS t;tg],
Fnd = [l 8in 22;], inl = [I; cos 2x;]. (25)
Abychom to ukézali, uvaZujme o souétech

Vyraz 8, + iS,, kde i = +|/—1, bude roven
n—1 . 2n

Sy 408, = Den’,

k=0

coZ je geometrickd fada, jejiZ prvni ¢len je roven 1a podil

.2
el —
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Tedy 1 — gili2a

Zn
l—e 7
Protoze
etl2r — cos 2nL + i 8in 2nL = 1, je S, + S, = 0,
¢ili S;=8,=0.
., 27 '

Jmenovatel 1 — o neni roven nule, pokud L neni na-
sobkem éfsla n. Z toho je patrno, Ze na pf.

[sin § g 8in lyz] = — 4 [cos (I; + I,) 2z —cos (;, — ;) ] = 0,
pokud I, = I,, kdeZto pro I, = I, jest '
[sin? [, 2] = 4.

Stejné je
[sin I, 23 cos L] = 4 [sin (, + by) xe+ sin (I, — 1) 23] = 0,
a to at je I, & I, nebo I, = I,. ‘

Koneéné je
[cos I,z cos lyxg] = 4 [cos (I, + 1) xx + cos (I, —1,) xx] = 0,
je-lil, = 1,. A pro 1, =1, jest

[cos? [ x] = ¥n.

Oznaéime-li zase pismenem m, stfedni chybu pro jednotku
véhy, bude stfedni chyba veliéiny a rovna mo:V; a stfedni
chyby v8ech ostatnich koeficienti b, ¢, d, ¢ jsou rovny m(,Vﬂ

Veli¢iny @,,, @se, @33 atd. plynou totiZ z rovnic

=1 In@p=1 InQyx=1 atd

Tato tloha se vyskytuje v praksi casto. Uvddim na pft.:
Urcovani periodickych chyb v déleni kruhu, uréovéni perio-
dickych chyb mikrometrickych Sroubu, uréovéni vlivu bliz-
kych hmot na tdaje torsni vdhy podle zpisobu Schweyda-
rova.
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9. Urciti vyrovnané hodnoty pravouhlych souradnic (z; y)
bodu P, jestliZe byla zméfena se stejnou vahou jeho vzdéle-
nost od bodi (0; 0), (7; 0), (0; 6) a bylo naméfeno po radé
6,40; 4,47; 5,38.%)

Zvolime priblizné hodnoty z, = 5, y, = 4. Pak z rovnice
V6 + 2+ (@ + 52 —6,40 =0,
uvazime-li, Ze -
V41 4+ 102 + 8y + ... = |41 (1 + %0x+ ;TJ+
V‘H (1 + s+ Ay + -

plyne
0,78« 4+ 0,62y + 0,0031 = 0.

Stejné i druhé dvé rovnice

— 0,45z 4 0,89y 4+ 0,0021 = 0,
+ 0,93z — 0,37y -+ 0,0052 = 0.

Odtud vyrovnédnim podle metody nejmensich ¢tverci plyne

x=— — 0,004, y = — 0,002,
tedy vysledek

x, + x = 4,996, y, + vy = 3,998.

10. Na nékolika bodech, jejichZz pravoiihlé soufadnice
(x4; y;) zndme, byly méfeny smeéry k témto zndémym bodum
a k jednomu bodu, jehoZ souradnice (x; y) hleddme (hledany
bod). Jak postupujeme pti vypodétu vyrovnanych souradnic
x, y?

Nejprve vypocteme t. zv. smermky smeéru od daného bodu
na jiny dany bod, t. j. uhly, které sviraji uvazované smeéry
8 kladnym smérem osy -ové. Na pf. pro smérnik 0y, od bodu
(2,; ¥;) na bod (z,; y,) bude

27U

tg o = 2

*) W‘i;itta,ker-Robinson, L. c. str. 214—215.
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Protoze pri méreni sméri nemuZeme déleny kruh presneé
orientovati, na pr. tak, aby smér od stfedu kruhu k rysce 0°
sméroval ve sméru rovnobéiném s kladnym smeérem osy
z-ové, musfme k mérenym smérum S;, (s bodu (z;; %,) na bod
(z¢; y¥¢)) pripojiti t. zv. orientaéni konstantu o,, aby z rady
smeéru vznikla fada smérnfka, tedy
0y = 8y + 0, 0, = 03 — Sys.
JestliZe na pr. v bodé (z,;; y,), kromé sméru na hledany bod
(z; y) byl zaméfen jen jeden smér na néktery dany bod,
méme pro orientaénf konstantu o, jen jednu hodnotu. JestliZe
jsme zamérili nékolik sméri na dané body, méame pro orien-
taénf konstantu nékolik hodnot a jejich aritmeticky prumér
klademe jako jejf vyrovnanou hodnotu. Pfipojime-li pak
orientac¢n{ konstantu k sméru namérenému pri zaméreni na
hledany bod, dostaneme t. zv. orientovany smérnfk S,, s bo-
du (z,; ¥,) na hledany bod (zx; y).
Nyni vypoéteme pribliZzné souradnice z,, y, hledaného
bodu ze dvou orientovanych sméri, a to takto: Ze soufadnic
(z; 1), (%a; ¥3), z michZ oba orientované sméry vychédzej,

\

vypotteme vzddlenost téchto dvou bodia 8, = 20 _
| xa — xl . v -
= ———", pak ze sinové véty uréime strany 8,8y &
COS 05

koneéné ze vzorcu

Ty — Ty == 8,9 COB Sy, Yo — Y1 = 819 8in Sy,
nebo

To — Ty = 859 CO8 Sog, Yo — Yz = 859 8iN Sy

priblizné soufradnice z,, y, hledaného bodu a ze vzorce

' .?/O—yi
tgoi= o — X3

priblizné hodnoty smeérnfkd ¢'; z danych bodi na hledany.
Déle uvézime, Ze pro definitivni smérnik g; bude
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_ Y%+Ay—y
xo+ Az —z;’

kde Az, Ay jsou hledané opravy pfibliZnych soufadnic.
Odtud

tg o;

0; = arctg f:j: jg ~—- ‘::’
a rozvineme-li v fadu Taylorovu,
o; = arctg Z: :‘Z: +a; Az + b; Ay = o';+ ag Az + b; Ay,
kde
4y = — ?/o—‘zyi’ by = Lo — Zi

840
pri tom 8, je délka strany mezi bodem (z;; y;) a (7y; ¥,)-
ProtoZze definitivni smérnik o; se m& rovnati-orientova-
nému smérnfku Sy;, dojdeme k odchylkovym rovnicim

0; — Soi = a; Az + b; Ay + l; = v,
kde
li =0 ’i — Soi-
Z téchto odchylkovych rovnic podle methody nejmen-
8ich ¢tverci vypolteme neznamé Az, Ay a jejich stredni
chyby.



