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IV. 

VYROVNÁNI ZÁVISLÝCH M:EŘEN1. 

1. Vyrovnáni závislých měřeni (převedením na vy
rovnání zprostředkujících měření). Uvažujme o této 
úloze: Neznámé Xv X 2, "', X~, pro něž jsme naměřili hod
noty Ml' M2' .. " M~, mají přesně splňovati a podmínek 

Il(Xl , X 2 , "', X p ) = 0, 12(XV X 2, "', X~) = 0, ... , 
la(Xv X 2 , "', X p ) = O; (e > a). (1) 

, 

Obyčejně známe předem, nebo získáme předem, přibližné 
hodnoty neznámých XlO' X 20, •• o, xeo' takže 

Xl = x10 + Xv X 2 = x20 + x 2, "', X Q = X&?O + x(?' 

O opravách Xl' X 2, "', x~ předpokládáme, že jsou tak malé, 
že lze zanedbati již členy obsahující jejich součiny a čtverce, 
Pak z měření plyne e rovnic Xi - Mj = Xjo + xi - Mj - O. 
čili 

Xi -li = 0, kde li = Mi - x;o, i = 1, 2, "', (2. (2) 

Místo podmínek (1) můžeme psáti přibližně 

(Ol,) (Ol,) (0l,) 1.(Zt.o, x20, o •• , XPO ) + OZl OZl + oX
2 

oX'}. + ... + OX~ oXe= 0, 

nebo 

a'lxI + a'2x2 + . o. + a'Qx~ = a,o, g = 1, 2, "', a, (3) 

kde I 

a,j = - ,a"flo= -1,( XIO' Xoo,· o " XQo)' (Olg) 
OX; o 

Rovnice (3) mají býti splněny přesně, proto nejsou všechny 
neznámé nezávislé. Z rovnic (3) můžeme vyjádřiti na př. 
Xv X2' .•. , Xa jako lineární funkce neznámých Xa+l, Xa+2, 
• o o, x~, jejichž počet je e - a: 
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Xl = A ll xa+l + A12xa+2 + ... + A 1,()-aXQ + A IO, 

X2 = A 21 Xa+l + A 22 Xa +2 + ... + A 2,{)-aX" + A 20, (3') 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Xa = A a1xa+l + A a2xa+2 + ... + Aa,~aXCl + A aO • 

Máme tedy určiti e - a nezávislý~h neznámých tak, aby 
by 10 splněno pokud možno přesně (! rovnic: 

A llxa+l + A 12Xa+2 + ... + AI,(r-aXQ + A IO -ll = 0, 
A 21 X a+1 + "A 22X a+2 + ... + A 2,Q-aXe + A 20 -Z2 = 0, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .' . . . . . . . . 
A a1 x a+ I + A a2xa+2 + ... + Aa,e,>-axe + AaO -Za = 0, 

Xa +l -Za+l == O, 
Xa +2 -la+2 == 0, 
. . . . . . . . . . . . . . . 
X(} -le == o. 

(2') 

Protože počet nezávislých neznámých (e - a) je mehšínež 
počet těchto roVIŮc (e), nebude obecně lze nalézti takové 
hodnoty Za+l, X a+2, ... , xCl ' b.by všechny rovnice (2') byly 
splněny. At~ dosadíme za xa+b Xa+2, ... , x e jakékoli hodnoty, 
budou levé strany rovnic (2') rovny malým veličinám vi. 
Tedy 

AU Xa+l + A 12Xa +2 + ... + AI,~aX(} + AIO -ll == Vl, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
A a1 x a +1 + A a2xa+2 + ... + Aa,Q-axQ'+ Aao -la == Va' 

Xa+l -la+l == Va+l, (2") 
. . . .. . . . . . . . . . . . . . . 
Xe -l(! == v(!. 

Předpokládejme, že váha j-té rovnice je p;. Hodnoty vah 
odhadujeme v tomto případě obyčejně podle středních chyb 
měřených veličin M;, vypočtených přímo z měření, nebo 
}.>odle výsledků podobných měřeIÚ dřívějších. Máme-li důvod 
k úsudku, že váhy jsou stejné, klademe je obyčejně rovné 1. 

Tím bylo převedeno vyrovnání závislých měření na vy
rovnání zprostředkujících měření. Vyrovnané hodnoty· x' a+], 

91 



x' a+2, ... , x' ~ určíme jako v kap. III tak, aby byl minimální 
p 

součet ~ p;vl. Z podmínek pro minimum (derivace podle ne-
;=1 

známých x' a+l, x' a+2, ... , x' fl mají býti rovny nule) plyne 
e - a normálních rovnic, z nichž vypočteme nezávislé ne
známé X'a+l, X'a+2, •.• , x'~. Dosadíme-li tyto vypočtené hod
noty za Xa+l, Xa+2, ... , x~ do rovnic (3'); dostaneme vyrov-

, h dn t " , nane o o y X l' X 2' ... , x a· 

Střední chyba pro jednotku váhy plyne stejně jako v kap. 
III ze vzorce (20") 

mo = ± Ve--Jfe~-]-G) = ± V-[";_2] . (4) 

Lomená závorka značí součet členů pjVl pro všechny hod
noty. indexu j = 1, 2, ... , (j. 

2. Vyrovnáni závislých měřeni užitím korelá,t. Casto 
se však užívá při výpočtu vyrovnaných hodnot x' l' X' 2' ... , x' Q 

jiného postupu.·) Tyto hodnoty mají činiti součet 
fl Q 

~ Piv;2 = ~ Pi (x'; -lj)2 
j= 1 ;=1 

minimem a při tom mají přesně splňovati podmínky (3). 

Podmínka minima jest 
(! 

2 ~ pj (x'; -lj) dx'j = O. (5) 
j=1 

Ale protože veličiny XiI' .•• , x'Q musí přesně splňovati rov
ruce (3), nejsou přírůstky dx'j nezávislé, nýbrž musí vyho
vovati a podmínkám 

a'1 dx' I + a'2 dx' 2 + ... + agQ d x' Q = O, g = 1, 2, ... , tJ. (6) 

Z těchto rovnic a z podmínky (5) vyloučíme a závislých pří-

*) J. Vojtěch, 1. c. I, str. 411-413. - K. Petr, 1. c. str. 
414 418. 
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růstků a položíme koeficienty u nezávislých přírůstků rovny 
nule. 

Předpokládej me, že na př. determinant 

• 

.1= 

alh a12, ••• , ala 

a21, a22, ••• , a2a 

• 
I aa1, aa2, •.. , aaa 

=t= O . 

Násobme rovnice (6) po řadě koeficienty 2lc1, 2lc2, ••• , 2ka, 

& odečtěme je od rovnice (5). Bude 

Q 

~ {Pi (x'; -li) -lcl~i -lc2a2i - ... -14al'aj}dx'j = o. 
' .... 1 

Úrčeme tak koeficienty kl' k2 , ••• , ka, kterým se říká kore
láty, aby faktory II dx' l' ... J dx' a byly rovny nule. To je za 
uvedeného předpokladu o determinantu .1 možné. 

Pak ale zbývá podmínka 
(] 

Z {p, (x'; -li) - kla1; - k~ - ... - Ic,p,",,;} dX'i = O, 
j=a+1 

a protože přírůstky dX'~+l, ... , dx' Q jsou nezávislé, musí 
jejich koeficienty býti rovněž rovny nule. .. 

Celkem tedy musí býti 

Pi (x'; -1;) - klali - k2a2i - ... - k"a,,; == 0, 
j = 1, 2, .. o, [Jo (7) 

Levé strany těchto podmínek jsou parciální derivace funkce 

F = Pl (Xl -ll)2 + P2 (X2 -12)2 + o o o + Pf) (XQ -1f})2-
- 2kl (anxI + a l2x 2 + o •• + alexf] - a lO) -
- 2k2 (a21 Xl + a22x2 + o o • + a2Qx~ - a20 ) -

(~) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
- 2ka (aatx~ + a"0'2x2 + o o. + aagxf] - aao). 

Podmínky (7) tedy vypočteme, anulujeme-Ii parciální deri
vace prvního řádu funkce F podle proměnných Xl' x2, ••• , XQo 
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Zvolíme-li za přibližné hodnoty pro neznámé x' l' ... , X' fl 

naměřené hodnoty Ml' M2, ... , Me, jest Xjo == Mj, tedy 
lj == O. 

Z rovnic (7) plyne 
• 

I a 
x~; == - 2: kp,; + lj, j == 1, 2, ... , e. (7 /) 

P/g=l 

Tyto vzorce vyjadřují neznámé x' l' x' 2' ••. , x' rl pomocí ko
relát~, ... , ka. Dosadíme-li odtud za 'x' i do první z roVlŮc (3), 
~~ . 

a 11 . 
- (al1kl + a21k2 + ... + aalka + lIPI) + 
Pl 
a l2 + - (a 12kl + a22k2 + ... + aa2ka + l2P2) + 
P2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 
al() + - (alf/kl + a2Q1c2 + ... + aa(}ka + lepQ) - alO == O, 
PQ 

a uSJlořádáme-li jako lineární funkci korelát kl' k2 , ••• , ka , 

bude 

kl - + k2 - - + ... + ka < - a10 + [au,zi] = o. [
a li] [ava2i]" [al1~a;] 
~ ~ ~ 

Aby se vzorce zjednodušily, zavedeme pro převrácenou hod
notu vah zna(~ku qi == I : Pi a vynecháme druhý index j, 
podle něhož se tvoří součty naznačené lomenou závorkou. 
Pak bude předcházející rovnice a ostatní rovnice, které ply
nou, do~ad.íme-li do dalších rovnic (3): 

k,. [qaI
2] + k2 [qa l a'2] + ... + ka[qalaa]-a'lO + [all] == O, 

k~[qa2al] + k2 [qa2
2

] + ... + ka[qa~a]-a20+ [a2l] == O, (9) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
kl [qaoll1] + k2 [qaall2] + ... + ka [qaa2

] -aoo + [aJ] == O. 

Zvolíme-li Xjo == Mj, bude li == O a v rovnicích (9) odpadnou 
členy [all] == [a2l] =.":. = [aJ] == O. 
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, 

Těmto rovnicím se říká normální rovnice pro kore
láty. Z nich vypočteme koreláty na pře Gaussovým postu
pem (III, 2). Pak ze vzorců (7') plynou neznámé x'v X'2' , 
... , x Q' 

Výpočet normálních rovnic (9) pro koreláty se zase kontro
luje součtovou kontrolou. Připojíme ke koeficientům 
z rovnic (3), t. j. k číslům 

au, a l2, ... , aUh 

a2V a22, ••• , a2Q' 
.' ........... . 
aa1' a0'2' ... , aaC!, 

součty lednotlivých sloupců, 81, 8 2, ••• , 8Q , takže je 
a a 

81 = L:aul , 8 2 == L: a(12' atd. 
g=l g=l 

(10) 

Násobíme-li na pře sloupce (10) po i'adě čísly q1all , qill2' ... 
qealf1' budou součty v jednotlivých řádcích [qa1

2], [qa1a2], ••• , 

[qa1aa], [qa18] , a při tom 

[q~8] = [qa I
2

] + [qa1a2] + ... + [qa1aa]' 

Tak jsou kontrolovány koeficienty první normální rovnice 
pro koreláty. Podobně se kontrolují i koeficienty ostatních 
normálních rovnic, _pro něž 

[qa28] = [qa2a1] + [qal] + ... + [qa2aa], 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
[qaa8] = [qaaad + [qaall2] + ... + [qaa2

]. 

Koreláty ka-b ka-2' ... , kl se počítají vždy ze dvou různých 
redukovaných rovnic. Tím ověříme správnost výpočtu ko
relát. Správnost výpočtu neznámých x' l' x' 2' ... , x' f1 ze 
vZQrců (7') ověříme, dosadíme-li vypočtené hodnoty do pod
mínek (3). 

3. Výpo~et sou~tu [pvv). a) Součet [pvv], kterého potře
bujeme k výpočtu střední chyby mo pro jednotku váhy, mů-

95 



žeme počítati přímo z hodnot X'i; vypočteme odchylky 
Vi = x'; -l" čtverce Vj2, pak.součiny PfVl a utvoříme součet 
pro všechna i = 1, 2, o o o, (}o . 

b) Nepřímá cesta. 

lX) Užijeme-li vzorce (7), můžeme psáti 
Q 

[pvv] = 2, Pi (x'; - 1;)2 = 
. ;=1 

Q 

= L (kla]1 + o o o + ka4a;) o q; (kla]i + ... + ka4a;) = 
;=1 

= kl {kl [qalal ] + k2 [q~a2] + ... + ka [qalaá]} + 
+ le2 {~ [qaA] + le2 [qata2] + ... + lea [qa2aa]} + o.. + 
+ lea {lel [qaaal] + le2 [qaaa2] + ... + lea [qaaaa]}' 

Užijeme-li rovnic (9) a položíme-li lj = 0, bude 

[pvv] = alokl + a2Qk2 + . o • + aaoka. (ll) 

Můžeme tedy počítati součet [pvv].podle vzorce (ll) z hodnot 
korelát. . 

(J) Podobně jako ve výpočtu [pvv] (viz III, 6), můžeme vy
loučiti koreláty ze vzorce (ll) a z normálních rovnic (9). 
V tomto případě je místo [pll] nyní 0, místo koeficientů 
- [pal], - [pbl], - [pel] atd. je nyní + a lO' + a20, + aao, "', 
místo [paa] je nyní [qllt~], (t. jo koeficient u kl v první z rovnic 

. (9)), místo [pbb. 1], [pbl. 1] nyní [qa~'2 . 1], [a20 • 1] (koefi
cient u k 2 a prostý' člen v první redukované rovnici prvního 
řádu) a místo [pec. 2], [pel. 2] nyní [qaaaa. 2], [aso ' 2] 
(koeficient u ks a prostý člen v první redukované rovnici 
druhého řádu). 

Pak podle vzorce [III, (22)] plyne 

alo
2 [a20 • 1]2 [a30 • 2]2 

[pv·v] = -- + -+ ------ +.... (ll') 
[qala1] [qa2a2 • 1] [qa:P3 • 21 

z koeficientů a· prostS?ch členů normálních a rednkov'uných . rovniC. 
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4. St~ednf chyba lineárni funkce vyrov.naných hodnot. 
Chceme vypočísti střední chybu funkce tP = fo + flx'l + 
+ f2 X' 2 + ... + f(lx' (I. K tomu cíli musíme vyjádřiti cp jako 
lineární funkci měřených veličin Mi nebo veličin li. Bude 

(I (I a 

f/J = 10 + ~/jx'j = 10 + 2{/jqj 2kga"j + Ijlj} = 
;=1 ;;=1 ,,=1 

a 

= fo + L k [qa"f] + [fl]. 
g=1 

Zavedeme veličiny ""1' ""2' .. o, ha, které splňují rovnice 

~ [qa1tlt] + ""2 [qtlta2] + o o o + ha [qa1aa] = [q~/], 
kl [qa2a1] + h" [qa2a2] + o. o + ka [qa2aa] = [qaJ], (12) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
~ [qaaa~] + k2 [qa·atl2J + ... + ha [qaatlaJ = [qaal] o 

Násobíme-li rovnice (9) po řadě čísly hl' ~, . o o, ha, sečteme-li 
a přihlédneme-li k rovnic;m (12), dostan,Jm'e 

a 

kl [qa1/J + k2 [qaJ] + . o o + ka [qaa/J = 2 ku [qa"f] '= ~oht + 
u=1 

+ aooh2 + ... + aaoka - kl [a1lJ - k2 [a2l] - ... - ka [a~l], 

tedy 
f/J = 10 + alokl + aooh2 + . o 0+ aaoka + 

(I 

+ 2 (/; - kl~i - h2a2j - ... - katlal) li· 
j=1 

Protože střední chyba j-té z rovnic (2) je rovna mo : VP;: 
bude podle vzorce [I, (12")] čtverec střední chyby funkce f/J 
roven 

(I 

m~2 = mo2 L q; (/j - hlad - h2a2i - o. o - haaa;)2. (13) 
j=1 

Vzorec (13) můžeme ještě upraviti takto: 
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~ 

"2 qj (f; - hlav - ... - "'tIlaj) (Jj -hlad ---' ... - hcPa;) == 
;=1 

= [q//] - 2hl [q/a1] - 2h2 [q/~] - ... - 2ka [qlaa] + 
+ hl {kl [qalal ] + h" [Qaxa2] + ... + ha [qalaa]} + 
+ h2 {~ [qa~l] + k2 [qa2a2] + ... + ka [qa2aa]} + 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
+ ha {kl [qaA] + k2 [qaaa2] + ... + ha [qacPa]}o 

Užijeme-li vzorců (12) a sloučíme-li, jest 

tedy 

g 

~ qj (I, - klal ; - h,~2j - o o • - kalLaj)2 = 
j-I 

= [qlIJ - kl [q/al ] - ~2 [q/a2] - o • o - }"a [q/a·a], 

m",2 = mo2 {[qlf] -hl [qlal ] -h2 [q/a2] -. o. - ha [q/aa]}. (13') 

Podobně jako v (III, 6) o výpočtu [PVV], můžeme vyloučiti 
veličiny kl' h", o o o, ka ze vzorce (13') a z rovnic (12). Jen místo 
p je nyní q, místo I jest I a místo a, b, c, ... je nyní~, a2, a3 , o o • 

Místo vzorce [III, (22)] bude tedy 

m.2 = m~2 (q[/f] _ [qa1/]2 _ [qa2/_o __ I]~ _.~qa31 -~~ _ o o 0)0 
[qalal ] [qa~2 o 1] [qtzA .2] 

. (13 N
) 

Při tom [q~al]' [qal/] jest koeficient u kl a prostý člen v prVlÚ 
z rovnic (12), [qa2a2 o 1], [qaJ o 1] je koeficient u k2 a prostý 
člen v příslušné první redukované rovnici prvního řádu, 
[qaaa3 • 2], [qaJ . 2] je koeficient u ka a prostý člen v první 
redukované rovnici druhého řádu atd. 

J~e-li na pře o jedinou podmínku 

a11 Xl + al2x2 + o o. + alC?xC? = a lO' 

bude také jediná veličina kl a příslušná rovnice (12) jest 

hl [qal~] = [qaJ] , 

takže čtverec střední chyby lineární funkce vyrovnaných 
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hodnot f/J = fo + fl X'I + fix' I + ... + I (lx' (l bude podle vzor
ce (13') nebo (13") roven 

mti/I. = mol { [qlIJ - [qllt/J
I

}. (14) 
[qlltllt] 

Nechť jde o (J podmínek tvaru 

X'l + y'l + Z'l = lito, 
X'I + y'2 + Z'2 = a." 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
, + I + ' . X a Y a Z a = aoo , 

(15) 

..c.h vv , h l:Č • ví ,,, '" 
v~ y merenyc vell ID oznac me Pl' Pl' P 1; Pa, P 2' P 2; ... ; 
Pa, p' a, p' a· Chceme určiti střední chybu výrazu 

a 

fP = 10 + ~ (fflx' (/ + I' ,y', + I",z",). 
(/=1 

Zavedeme čísla kt, ks, ... , ha, která splňují rOVlŮce (12), 

h, (qfl + q', + q",) = (q,l" + q' fil', + q" ,I",), 9 = I, 2, ... , (J. 

Pak ze vzorce (13') plyne 

m.2 = mol,iJ(q'li + q',/"z + q",j",I) -

_ (q,t, + q',t;, + q:,t",)2}. (15') 
(q, + q , + q fl) 

Chceme ještě vyPOČísti, jaká je průměrná hodnota poměru 
váhy měřené hodnoty k váze vyrovnané hodnoty. Označíme 
váhu měřené hodnoty M; písmenem P; & váhu (střední chy
bu) vyrovnané hodnoty x'; písmenem Pi (m;). Máme tedy 

v.· • v h dn t I f Pi urcltl prumernou o o u - ~ p . 
e ;=1 ;. 

Protože pl. = m~ a podle vzorce (13') jest 
1 mo 



bude 

a 
fl Pi -' Q (! (! . 

~ P. = fl - Z ~aJj- 2 h2a~ - ... - ~ hclla;· 
;=1 , ;=1 ;=1 ;=1 

Při tom podle vzorců (12) jest 

h1[qa1a1] + h l [qa1a2] +. · · + ha[qa1aa] = q;a11, 

kl[qa~J + k 2[qa2a2[ + · · · + ka[qa~a] = qPIi' 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

k1[qaaal] + ha[qaaa2] + ... + ka[qaclla] = q,-Q,aj' 

Odtud na· př. 
qPt,oQ,lj, [q~a2]' ... , [qa1aa] 
qP21oQ,Jj, [qarz2] , . o ., [qa~a] 

I ' • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 'I 
q,-Q,aPJj, [qaaa2]' ... , [qaaaa] I 

kde .d' je determinant předcházející soustavy lineárních 
rovnic; tedy 

I 
[q~al]' [qal a2], ... , [qa1aa] i '''lali =.-!, [qQýJ~], [qa~2]' .. o, [qa~a] = 1. 

j~ L1 I o o o •••• o • o o o • o ••••• o • 

; [qaclll]' [qaaa2]' ... , [qaclla] I 

Podobně 

Q (! (! p' 
;;'k.p"JJ = 1, "" ;?lktPaf= 1, tedy j?l ~ = e - (J. 

Počet sčítanců Pi: P; jest e. Průměrná hodnota poměru 
váhy měřené hodnoty k váze vyrovnané hodnoty jest tedy 

~ i Pi = e - (J • (16) 
e ;=1 P'j (! 
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ó. Pffklady na vyrovnáni závislých měfeni. 1. V troj
úhehúku ABC byly měřeny úhly A = 61° 07' 52,00", 
B = 76° 50' 54,00", 0= 42° Ol' 12,15". Jejich váhy jsou po 
řadě 3, 2, 2, sférický excess c' = 2,11". Provésti vyrovnání. 

Označíme-li opravy úhlů Xl' X 2, Xa, má býti 3X1
2 + 2X2

2 + 
+ 2xa2 minimální a při tom má býti přesně splněna podmínka 

Xl + X 2 + Xa = + 3,96". (17) 
}"unkce 

F = 3X1
2 + 2X2

2 + 2xa2 - 2k1 (Xl + X 2-+ Za - 3,96") 

nabude minima, když . 

1 oF __ 1 8F _ 1 8F _ O 
"2 oX

l 
- 2 OX

2 
- 2 OXa - , 

tedy když 
3x' I = kl' -2x' 2 = lel' 2x' a = lel; 

dosadíme-li do rovnice (17), bude ~ (t + t + t) =+3,96". 
To je normální rovnice, kterou bychom mohli přímo napsati 
podle první z rovnic (9): lel [qal~] = alOe Odtud lel = 2,97". 

Pak 

X~l = tlel = + 0,990", X'2 = tkl = + 1,485" . x's· 

Vyrovnané úhly budou: 

A + X'l = 61° 07' 52,990", 
B + x' 2 = 76° 50' 55,485", 
O + x's = 42° Ol' 13,635". 

Střední chyba pro jednotku váhy je mo = ± V[pvv] : 1, kde 
VI = x';~ tedy [pvv] = 3X'12 + 2X'22 + 2x'a2 = 11,7611. Po
dle vzorce (ll) je [poo] = alokt = + 3,96" . 2,97" = 11,7612. 
Pak mo = ± 3,43". 

Ctverec střední chyby pro Xl je podle vzorce (14), do ně
hož dosadíme 10 = 12 = ... = Ifl = O a 11 = 1, roven 

2 2 { . q12 } _ m 2 ql (q2 + qs) mZ1 = mo ql - - o , 
ql + q2 + qs ql + q2 + qs 
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odtůd 
z t 2 • 1 2" m~l = ?no, mZt = ± ,7 . 

Podobně je 

m,'I. = mo2 ql (ql + qa), m,= tmo V5 = ± 1,92" = mz• 
qt + q'l.+ q3 

To jsou střední ohyby vyrovnaných úhlů uvažovaného troj
úhelníka .. 

Můžeme je vypočísti také přímo takto: Jsou-li AA, AB, 
AC skutečné chyby úhlů A, B, C a tedy 

• o , ISO +B -A-B-G 
~=-----------------

ql + ql + qs ' 

bude skutečná chyba ve vyrovnaném úhlu .A + x' I rovna 

AA _ A.A + L1B.+ L10 ql = 
, ql + q'l. + qa 

(q2 + q8) AA - ql AB - ql AG 
-

q1 + q2 + qa . 

. mo mo 
A protože střední hodnoty LlA, LIB, LIG JSOU VP"ľ VP2' 

V
1no čili m., Vq1' moVq'l.' moVqa, bude čtverec střední chyby vy

Pa 
rovnaného úhlu A + X'l roven podle vzorce [I, (12")] 

'I. 

(g1 + ';: + ga)1 [(g. + ga)! g1 + g12q. + g12qal = 

= mo2 qt (ql + qa) . 
ql + ql + qa 

Podobně jest čtverec střední chyby pro vyrovnaný úhel 
B + x' 'I. roven 
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a pro úhel C + x' 3 jest 

ma" qs (ql + q,,) 

ql + q2 + qs 

Váhy vyrovnaných úhlů jsou po řadě rovny 

~+~+~ ~+~+~ ~+~+~ 
ql (q2 + q3) , q2 (ql + q3)' q3 (ql + q'lJ . 

V uvažovaném zvláštIÚm případě budou rovny číslům 4, 
~,l..!. / 

2. Na stanovisku bylo měřeno n úhlů lXl , cX2, •• " lX
'
h tvoří- ( 

cích dohromady plný úhel. Jaká je váha jednotlivých vy
rovnaných úhlů, je-li váha každého měřeného úhlu rovna p? 

V tomto případě je 
F = pXl

2 + pX2
2 -t-- ... + PXn2 -

- 2k1 (Xl + X 2 + ... + X n - a10 ), 

kde alO == 3600 
- lXI - cX2 - ••• - lX". Pak , 

" I kl 
Xl == X 2 = ... == x" == -, 

p 
a dosadíme-li do podmínky x' 1 + x' 2 + ... + X'" - a lO == O, 
bude 

lel == alOP a X~ I == X' 2 = ... = X' ft = a10 
• 

n n 
Střední chyba pro jednotku váhy je 

rt"o = ± VP (x? + x? + X',,2) = kl V: = aloV = · 
Abychom vypočetli čtverec střední chyby vyrovnané hod
noty Xi (a vyrovnaného úhlu exi + Xi), položíme ve vzorci 
(14) /; == 1 a místo ostatních I klademe O. Pak 
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tedy 

Vn -=- 1 G lO 1/ m:zj = ± mo pn = ±n 11,-1. 

Váha vyrovnaného úhlu bude pn: (11, - 1). 
Střední chybu vyrovnaného úhlu (Xi + x', můžeme počÍ. 

tati také pnmo: .. 
.' 3600 

- (Xl - lX2 - ••• -- lX" 
{Xj + X j = CXj + ----------

11, 

360
0 

_ {Xl _ lX2 _ ... _ {Xj-l + n - 1 (X, _ 

~ 11, n 11, 11, 1 

11, 11, 

Protože střední chyba jednoho měřeného úhlu je m,o: Vp, je 
střední chyba vyrovnaného úhlu (Xj + X'i podle vzorce 
[I, (12"] rovna 

V
I (11, - 1) (n ~ 1)2 T- Vn - 1 

m - + -= mo . 
o 11,2 P 11,2 P pn 

3. Mezi body Bt:est, Greenwich a Paříž byly v r. 1872 
určeny tyto rozdíly zeměpisných délek: 

Brest-Greenwich ... . 
Greenwich-Paříž .. . 
Brest-Paříž ....... . 

17m 57,154,8 váha 10, 
9m 21,120,8 váha 7, 

27m 18,190,8 váha 9. 
/ 

Určiti jejich vyrovnané hodnoty, jejich středIÚ chyby a 
váhy nejprve obecně a pak číselně.·) 

Označíme délkové rozdíly 

WB_O = Wl + Xl' WQ-P = W2 + XS, W B_ P = Wa + Za, 

má býti 

Wl + Xl + W2 + XI. = Wa + Xa ' tedy Xl + X2 - Xa = GlO' ---
*) Wright-Hayford, 1. c. str. 166. 
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kde 

Funkce 

F = Pl%12 + P2X22 + PaZs2 - 2k1 (Xl + X 2 - Xa - a10), 

odtud 

Dosadíme-li do rovnice 
a 

x, + x' x' a bude kl = 10 1 2 - a = 10' 
ql + q2 + qa' 

tedy 

X/a = _ a10qa 

ql + q2 + qa 

V uvažovaném zvláštním případě jest 

• 

kl ~ 0,2378, x' 1 = - 0,0248 , x' 2 = - 0,0348, x' 3 = + 0,0265 

a tedy vyrovnané hodnoty délkových rozdílů jsou 

17m 57,1308 ; 9m 21,0868 ; 27m 18,2168 • 

Střední chyba pro jednotku váhy bude 

mo = ± VP1 X/
1

2 + P2X'22 + Paxa'2 = 
= ± Vl,994 . 10-2 = ± 0,1418 • 

Podle vzorce (ll) je 
~ 

[pvv] = alokl = 1,991 . 10-2 • 
. , 

Jako v 1. příkladě jsou střední chyby vyrovnaných veličin 
, I , 

X I' X 2' X 3 rovny 

m V q1 (q2 + qa) m V q2 (ql + qs) m V qa (q1 + q2) 
o q1 + q2 + qa ' o q1 + q2 + qa' o q1 + q2 + qs 
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a váhy daných délkových rozdílů jsou 

ql + q2 + qa 
ql (q2 + qa) , 

ql + q2 + qa 
q. (ql + qa) , 

ql + q2 + qa . 
qa (ql + q2) . 

V uvažovaném číselném příkladě jsou střední chyby ±O,0388
, 

~O,0418, ±O,039R a váhy po řadě ~3, 2f'g8, 2řt'. 

c 4. V trojúhelníku ABC (obr. 
6) jsou vnitřní úhly měřeny 
s vahami Pl' PI' Pa· Je-li dána 
délka strany AB = c, o které 
předpokládáme, že je bez chy
by, a je-li m"střední chyba pro 
jednotku váhy, jakájerelativ-

IÚ střední chyba délky a = BC 
ft, výšky ve~ 

A ____ -.::c=----'-_~ B Označíme-li úhly A, B, O 
a jejich opravy Xl' x2, xa, bude 
jako v 1. příkladě 

obr. 6 

F = PI Zl
2 + P2Z 2

2 + P3X3
2 

- 2kl (Xl + X 2 + Z3 -aIO)' 
• 

kde 
a10 = 180 + c' - A - B - o. 

Hledáme především střední chybu veličiny 

c . A a=-. OSIn. 
SIn 

Jsou-li L1A, L1B, L10 skutečné chyby v úhlech A~ B, O a jest
, liže skutečnou chybu v a označíme L1a, jest 

Lla =:: LlA + ~8inC. 
A protože 

oa c 
BA - sin O cos A = a cotg A, 
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• 

~ - - sin~ C sin A cos C = - II cotg C, 

hude, zavedeme-li zkratky 

Cl = cotg A, Cz = cotg B, Ca = cotg 0, 

relativní chyba 
Lla 

f/J = - = Cl JA - Ca LJO. 
a 

Protože tedy jde o střední chybu výrazu Cl x' 1 - CsX' a' stačí 
použíti vzorce (14), kde položíme /1 = ~, f2 = O, /a = - Ca. 
Bude tedy 

m 2 = m 2 {q C 2.+ q r_2 _ (q1c1- qSCa)2}. 
• • o I I S~3 ql + q2 + q8 

Pro Pl = PI ....:-. Pa = 1 hude 

m.2 = mol {~I + es2 ._ (~ -; Ca)2} = 2i2 (~2 + ~es + es2). 

Jde-li o trojúhelník rovhostralUlÝ, je .. 

a tedy 

o 1 
~ = es = cotg 60 = Va 

mf/) = mo Vi· 
Chceme ještě vyhledati střední relativní chybu ve výšce 

C • A . B v = .. ...- sin S 111 • 
C sin C 

V~omto případě je 

Llvo = Cl LJA + C2 LJB - Ca LJC. 
- Ve 

Půjde tedy o střední chybu lineárního výrazu 

fP1 = ~X'l + C2X'2 - Cax'ao 

, 
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Užijeme-li zase vzorce (14), hude 

m 2 = m 2 { q C 2 + q C 2 + q r_2 _ ~qlCt t_ Q2c2 - q3Cs)2}, 
(1)1 O, 1 1 2 2 a"'., ql + q2 + qa . 

Je-li uvažovaný trojúhelník rovnoramenný a měříme-li oba 
úhly při základně stejně přesně, jest Cl == ~, Pl == P2 a tedy 

m 2 = m 2 {2q C 2 + q C 2 _ (2qICl-Q3Ca)2} = 
~1 o II 33 2~+~' 

_ 2 2 (Ct + cara _ 2 2 (Cl + C:J)2 

- mo qlqa 2q1 + qa - mo Pl + 2P3 . 

V tomto případě je 

Cl == cotg A = cotg (90 - tO) = tg tO, • 
takže 

_, . l-tg2 tO 
Cl + c3 == tg lC + cotg ° == tg tO + 2 tg tG == 

1+tg2tO 1 
- ==., 

2 tg ta sin a 
tedv .. 

mo V 2 
m(l)l == sin ° Pl + 2Pa . 

5. Od vrcholu Po je veden podél poledníku bodu Po řetěz a 
trojúhelníků (obr. 7), s vrcholy Pl ,P2' ... , Pa + b V nichž byly 
měřeny všechny úhly se stejnou přesností. Jaká je střední 
chyba: a) ve straně 811 == PgPg+l; b) v úhlu, který svírá 
strana 8g s poledníkem bodu Po; c) v průmětu PoFa+l čáry 
POPI ... P a+ 1 do polednfku bodu Po.·) (Výpočty provád~ti 
jakoby body PIJ P2, ••• , Pa+l ležely v rovině.) 

Délku POPl označíme 80 a předpokládáme o m, že byla 
změřena bez chyby. Měřené úhly v g-tém trojúhelníku jsou 

Ilo) A. R. Charke: Geodesy, Oxford 1880, str. 225-227. 

108 



Ag, Bq, eg a jejich opravy 
xg, Yg, z,. Podmínka, Z g
tého trojúhelníka bude 

xg + y" + Zg == ago, (17') 

kde 

an. 1800 -A,-Bg-Cg. 

Funkce F je v tomto pří
padě 

a 

F = 2: (xg
2+ y,l+ Z(2)-

,=1 

- 2kg (Xg + yg + Zg - a,o)' 

Anulováním derivací podle 
I ' , Xg, Yg, Zg P yne x',= Y g= 

== z' g = kg. Dosadíme-li do 
podmínek (17'), bude 

, , , -1n 
Y o == x g == z g == rgO' 

tedy vyrovnané hodnoty 
úhlů v g-tém trojúhelníku . 
JSou 

Ag+ x'" Bg+ y'" Og+ z',. 

P, 

obr: 7 

Označíme-li střední chybu pro jednotku váhy (t. j. v jednom 
měřeném úhlu) písmenem mo, pak podle vzorce (15'), kde 
klademe na př. 19 == 1 a ostatní I rovna O a qg = q' g == 
== q"g = 1, plyne střední chyba ve vyrovnaném' úhlu 

V qg v-
mo qg-q,+q'g+q"g == mo i· 

a) Abychom odvodili vztah mezi skutečnými chybami 
L1Ai, L1B" i == 1, 2, ... , g a příslušnou skutečnou chybou 
strany 8g, vyjdeme z věty sinové 
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sin Bl sin B2 ••• sm B, 
8, = 80 . A . A . A . sm I sm 2 ••• sIn , 

Al jest úhel proti dané straně 80, Bl proti první hledané 
straně Sl atd. 

Ze změněných hodnot úhlů bychom vypočetli 

L1 _ sin (Bl +L1BI) sin (B2+L1B2)··· sin (B, + L1~,) 
8(/+ S, - 80 sin (Al +~Al) sin (A2+L1A2) •• • sin (A,+L1A,) . 

Logaritmováním plyne odtud 
, 

log (s, + Lls(/) -log 80 = 2{log sin (Bc + LlBi) -
i=1 

--log sin (Ai + AAd} 

a z předcházející rovnice 

" lo'g 8(/ - ~og 80 = ~{log sin Bi -log sin Ad, 
i-I 

tedy 
fl 

log (Sg + A'~(l) -log 8(/ == 2 {log sin (Bi+L1B,)-log sinBd
i=1 

Rozdíl 

(/ 

- ~ {log sin (Ai + JA i ) -log sin Ai}. 
i=1 

8, + .18, 
log (8, + L1s,) - log 8, = M log --

s, 

:=:' M log 1 + - ~ M . - . ( 
L1S,) L18(/ 

8, 8, 

Označíme-li značkami dAt, dB, tabulkové diference pr() 
log sin a jednu vteřinu v místě .Ai, resp. Bi, jest 

log sin (Bi + L1B,) -log sin Bi ~ LlB'i "Bi 

log sin (Ai + L1A,) -log Rin A,~ L1Ai ~Ai, 
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tedy 
Lis, 1 ~ 'A tA) - = M ~ (L1B, ~Bi - L1 i o ,. 
8, i .. 1 

Půjde tedy o střední chybu výrazu 

cp = Lis, = Ml i (y', ~Bi - x', t5A i ). 
s, ,=1 

Užijeme zase vzorce (15'), v němž klademe 

q, = q', = q", = 1, ff ='- ~Ai, /" = + ~Bi, /", = o. 
Pak 

'm 2 = mo2 i {~A,2 + ~B,2 _ (-Mi: 6Bd
2
} = 

fP M2i=1 

m 22 ' = ~- ~ (t5A·2+ t5A·~B·+ ~B·2) 
M I 3.~ " '1." I· 

'1.=1 

Tedy střední relativní chy~a ve stra.ně 8, jest 

(18) 

Při tom LlA" AB" L10, a tedy i mo značí počet vteřin, tedy 
prostá čísla. \ 

b) Označíme-li úhel, který svírá strana 80 s poledníkem 
bodu Po, písmenem lXo (azimut bodu PIJ čítaný od severu 
přes východ na západ),. bude 

azimut směru P1P2 roven lX1 = 1800 + lXo + Cl' 
azimut směru P2Pa jest lX2 = - 1800 + eX1 - O2, 

azimut směru PsP, jest lXs = 1800 + eX'/, + 0 3 , 

azimut směru P,P" jest eX, = -1800 + eXa - C4, 
, ' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

azimut směru P,P"+1 jest 

eX, = (-1),,-1 1800 + ~g-l + (-1),,-1 au' 
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Odtud 

{ 
00 

01." = 1800 + 01.0 + C1 - O2 + C3 - Of. + ... + (-1)"-1 O"' 

V . klad {O°. 1· {SUdé e vzorCI eme 1800' J e- I 9 liché· 

Předpokládáme-li, že azimut první strany (<Xo) byl změřen 
bez .chyby, bude skutečná chyba v (x, rovna 

LlťX, = LlGl - LlG2 + ... + (- 1)'-1 LIGu. 
Půjde tedy o střední chybu výrazu 

fPl = Z'l- Z'2 + ... + (- 1)'-1 z'"' 
a užijeme-li vzorce (15'), plyne 

mfJ)1
2 = m02 (tg); 

střední chyba v <x, bude proto rovna 

mo Vtg· . 
c) Průmět 

PoJ'a+l = 80 cos <Xo + 81 cos <Xl + ... + 8a cos <Xa· 

Skutečná chyba v průmě~u PoFa+1 je rovna 
a 

~(Ll8" cos C'Xg - 8, sin <X, LlťX,). 
1=1 

Viděli jsme, že 

8, ~" 
LlSg = M i~ (dBi LIB. - dAi L1At ), 

LlťX, = LlGI - LlG2 + ... + (- 1)'-1 LIG", 

tedy skutečná chyba v průmětu PoJ'''+1 je 
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Označíme délky průmětů od Fl do Fa+l, t. j .. 81 cos <X1 + 
+ ... + 8a cos ~a písmenem Pa a délky průmětů do přímky 
kolmé kpolednťku, t. j. 81 sin ~1 + ... + 8a sin ~a, písmenem 
Qa (pro a = I, 2, .. " a). Pak můžeme psáti skutečnou chybu 
v průmětu P;Fa+l: 

A Pa A A Pa - Pl + 
(~BlLJBl-~.AlLl.Al) M +(~B2LJB2-~A2LJA,,) M 

- -
LI .A LI Pa-P'l 

+(~Bs Bs-~ S .AS) M + ... + 
Pa-Pa-l -+ (~BaLlBa-~Aa LlAa) M - Qa LlGl + 

( 

- - --+ (Qa - Q1) LlG2 - (Qa - Q,,) LlGa+ 

+ ... - (Qa - Qa-l) (- I)a-l LIGa. 

Půjde tedy zde o střední chybu výrazu 

ť/J2 = (- x'l~Al +y'It5Bl ) Pa - z'lQa + 
M 

- -
'~.A '~B Pa-Pl , Q Q +(-X"u 2,+Y"U,,) M +Z,,( a- 1)+ 

, ..QA ' ~B Pa - P" , '(-"Q Q ) + + (....;-. X SU 3+ Y aU a) M - Z 3 a - " 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
, ~.A '..QB Pa - Pa-l + (- X aU a+ YaU a) M -

- Z' a (Qa - Qa-l) (_l)a-l. 

"Protože qg = q'g = 'q", = I, bude podle vzorce (15'): 

m.,1 = mo2 1/; {<ll + 1'1/2 + l"i) - <11/+ 1';+ f"1/}} 

Další výpočet se doporučuje prováděti číselně. 
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B. V řetězci pěti podobných rovnorameWlych trojúhelníků, 
v nichž úhly při vrcholech jsou 38° a úhly při základně 71°, 
je dána základna 80 prvního trojúhelníka. Je-li mo střední 
chyba jednoho měřeného úhlu a předpokládáme-li, že byly 
měřeny všechny úhly v trojúhelnících a že byly vyrovnány, 
jaká je relativní střední chyba strany 8r;~ 

Podle vzorce (18) je středrú· relativní chyba strany 8 5 
rovna 

Protože <538° == 26,9. 10-7, <571°== 7,2 . 10-7, bude 8třednÍ 
relativní chyba strany 8 5 rovna 1,31 . 10-6mo. 

O 7. Ve čtyrúhelníku ABCD 
(obr. 8) je dána úhlopříčka 

A ~r--+--~~ 

z = AC a byly měřeny úhly 
(1), (2), (3); (1'), (2'), (3') s va
hami rovnými po řadě Pl' p' l' 
p\; P2' P' 2' p" 2· Určiti střední 
relativní chybu úhlopříčky 

C BD = Z .• ) 

V tomto případě je 

Z2 = AD2 + A.B2 -
obr. 8 - --

2AD . AR cos [(3) + (3')], 
8 a 

AD = SinZ(I) sin (2), AB = sinz(l/) sin (2'). 
• 

Abychom vypočetli, jak závisí chyba v délce Z na chybách 
Jl, L12, ... , J3' měřených úhlů, postupujeme takto: De
rivujeme výraz pro Z2 podle (1). Jest 

, 

*) J ordan, 1. c. III, Stuttgart 1907 (5. vyd.), str. 163--165. 

114: 



- -dZ - <lAD - dAD 
Z d(l) = AD . d(I)' - AB cos [(3)"+ (3')] d(l) , 

~I~ = - sin: (l) sin (2) cos (I) = - AD cotg (1) = 

= -ADcl , 

edy 
dZ ---- \ 

Z d(f) = - ADCt {AD - AB COR [(3) + (3')]}, 

a protože (viz obr. 8) 
-AD - AB cos [(3) + (3')] = Z COA lX, 

. 
Je 

dZ -
d(l) = -AD Cl cos ťX. 

Podobně je 

dZ -
d(2) = + AD Cz cos lX, 

dZ AB ' , 
d( I') = - C 1 cos ťX , 

kde 
Cz = cotg (2), c\ = cotg (I'), c'! = cotg (2'). 

Dále 
ZdZ --
d(3) = + AD . AB sin [(3) + (3')], 

a protože 

AB sin [(3) + (3')] = Z sin ~ 

(viz obr. 8), je 
dZ -. 
d(3) = AD SIn~. 
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Podobně 

dZ AB. , 
d(3'j = SIn lX • 

Půjde tedy o výpočet střední chyby pro výraz 

f/J = 11(1) + 1'1(2) + 1\(3) + 12(1') + 1'2(2') + 1"2(3'), 

kde 

II = - ADCt. cos lX, 1'1 = + ADc2 COS lX, 1"1 = AD sin lX, 
12 = - ABc'l COS x', 1'2 = + ABc'2 COS (X', 1"2 = AB sin (X'. 

Při tom podmínky jsou 

(1) + (2) + (3) = a10, (I') + (2') + (3') = a2Q. 

Podle vzorce (15') bude 

m.2 = '""02 {qJI2+ q'J?+ q"I/?+ q,N+q'J',2+ q"J"22-

_ (qJl + q'J'l + q" J"1)2 _ ~f!J2 + q'J'2 + Q"J"2)2} 
q1 + q'l + q"l q2. + q'2 + q"2 o 

Jde-li o kosočtverec, budou úhly (I) a (1') stejné a rovněž 
úhly (2), (3), (2'), (3') budou stejné; a také (X = t/(,', tedy 
II = 12' I' 1 . 1'2' 1"1 = 1"20 Předpokládáme-li dále, že 
Pl = P2' P' 1 = p" 1 = p' 2 = p" 2' bude výraz ve složené závorce 

2 {qJ12 + q'l (1'12 + 1\2) _ [qJI + q~'~/~~ rl)]} 

Dosadíme-Ii sem II = - ADCl cos IX, I' 1 = + ADc2 cos eX, 

1"1 = AD sin (X a uvážíme-li, že Ct. = cotg 2eX, C2 = cotg (2) = 
= tg eX, jest výraz ve složené závorce po úpravě 

AD2 qlQ' 1 ,AD2 I 
. = ---, 

sin2 
lX ql + 2q' 1 sin2 

(X (P'l + 2Pl) 
a tedy 

" 
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, 

A protože· v případě kosočtverce jest AD cos ťX . = tZ, jest '" 

mz mo V 1 
Z = sin 2lX 2Pl + P'l· (19) 

Zavedeme-li místo úhlu lX poměr Z : z = v, bude 

. z Z 
SUl lX = _, cos lX = , 

2AD 2AD 
. 2 2zZ 4zZ 2v 

SIn lX = = ----
. 4AD2 2 (Z2 + Z2) = 1 + v2 ' 

tedy 

mz 1 + v2V 1 
Z = mo 2v 2Pl + p' 1 . 

(19') 

• 

8. V řetězci trojúhelníků (obr. 9) je dána strana 8 první
ho trojúhelníka a byly měřeny všechny úhly se stejnou 
střední chybou mo. Jest vypočísti střední chybu součtu 
S = 81 + 82 + ... + 8n za předpokladu, že 'trojúhelníky jsou 
rovnostranné .• ) 

Protože v tomto případě půjde o 2n - 1 podmínek tvaru 
(15) a všechny váhy p jsou stejné a rovné 1,' bude 

h-l . 

m,,2 = mo" 2 {(/,l + /"l + I" ,'I.) - -k (/" + 1', + 1",)2}. (15") 
g=l 

*) J ordan, 1. c. str. 159-161. 
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Musíme tedy určiti veličiny I" f'" I"" t. j. koeficienty 
u dA" dB" dO, ve výrazu 

2n-l 

S == 2 (f" dA, + /,,, dB" + f"" dO,,). 
,,=1 

Podle věty sinové vypočteme 

8 • B 
81 = . .AI sm l' 

sm41 
_ 8 sin 01 sin Ba o B 

82 - • A . A -:-;- A SUl 3' sIn 1 sIn I sm 3 

_ 8 sin 01 sin BI sin Oa sin B & • B 
83 - . A . A . A . A . .AI sm 6'· •. , sm 1 sm I sm s sm • sm n6 

8 sin 01 sin Ba sin B2u-2 . 
8, = . A' . A . A ... -. A sIn B2q-l o 

sIn 1 sm I sm s sIn 21-1 

Derivujeme-li podle Av obdržíme 

~ ==, - • : A" sin Bl cos Al IlAl = - 81 cotg Al dAl' 
s~ 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
d8, == - 8, cotg Al dAl. . 

Podobně, derivujeme-li podle Aa, dostaneme 

d81 == - 82 cotg AI dA2, ••• , da, == - 8, cotg AI dAl 

a stejně pro ostatní úhly As, A, atd. Tedy 

fl = - cotg Al (81 + 82 + ... + 8n ) == - n8 cotg 60°, 
la == - cotg AI (82 + . o. + 8n) == - (n - 1) 8 cotg 60°, 
13 == - cotg Aa (81 + ... + 8n ) == - (n - 1) 8 cotg 60°, 
/, == - cotg A, (8a + ... + 8n ) = - (n - 2) 8 cotg 60°, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
12",-1 = - cotg A 2",-18" = - 8 cotg 60°. 

Derivujeme-li podle BIJ obdržíme 

8 
dBl = . A cos Bl dBl == 81 cotg Bl dBI sm 1 
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a stejně 
d82 I {J2 cotg B3 dB3, d83 == 8s cotg B 5 dB Ď' 

ds" == 8" cotg B2n--1 d.B2n- 1 0 

Pro sudé indexy u·B jest 

dag == 8g cotg B 2 dB2, pro g == 2, o o., n, 

... , 

dag == 8" cotg B, dB" pro g == 3, o o o, n atd. 
Tudíž 

I' 1 == 8l ·cotg Bl =--= 8 cotg 60°, 
1'2 == cotg B2 (82 + .. 0+ 8,,) == (n -1) 8 cotg 60°, 
1'3 = 8 cotg 60°, 
1', == (n - 2) 8 ·cotg 60°, 
I' 5 == 8 cotg 60°, 
I' e == (n - 3) 8 cotg 60°, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

I' 2n-1 == 8 cotg 60° o 

Úhel Cl obsahují 82,8a, o •• , 811, tedy 1\ == (n - 1) 8 cotg 60°; 
úhel C2 a všechny úhly se sudými indexy neobsahují žádné 
8g, tedy /"?J& == O; úhel Ca obsahují 83, 8" ... , 8", tedy 
1"3 = (n -2) 8 cotg 60°; podobně /"5= (n - 3) 8 cotg 60°, 
I" 7 == (n - 4) 8 cotg 60° atd. 

Vidíme, že 

II + 1'1 + 1"1 == 8 cotg 60° (- n + 1 + n - 1) == 0, 
/2 + 1'2 + /"2 == 8 cotg 60° (-, n + 1 + n -1) == O, 
/3 + 1'3 + /"3 == 8 cotg 60° (- n + 1 + 1 + n - 2) == 0, 
I f, + 1', + I", == 8 cotg 60° (- n + 2 + n - 2) == O atd. 

Tím vzorec (15") přejde v 

Dále jest 
2,,-1 

2n-1 

mrp2 = mo2 L (fIl + I' rl + I" g2). 
g=1 

2 Ig2 == 82 cotg2 60° {n2 + (n -1)2 + (n-I)2 + 
g=1 . 

+ (n - 2)2 + (n - 2)2 + ... + 12 + 12
}. 
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• 

c 

A protože 

12 + 22 + ... + n 2 = ln (n + I) (2n + I), 
jest 

tedy 

Podobně 

a 
2n-l 

21&-1 

2/,2 = l82 cotg2 60° n (2n2 + I). 
g=1 

21&-1 

2 /,,2 = 82 cotg2 60° {I2 + (n -1)2 + 
(1=1 

+ 12+ (n-2)2+ ... + 12+ 12}= 
= t n&2 cotg2 60° (2n2 - 3n + 7), 

2 /",2 = 82 cotg2 60° {(n -1)2 + (n - 2)2 + ... + 12} = 
g=1 

proto 
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= ~ 82 cotg2 60° (n -I) n (2n -I); 

A 
9. Vyrovnání nivelační 

sít ě. Při nivelaci města byla 
mvelační síť připojena na bo
dy A a B základní nivelační 
sítě, jejichž výšky jsou V.4 a 
VB. V obr. 10 značí šipky stou
pání tratí. V. jsou namě
řené rozdíly výšek a Vi pří
slušné hledané .opravy. úko
lem je vyrovnati tuto .nive
lačnI ~íť . Opravené rozdíly 
výšek mají splňovati tyto pod
mínky: Z obrazce I jest 



čili 

Vl - 172 - Vs = a l , kde ~ = - Vl + V2 + Vs· 

Podobné jsou podmínky plynoucí z obrazců II, III a IV: 

v2 -v,-v6=a2, a2 =-V2 + V,+ Vs, 
Vs + Vs - v 7 = as' as = - V ó - V s + V 7' 

VS +v7 -vS =a", a,=-VS -V7 + VS· 
Podmínka pevného výškového rozdílu mezi body A a B jest 

Vs+vs + Vó +V5 = VB-VA, 

čili 

Va + V 5 = aó' a5 = VB - V.A - Va - V 5· 

Prosté členy ~, ... , a 5 vyjadřujeme obyčejně v mm. 

Osm neznámých oprav Vl' ... , Vs nemůže býti určeno uve
denými pěti podmínkami. Ale přistupuje ještě podmínka, aby 
součet čtverců oprav násobených příslušnými vahami byl 
minimální (viz IV, odst. 1). V případě nivelací se podle zkuše
ností předpokládá, že váhy jsou nepřímo úměrné vzdáleno
stem. Píše se obyčejně Pi = 1 : Si, kde Si jest délka příslušné 
trati v km. To také znamená, že váha rovná 1 přísluší trati 
rovné 1 km. Má tedy býti minimem součet 

P1V1
2

. + P2V22 + ... + PSVS
2 

a při tom mají býti splněny podmínky 

VI - v2 - va = a1 , 

v2 -v,-vó = a2, 

vó + V S -v7 = aa, 
Vs + v7 - Vs = a" 

Vs + 175 = a5• 

Funkce F [viz (7)] v tomto případě jest 

(20) 

F = Pl Vl
2 + Pav22 + .... + Peve2 - 2lcl (Vl - V2 -:- Vs - a l ) -

- 2ks (v2 - V, - v5 - a2) - 2ks (vó + t'e - v7 - aa) -
- 2k, (Vs + v7 - Vs - a,) - 2ka (Vs + Vó - a5)· 
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Anulujeme-li parciální derivace podle jednotlivých Vi, bude 

P1VI == kl' 
P2V2 == - kl + k2, 

Psvs == - kl + k. + ks, 
. P.V. == - k2, (21) 

p"v6 == - k2 + k3 + k6, 
P8V 8 == k3, 

P7V7 == - k3 + k., 
Pet'e == - k4· 

Dosadíme-li tyto rovnice do podmínek (20) a píšeme-li 
q;, = 1 : Pi, bude 

kl (ql + q2 + qs) - ksfJ.2 - k,qs - k6q3 = a1, 

- klq'}. + k'}. (q2 + q, + q,,) -kil6 -kSq6 == a2 , 

- k2q5 + ks (q6 + q& + q7) - k4q7 + k6q6 == a3, 
- kl q3 - ksq7 + k, (q3 + q7 + q8) + k5q3 == a .. , 
- k l q3 -k'}.q6 + kil" + k,q3 + k" (qs + q6) == as· 

Ke stejným rovnicím bychom došli podle vzorců (9). Koefi
cient [qa I

2 ] se rovná součtu převrácených hodnot vah pro ty 
trati, jež se vyskytují v první podmínce. Podobně [qa22], 
[qas2] atd. V koeficientu [qllta2] jest qala2 převrácená hodnota 
váhy pro trať, jež se vyskytuje ~T podmínce první a druhé 
a znaménko je buď + nebo - podle toho, jsou-li znaménka 
u a l i a'}. stejná či různá. Tak je na pře [qalaS] = - q2' [qalaS] == 
== O (protože žádná trať se nevyskyt."uje současně v první 
a třetí podmínce) atd. 

Sem stačí klásti qi == 1 : Pi = 8" jsou to tedy lineární rov
nice se známými číselnými koeficienty. 

Z těchto rovnic yypočteme koreláty kl' k2 , ••• , k6 (na 
pře postupem Gaussovým). Pak z rovnic (21) vypočteme 
opravy Vl' ... , V 8" 

Pro kontrolu dosadíme do podmínek (20), jež musí býti 
splněny až na chyby plynoucí ze zaokrouhlování. 

Střední chyba mo pro jedničku váhy - jmenuje se také 
střední chyba kilometrová, protože váha rovná 1 přísluší 
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trati dlouhé I ·km - se vypočte podle vzorce (4) 

mo = ± Vt[pv2]. 

Vyrovnaná výška na př. bodu C jest V A + V s + VS. Před
pokládáme, že výšku V.A známe bez chyby. Pak střední 
chyba vyrovnané výšky bodu C bude rovna střední chybě 
opravy vs. Podle vzorce (13') jest 

mf).2 = mo2 (q8 + q8h,) = mo2q .. (I + 11,,), (22) 

neboť jen 18 = I a ostatní I jsou rovna 0, takže [qa1f] = ° 
(člen qall je součin převrácené hodnoty váhy, příslušného 
koeficientu v první podmínce a příslušného I), 

[qaJ] = 0, [qaJ] = 0, [qa,/J = - q8' [qa.J] = O. 

Stačí tedy vypočísti h" z roVIŮc (12), jež zde budou: 

hl (ql + q2 + q3) - hll'l. - h4qa - kr;qa = 0, 
- hl q2 + ~ (q2 + q, + qr;) - h3qr; -' hr;qr; = 0, 
- h~6 + ha (qr; + q8 + q7) - h,q7 + hr;qr; = 0, 
- h,.q3 - hsq7 + h, (q3 + q7 + qs) + hsqa = - q8' 
- ~q3 - h~~ + haqr; + h,qa + hr; (q~+q6) = O, 

a dosaditi do vzorce (22). 

10. Vyrovnání trigono
metrické sítě. Ve čtyrúhel
ruku byly měřeny na každém 
vrcholu směry vždy ke všem 
třemzhývajícím vrcholům. Vy
rovnati tuto síť! (Viz obr. ll.) 

Označíme naměřené hodno
ty Si, i = 1, 2, ... , 12. Vy
počteme-li na př. úhly v troj-
úhelníku ABO (82-81' 8 8-84, O 
8. - 8 s)' uvidíme, že jejich 
součet není přesně roven 1800 + 
+ excess 81 trojúhelníka ABC 
(počítáme jako na kouli). Je obr. ff 
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tedy patrno, že musíme naměřené hodnoty Si opraviti o hle
dané opravy 8i. Pak podmínka, že součet v'yrovnaných úhlů 
v trojúhelníku, ABC má býti 1800 + ev bude 

- 81 + 8 2 - 8" + 8 e - 8 H + 8, = a1 , 

a1 = 1800 + e1 + Sl - S2 + S, - S8 + Ss - S8' (231) 

Podobně z trojúhelníků ACD a ABD: 

- 82 + 83 - 8 7 + 8 S - 810 + 812 == a2, 

a2 = 1800 + e2 + S2 - S3 + S7 - Ss + S10 - S12' (232) 

- 81 + 8a - 8 5 + 8 e - 810 + 8u = aa, 
aa = 1800 + ea + Sl- 8a + 8 5 -. S8 + S10 - 811, (233) 

Podmínka, která by plynula z troj úhelníka DBC, se dá odvo
diti již z těchto tří podmínek, nepodala by tedy nic nového. 

Podle sinové věty sférické trigonometrie vypočteme 
sin AG ze sin AB v trojúhelníku ABC, dále sin AD ze 
sin AC v trojúhelníku ADC a konečně sin AB ze sin AD 
v trojúhelníku ABD. Tak se dá odvoditi další podmínka 

sin (S8 - S, + 8 8 - 8,) sin (Ss - S7 + 8 s - 8 7) 

sin (Se - S5 + 8 6 - 8 5) sin (S8 - Ss + 8 9 - 8 s) 

. sin (Su - 810 + 811 - 810) == 1. 
sin (812 - S10 + 812 - 810) 

Tuto podmínku převedeme na lineární tvar tím, že ji loga
ritmujeme a jednotlivé sčítance log sin (S8 - S, + 8e - 8,), 
log sin (Ss - 8 7 + 8s - 8 7) atd. nahradíme přibližně stej
nými výrazy log sin (S8 - 8,) + a' (88 - 8,), log sin (Ss -
- 8 7) + b' (8s - 8 7) atd., kde a /, b' jsou logaritmické dife
rence pro log sin a 1" v místě úhlu S8 - S" 8 s - 8, atd. Dá 
se tedy poslední podmínka psáti ve tvaru 

a",8, + a,'586 + a,'888 + a",s7 + a"s88 + 
+ a"e89 + a,'loBto + a,'u8u + a4'12812 = a,. (23,) 

V uvažovaném případě máme 4 podmínky a 12 neznámých . 
. Ale přistupuje ještě podmínka, aby součet čtverců oprav 
81

2 + 82
2 + ... + 812

2 hyl minimální (viz IV, odst. 1). 
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Funkce F v tomto případě hude 

F = 81
2 + 82

2 + ... + 817,2 - 2k1 (- 81 + 82 - ••• -tlt) -
- 2k2 (- 82 + 8s - ••• - a2) - 2les (- 81 + Ss - ••• - a s ) -

- 2le, (a",s, + a,,1)81) + ... - a,). 

Anulujeme-li derivace podle 81, S2, ••• , 812, dostaneme rovnice 

Sl = _. kl - ks, S7 = - k2 +' k,a,'7' 
S2 = k1 - k2 , Ss = - kl + k2 + k4P4'S' 
sa = k2 + ka, 8, ' kl + k,a"" (24) 
s'" = - kl + k,a"" SIO = - k2 - ka + k,a,'IO' 
sI) = - ka + k,a"I)' 8u = ka + k,a,'ll' 
8 6 = kl + ka + le,a,'6' 812 = k2 + k,a,'12· 

Dosadíme-li odtud do podmínek, budeme míti čtyři normální 
rovnice pro koreláty: . 

6kl - 2k2 + 2ka + k, (- a4" + a,'6 - a"s + a.t,,) = 0l 

atd. 

Můžeme je zase kontrolovati přímo z rovnic (9). 

Normální rovnice řešíme na pře způsobem Gaussovým. Tak 
vypočteme koreláty lel' k2, ks, k,. Pak z rovnic (24) plynou 
opravy Sl' S2, ••• , 812 . Výpočet kontrolujeme dosazením do 
podmínek (23). 

Střední chyba pro jednotku váhy bude podle vzorce (4) 
rovna 

mO = ± Vf [82]. . 

Střední chybu jednotlivých vyrovnaných směrů, nebo jaké
koli lineární funkce vyrovnaných směrů, počítáme zase jako 
v pf. 9 podle vzorce (13'), při čemž koeficienty h plynou 
z ruvnic (12). , 

" 
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