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O P O M Y S L N Ý C H K O Ř E N E C H R O V N I C E r(s) = a. 
(AVEC UN RÉSUMÉ E N FRANQAIS.) 

Úkolem této práce jest jednak přispěti k theorii funkce gamma 
číselnými hodnotami, jednak vyšetřiti podrobně povahu funkce T(g) pro 
komplexní argument a umožniti v prvním přiblížení snadné vyhledání 
kořenů rovnice T{s) = a, je-li obecně a číslo komplexní, dané v oboru 
předem zvoleném. 

Rozdělil jsem tuto práci na tři části; v části první odvozeny jsou 
nejdůležitější vztahy, jichž jest pro další vývody zapotřebí ; pro úplnost 
připojeny jsou některé tabulky číselných hodnot, sloužící k výpočtu hodnot 
funkce r(p). 

V části druhé jest rozvinut celkový obraz přiřazení hodnot r(z) 
bodům 0, pro j istý obor roviny (0). 

V části třetí vyložena jest metoda pro řešení rovnice r*(#) = | T(/) \eiB 

pro B = 0, když kořeny její jsou pomyslné a jest provedeno řešení pro 
\r(z)\ v intervalu 0'1...0-8 (pozn. str. 11). Uvedenou metodu možno 
aplikovati za určitých předpokladů také na rovnice jiné. 

Číselné výsledky v části druhé a třetí nahrazují částečně tabulku 
hodnot funkce T{g) pro komplexní argument, pro určitý obor tohoto; 
tabulka taková, pokud jest mi známo, posud neexistuje. Potřeba její 
byla vlastním podnětem k této práci. 

I. 

1 Z Weierstrassova kanonického součinu, definujícího funkci T(z), 
obdržíme logaritmováním 

log r ( l + 0) = — E8 + 2J 

kdež E jest Eulerova konstanta 0*5772 1566 4901 . . . 

Z toho vzorce plyne 

log r(l — 0) = Ei>-t-2 
. v - 1 

1 Důsledně jest psáno z = x -\- iy ; — < ampl. z ̂  ic; 1 z značí hlavní větev 
logaritmu z. 

2* 

7 - T + T J ' 
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a pak 

lo r(i-*) 
1 — 

V ^ Z 

za předpokladu |#| < 1 platí 

i o g n i ± f ) = _ 2 ^ _ 2 i ^ 
1 0T(i- a) ^ „ = u = S l 5 , , , . . ^ J r 

a dvojnásobná řada na straně pravé konverguje absolutně; 

klademe-li 

jest 

los: -=±—1—é- = — 2Eg — 22; — 227 
1=3,5,7,.. I X=3,5,7,.. 

a také 
r ( i - * ) 

gr(*)r(i —*) — 

Klademe-li ^ = ff^ vychází z tohoto vztahu, s ohledem na Eulerovu 

1—Z X=3,5,7,.. * 

doplňkovou větu r"(l—#) = ——— , vzorec 

log r(0)=- ŽTť — Iz — l sin Z7t — l l á i l 
i—z 

-^0 (1 — E) — 2Gx g\,(l) 
1 = 3,6, 7,. . 

platný pro z uvnitř jednotkového kruhu 1. 
Pro úplnost uvedeny jsou hodnoty [1 = 3, 5 , . . . 31)a. 

1 

3 0-06735 
5 0-00738 
7 0-00119 
9 0-00022 

23010 531980 

55510 286739 

27539 11703! 
31547 584535 

1 Srov. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunkfcion, p. 38, form. 16. 
Tamtéž historické poznámky o numerických hodnotách C (•?)• — Hořejší odvození 
uvedeného vzorce a vzorce (3) podáno dlo přednášek prof. M . Lercha. Srov. Serret-
Scheffers, Lehrbuch der Diff. u. Integralrechnung, 7. vyd. II. p. 211. form. 7. 

2 Hodnoty nahoře uvedené vypočteny jsou ze Stieltjesovy tabulky hodnot 
£(•<*) o 32 des. místech. 
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11 
13 
15 
17 
19 
21 
23 
25 
27 
29 
31 

0-00004 
0-00000 
0 00000 
0-00000 
0-00000 
0-00000 
0 00000 
0-00000 
000000 
0 00000 
0-00000 

49262 
94394 
20392 
04492 
01004 
00227 
00051 
00011 
00002 
00000 
00000 

36738! 
882752 

157538 

469198 

322483 

110946 

834750 

92140i 
75952, 
642296 

150213 

J a k z t abu lky koef ic ien tů o-^ patrno, jest konvergence ř a d y 

ŽG-^g^ r y c h l á a z e j m é n a pro \g\ m a l é s tač í n ě k o l i k m á l o č lenů k do-
X=3,5,7,. . 
cí lení z n a č n é p ř e s n o s t i . 

S p e c i e l n ě p lyne ze vzorce (1) pro — 1 <1 y <̂  1 

1 7t 

K e á l . č . l og r{iy) = ^r-l—^r 2 y&myjt (2) 

vz tah , na n ě j ž jest v d a l š í m p o u k á z á n o . 

P r o da l š í v ý p o č t y jest v ý h o d n é odvodi t i vzo rec j i n ý , j e h o ž obor 
platnosti jest vě t š í n e ž obor platnosti vzorce (1). 

R a d u , v y s k y t u j í c í se v l o g a r i t m o v a n é m W e i e r s t r a s s o v ě s o u č i n u 

2 
v=i 

- - Í Í 1 + -
V V 

co p—1 co 
r o z d ě l í m e na d v ě čás t i 2 = 2 - J - 2. 

V=l y = 1 v = r P 

Jest pak 

log ra + «) = — Eg + s 
v=l 

f - ' í > + ' 

k d e ž 

L*(g): ^-11 + -̂  

v o l í m e |#| < j?. P a k jest 

L*(g) = 2 2 ( - l ) 
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a také 

kdež 

co M. 

«=o (n -f-

Zavedeme-li pro stručnost ~ ~ ~ ^ = ^ \ j e s ^ výsledný vzorec 

co (p) 

+ 2 J ( - l f SM* 1 (3; 
JJ-=2 

p-1 

log r(s) = — U — Es - j - 27 
v=i L 

i — j í + i . 

jehož obor platnosti možno volbou p libovolně měniti. 

Není-li 3 blízko obvodu konvergenčního kruhu, jest konvergence 
=o JJ. (í>) p. 

řady H (— 1) 3 dosti r ych l á 1 . 

Pro úplnost uvedeny jsou tabulky hodnot funkcí V (x -{- 1) a 

a; T(x +1) ip(x + 1) 
o-oo 1-00 00 — 0-57 72 
0-05 0-97 35 — 0-49 78 
0-10 0-95 14 — 0-42 •38 
015 0-93 30 — 035 43 
0-20 0-91 82 -0-28 90 
025 0-90 64 — 0-22 75 
0-30 0-89 75 — 0-16 92 
035 0-89 11 — 011 39 
0-40 0-88 73 — 0-06 14 
0 45 0-88 57 — 001 13 
0-50 0-88 62 003 65 
055 0-88 89 0-08 22 
060 0-89 35 012 60 

(8) 
1 V následující tabulce uvedeny jsou hodnoty B (8, JJ.) a k , jak jest jich v dal-

r 
ším použito k výpočtu imaginárních kořenů rovnice r(z) = a. 

12(8,(1) 

0133 
0-008 
0-000 
0-000 
o-ooo 
0-000 
o-ooo 

1371 
8499 
7834 
0781 
0083 
0009 
0001 

0-066 
0-002 
o-ooo 
0-000 
0-000 
0-000 
o-ooo 

5685 
9499 
1958 
0156 
0014 
0001 
0000 

2 Jahnke a Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. 
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X 

0 6 5 0-90 01 016 81 
070 0-90 86 0-20 85 
0-75 0-91 91 0-24 75 
0 80 0 9 3 14 0-28 50 
0-85 0-94 56 0-32 12 
0-90 0-96 18 0-35 62 
0 95 0-97 99 0-39 00 

! í-oo 1-00 00 0-42 28 

II . 

Minimum funkce r(x) pro x > 0 přísluší k úsečce #0 = 1'461 6321. . . 
a má hodnotu g = min T(x) = 0*885 6 0 2 . . . 1 . Nulová místa funkce T"(z) 

x>-0 

ztotožňují se s nulovými místy funkce ^(#) = ; tato jsou, jak znánjo, 

jenom reálná a udávají úsečky maxim a mihim funkce r(x). Ze vztahu 

r(—x) = ^ ! (0) 
^ 1 r(l-j-#)sm(—X7t) K -

plyne podmínka pro úsečku maxima nebo minima funkce P(—x) 
pro x > 0 

V (1 -J- x) sin xjt -j- ar(l -J- x) COS X7t = 0 

ip(x-\-l) = — r f c o t g x r t . 
Prvn í sbližné hodnoty kořenů této rovnice najdou se snadno 

graficky jako úsečky průsečíků příslušných kř ivek. Z obr. 1. jest přímo 
patrno, že úsečka extrémní hodnoty funkce r(x), ležící mezi — (k -j-jl) 
a — h pro = 0 7 1, 2 , . . b l í ž í se tím více hodnotě — (h -J-1), čím 
jest h vě tš í ; na tuto okolnost poukázal již p. Hermite 3 a Bourguet 3 . 

Píšeme-li 

log r (g) = <ř (x, y) -j- i W(x, y), 

plyne ze vzorce I 3 

<P(a?,y) = axx+a2--^2l[(x + vf + f] + 2 ( - l f (a?+ y')2 cos^ 9) 
^ V=0 =2 r 

3*(ar, y) = % — Zcp^ (a?, y) -f- 2J (— 1) h (a?8 + if)2 sin fi<p, 
V=0 [J-=2 P-

1 V dalším jest význam x0, g všude důsledně podržen. 
2 Hermite, Journal f. Mathematik, Bd. 90., p. 332—338, 1881. 
3 Bourguet, Atti di Torino, Bd. 16; tato práce není mi známa. 

3* 



10 

při čemž a1} a2, h jsou reálné konstanty, y jest ampl. 0 a 

-, pro x •••!- v >• 0, are tg 
x -f- v 

y ^ + a r c t g ^ P r o ^ , < 0 ; ž / 

řlř + are tg —L, P r o # + 
1 x A- v 

v <0, ff < 0; 

Obr. 1. 

pro a r + ^ . ^ O , y = O klademe tpv(x, y) = n, pro a? + v < 0 jest 

lim 5pv (o?, y) = — 

' = ~ ° Je-li tedy y = 0, - (k + 1) < x < - *, jest pro tato a jenom pro 

tato x 
log T{x) = <P(x, 0) - (A + 1̂  
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1 Má-U rovnice = e* - ( f c + 1 )^ kořeny reálné, pak leží tyto 
v intervalu — (Jc - j - 1) < x < — Jc . (Je =• O, 1, 2,...). 

Čím jest Jc větší, tím menší může býti A, aby kořeny této rovnice 
byly reá lné; poznámka tato plyne ze vzorce (0) a jest zřejmá z grafického 
znázornění funkce r(x) pro záporná X] toto jest na obr. 2. provedeno. 

Hlavní větev funkce log F(Y) určena jest podmínkou 
— it<. T(x,y)^Lrt, 

jež jest splněna pro jistý obor roviny (z); specielně hoví této podmínce 
body kladné osy reálné. Jc-tá vedlejší větev funkce log r(o) určena jest 
podmínkou 

(2Je - 1)7t < ¥(x,y) < (27c + 1 ) ?ř (& = . . 2 ,1 , — 1, — 2,..). 

Obr. 2. 

K podrobnému vyšetření přiřazení oborů roviny (g) příslušných 
k jednotlivým větvím funkce logF(0) užijeme vzorce 

1 Mluvíme-li v dalš ím stručně o kořenech rovnice F(z) — eňJrtB (A, B reálné), 
máme na mysli pouze ony hodnoty s, pro něž 2/) = J., y) — B. 

Reálnými kořeny rovnice Y(z) = eAJr^kJrl^7íl rozumíme v dalš ím ona x, pro něž 
<ř(ar, 0) = A, l im lF(a;, y) = (k + 1) ic; jsou to táž as, jež hov í rovnici r(x) = e J _ * ž 
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kdež 
v=l (2^ — 1 ) 2 ^ ' £2v 

klademe-li £ = re , jest dle Stieltjesova ocenění zbytku ak(z) 

i 1 \2*+2 B k + 1 1 
l s * W I 

cos 2 i 
(2A + 1) (2& + 2 )> 2 *+ 1 pro — 7t < y < 7t. 

V dalším bereme pro jednoduchost ze Stirlingovy řady <y (0) pouze 
první člen; tím činíme chybu pro určité r a cp absolutně menší než 

_1 1_ f 1 y 
360'7š~' 

cos 
9 

log I 7 < » = A(r,cp) + iB(r,y), 
Klademe tedy 

kdež 

< ř = A(r,cp) = eoacp ^rlr — r - j - j ^ r j — ^ r — rcpúncp - j - ?]/2^r7 

cp cos cp. 

Křivky 

sin y ^rlr — r — y ^ r ^ — ~h r<P cos 9 = + 7 7 

vymezují v rovině (V) obor příslušný k hlavní větvi funkce logjT(>); 
obecně jest obor roviny (z) příslušný ku k té vedlejší větvi funkce 
log T(z) vymezen kř ivkami 

sin cp ^rlr — r — j ^ r j —̂ (fi + r(P c o s 9> — (2& i 1 ) 7 t -

Píšeme-li 2k - J - 1 = l (X = . . . 3,1, — 1, — 3, . . ) , možno dáti této rovnici 
tvar 

7 1 . a , l (p 
rlr — r — -TT<— = A — 12r siny 2 siny 

rcp cotg cp; (2) 

levá strana této rovnice nezávisí na cp; strana pravá jest lineární vůči 
r. Jest tedy snadné, pro zvolené cp, l uvedenou rovnici řešiti graficky; 
nalezne se hledané r jako úsečka průsečíku k ř ivky 

(S=) y = rlr — r — 

1 By značí v-té Bernoulliské číslo. 
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a p ř ímky 

(P=) y=l T~~ - J - ~ ~ rcp cotg cp. 
x y sm cp ' 2 srn cp T 

Křivka S nakreslena jest na obr. 3.; se změnou l, cp souvisí změna 
polohy př ímky P a to jak na obr. 3. naznačeno: 

rt Je-li l > O, 0 < cp < jest směrnice př ímky záporná, úsek na ose Y 

kladný (poloha I.). 

rt Je-li l > 0,— < cp < rt, jest směrnice kladná, úsek na ose Y kladný 

(poloha II.). 

Obr. 3. 

Je-li A > 0, — 2 " < y < 0 , jest směrnice záporná, úsek na ose Y 

záporný. 

rt 
Je-l i A > 0, -— rt <cp < jest směrnice kladná, úsek na ose Y 

~é 

záporný (poloha III.). 

Poloha př ímky P pro záporná l a záporná cp jest táž jako pro 
příslušná kladná A a kladná cp, poloha pro záporná X a k ladná cp jest 
táž jako pro příslušná kladná l a záporná cp. 

Kořeny rovnice (2), graficky vyhledané, pro určitá l a cp uvedeny 
jsou v následující tabulce 1. 

1 Z obr. 3. jest patrno, že rovnice (2) má pro určitá X a <p dva splývající 
kořeny"; tak na př. pro \ = 1 jest příslušné <p = —112° 55' 48". 
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9 A = l 1 = 3 1 = 5 1 = 1 

JÍ / 12 6-724 14-083 2 0 4 3 c 

?ř/6 4-697 9-14x 12-946 16-444 

7T /4 4-15 a 7-639 l O 6 0 8 13-326 

4-147 7 2 5 t 9-890 12-30! 
5^/12 4 5 5 6 7-586 10-157 12-500 

5 5 3 8 8-746 l l - 4 6 4 13-939 

lít/12 7-68 s l l - 3 8 3 14-527 17-383 

5a/8 9-71fi 13-844 17-359 20-555 

2jtj'ó 1315 5 17-899 21-976 25-67J 
na/24: 19-242 2420 3 

l = — l 1 = — 3 l = — 5 l = — 7 

I ITT / 12 — — - 5-489 8-236 

7t — are tg 3 
4 

— — 14-609 — 
5^/6 — 3-880 8'47 4 14-438 

2^/3 6-17, — — — 
3^/4 25-758 —• — — 

Tyto číselné hodnoty dostačí k vykreslení hledaných křivek. Jejich 
průběh jest pat rný z obr. 4. Kř ivka v horní polovině roviny (z) na 
níž B (r, cp) = — Je jt, nebo v dolní polovině roviny, na níž B (r, cp) = hrt 
končí na záporné ose reálné v bodě, jehož úsečka jest záporným kořenem 
rovnice ip(x) = 0, ležícím v intervalu (— h-\-l) . . .. — k (úsečka 
extrémní hodnoty příslušné reálné vě tve ; h = 1, 2, 3 , . . . ) . 

Obor roviny (g), v němž log T(z) nabývá hlavní hodnoty, rozložen 
jest souměrně nad a pod osou reálnou, omezen jsa kř ivkami B = rf, 
B = — Tt a částí záporné osy reálné v horní polovici roviny, analogickými 
kř ivkami v polovici dolní; př i tom kř ivky k reálné ose souměrné 
v polovici horní a dolní nejsou označeny stejně. Obory, příslušné k ved­
lejším větvím funkce log T{s\ řadí se postupně po obou stranách oboru 
hlavního, jak na obrazci 4. vykresleno 

Soustava kř ivek A (r, cp) = B, kdež M jest proměnný parametr, 
jest obecně soustavou orthogonálních trajektorií k soustavě B (r, cp) = L\ 
jistou výjimku tvoří body z, jež hoví rovnici Tr(z)=0- na to bude 
v dalším poukázáno. N a křivce A (r, cp) = Mx nabývá reálná část funkce 
log r(s) hodnoty Bí] jest tedy na této křivce \r(z)\ = eRl. 

Na obr. 5. vykreslena jest ve větším měřítku horní polovina obr. 4. 
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K e každé větvi funkce log JT(^) jest možno přiřaditi podle principu 
Kiemannovy plochy určitý list (rovinu) funkce T(s); tím se přiřadí k-tý 
obor roviny (z) &-tému listu funkce V tabulce na str. 16 uvedeny 
jsou kořeny rovnic A(r, cp) = H pro určitá zvolená £ a q>, vyhledané 

Newtonovou metodou; jejich znalost umožňuje dostatečně přesné vykreslení 
druhé soustavy čar; v rovině (z) vznikne křivočará síť, tvořená sousta­
vami křivek (Á^ (B), jež ukazuje přibližnou polohu kořenů rovnice 
r(z) -— e*+iB, jsou-li A, B v rozsahu vypočtené sítě (obr. 4., 5.). 

k X \ > & X c X \ 
K X \ X P X \ 
X \ X X x 

X NSX- X X 

Y , V t \ \ ^ 
i X^-*- x \ \ \ / 

\ \ \ \ x\ 
\ \ w 

r 

<xxU 

/ / / / 
\W<hy / / / 
/ ^7 1^ / X 
' / X / 

\ n i 

Obr. 4. 

Z výrazu pro A(r,cp) plyne A (r, cp) = A (r,—cp)\ jsou tedy 
všechny křivky A souměrné k ose reálné. 

Zvláště zajímavý jest průběh obou soustav v blízkosti záporné osy 
reálné 1. Na př. průběh křivky, na níž reálná část funkce log T(g) rovná 
se nule. (Obr. 6.) Křivka tato sestává ze dvou hlavních větví; jedna 
z nich protíná kladnou osu reálnou v bodě x = 2, stoupá od tohoto bodu 
nad reálnou osou s rostoucím kladným x a jest k ose reálné souměrná. 

1 Počítají-l i se zde k ř ivky A, B pomocí St i r l ingova vzorce nutno užiti vz tahu 

V(— x + iy)= : -
T ( l x — iy) sin (— x + iy)iz 

a p ř ik láda t i j i m obecně význam reálné resp. pomyslné čás t i l og F{£). P růběh některých 
kř ivek A, B v bl ízkost i záporné reálné osy, naznačený na obr. 6 zj ištěn by l inter_ 
po lac í ; př ís lušné numerické výpočty nejsou uváděny. 
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A r 5P A r 

yr/6 0 3'243 st/2 7t 2-317 

0 5-903 3a/á — 7t 2-324 

0 17-675 11̂ /12 7t 3'475 

0 7t 4-976 are tg 17/7 — 2jt 10-392 

7t/12 7t 5-288 5̂ /12 — 2Ťt 5-947 

a/6 7t 6-454 7t/2 — 2TÍ 4-13. 
JÍ/4 7t 9-714 2rt/3 — 2it 3-412 

are tg 5/4 7t 12-870 llrt/12 — 2TX 4-879 

0 2rt 6-840 6?t/12 — 3TÍ 9-892 

TÍ/12 2jt 7-230 jt/2 — 3rt 6014 

TÍ/6 2rt 8-668 2a/3 — 3TC 4-607 

yr/4 2a 12-566 5rt/6 — 3TÍ 512x 

are tg 5/4 2-it 16-224 11̂ /12 — 3jt 6'143 

0 3it 8'440 yr-arctgl/14 — 37t 7'540 

7ř/12 3it 8-899 5/*/12 — árt 14-664 

jt/Q 3jt 10578 Jt/2 — ájt 7-926 

?ř/4 3lt 15-052 2jt/3 — áit 5-757 

are tg 5/4 19-17i bit/6 — Ait 6-206 

are tg 17/7 7t 3-448 11̂ /12 — 4jt 7327 

5TÍ/12 — St 2-829 ^-aictgl/14 — éjt 8-862 

Druhá hlavní větev skládá se z řady vln probíhajících nespojitě podél 
záporné osy reálné. Jejími body jsou na př. oba reálné kořeny rovnice 
r(x) = eiKi; z kořene bližšího pólu x = — 3 vychází vlna uvažované 
větve, obíhá spojitě pod osou reálnou pól konci na ose reálné 
v bodě, jehož úsečka jest reálným kořenem rovnice T(x) = e3% bližším 
pólu x = —3; j iná vlna téže větve, jež vychází a konč ív t ěchže bodech 
záporné reálné osy, probíhá symetricky (vzhledem k reálné ose) s prvou, 
nad osou reálnou. Podobně probíhají kolem každého pólu x = — 4, — 5,... 
funkce T{z) dvě vlny uvažované vě tve ; s rostoucím \x\ jsou stále menší. 
Rovnice V{z) — e2ra' nemá reálných kořenů ; tedy vlna, vycházející z bodu 
na reálné ose, jehož úsečka jest kořenem rovnice V{x) = e3Ki, bližším pólu 
x = — 2, probíhá pod reálnou osou kolem počátku, protíná tuto v bodě £ = 1 
a vrací se nad osou reálnou k bodu, z něhož vyšla. 1 

Průběh soustavy {B) v blízkosti reálné osy záporné jest také patrný 
z obr. 6., v němž jest čárkovaně vyznačen průběh některých čar (B) 
pro + 3jt > B > + 7t. Kř ivka , na níž B — 0, obíhá kolem počátku 
protínajíc reálnou osu ve vzdálenosti x0; na ní leží kořeny rovnice 
T(á) = ea pro A < Ig. 

1 K výpočtu hodnot reál. č. log T(iy) možno pro — l ^ í y ^ í l použiti vzorce I 2 
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Spojitému pohybu bodu T{é), který po kružnicích o poloměru 
M*= 1 opsaných kolem počátku na své Riemannově ploše přechází s listu 
(k -(- l)ho na list k-tý (k = .. 3, 2, 1, 0, — 1, —2, —3,. .), odpovídá v rovině 
(z) jednak spojitý pohyb bodu 2 po první z uvažovaných větví a to ve 

směru od shora dolů postupně přes obory přiřazené příslušným listům 
funkce T(p); pohyb bodu z po druhé z uvažovaných větví není ovšem spojitý, 
neboť jednotlivé vlny nesouvisí spolu spojitě. Je-li na př. bod T{é) na 
Riemannově ploše ve druhém kladném listu na reálné ose (tedy B = 4TÍ) 
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na jednotkové kružnici, odpovídají jeho poloze v rovině (z) dva body 
na záporné ose reálné, pro něž T(x) = eíKi, tedy body v intervalu 
— 4 <x <—3. Spojitému pohybu uvažovaného bodu T (z) po jednotkové 
kružnici ve směru k záporné ose pomyslné, odpovídá spojitý pohyb bodu 
z po vlně, obepínající pól x = — 3 a ležící pod reálnou zápornou osou. 
Dospěje-li bod F(s) na zápornou osu reálnou (B = 3jt), dospěje bod z 
kořene rovnice V{x) = bližšího pólu x =—3. Dalšímu pohybu 
V{s) v prvním listu Riemannovy plochy t k bodu na kladné reálné ose 
(B = 2TÍ) odpovídá pohyb bodu z z kořene rovnice F(x) = e3*'" bližšího 
pólu x = — 2 po příslušné vlně pod reálnou osou ke křivce, na níž B — 2st ; 
při dalším pohybu bodu V(z) po jednotkových kružnicích oběhne bod z 
v rovině (z) počátek a obíhá analogicky po vlnách uvažované větve 

Obr. 6. 

nad reálnou osou; při tom již ovšem bod f (#) obíhá po listech přiřazených 
záporným k. 

Pro každé A>lg mají obě hlavní větve příslušné kř ivky soustavy (A) 
podobný průběh jako v uvažovaném případě A = 0; spojitému pohybu 
bodu r(z) po kružnicích o poloměru R* > g na Riemannově ploše přísluší 
v rovině (z) jednak spojitý pohyb bodu z po jedné hlavní větvi příslušné 
k ř ivky soustavy (A), jednak nespojitý pohyb podél záporné reálné osy 
po vlnách větve druhé. Pro každé A<lg jest průběh obou hlavních 
větví příslušné k ř ivky soustavy (A) poněkud změněný; ke každé z obou 
hlavních větví přísluší podél záporné osy reálné řada v l n ; není tedy 
v tomto případě při pohybu bodu T(z) po příslušných kružnicích na 
Riemannově ploše pohyb bodu z po žádné z obou větví stále spoji tý; 
přece však i v tomto případě, pohybuje-li se jeden bod podél záporné 
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reálné osy po vlnách své kř ivky, koná bod druhý spojitý pohyb, blíže 
se nebo vzdaluje se po své kř ivce reálné ose. 

Z obr. 6. patrný jest rovněž význam kořenů rovnice Tr(g) = 0, 
jež tvoří jistou výjimku v konformním zobrazení roviny (z) na rovinu log r(#). 

Z předchozích úvah vychází obecný výsledek: 
Není-li B celistvým násobkem čísla 7t, má rovnice P(^) = e / i + í B 

pro každé konečné A a B (reálné) dva a jenom dva pomyslné 
kořeny (ve smyslu poznámky na str. 11.). Je- l iBcel i s tvým násobkem 
čísla 7t a má-li při určitém A uvažovaná rovnice jeden kořen 
reálný záporný, existují tři kořeny této rovnice; jeden z nich jest 
pomyslný, druhé dva reálné záporné, jež mohou eventuelně splývati. 
Je-li B celistvým násobkem čísla it a nemá-li uvažovaná rovnice 
záporného reálného kořene, existují kořeny dva, jež eventuelně 
mohou splynouti. 

III . 
Eovnice 

r{e) = e* (1) 

má pro A<lg dva kořeny komplexně sdružené, plynoucí z řešení rovnic 

T(x,y)=0, w 

při čemž <f>(x,y), T(x,y) jsou dány výrazy II^ 

Je-li v tomto případě 

H = %i + iffi 

kořenem uvažované rovnice (1), pak jest jejím kořenem také z2 = xx — iyx 

a platí 
% + = 2a?! 

H % = %\ + Ví , 

dosadíme-li tedy xL=-p, %\ -\-y±=qi, jsou s 1 } z2 kořeny kvadrat ické 
rovnice 

z2 — 2pz-j-q* = 0, (3) 

jež řešením dá 

najdou se tedy pomyslné kořeny glf s2 jako průsečíky kružnice, j ež má 
střed v počátku a poloměr q s přímkou rovnoběžnou s osou pomyslnou, 
vzdálenou od této o x± = p, jak z obr. 7. patrno; při tom jest ovšem q>p. 

Pro každé A>lg jest možno snadně nalézti příslušné p i q jako 
arithmetický, resp. geometrický střed průsečíků xlf x2 k ř ivky y = T(x) 
(# > 0) a př ímky y = eA. Kř ivka P , geometrické místo bodů p a kř ivka Q, 
geometrické místo bodů q, procházejí bodem G(xc, g). Tyto kř ivky jsou 
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dle definice reálné i pro A<.lg a mají tvar vyznačený na obr. 8. ; 
rovnice JP(#) = 0 nemá, jak známo, řešení. Reálných křivek P , Q, je-li 
jejich průběh přesně znám, jest možno výhodně užiti k vyhledání kořenů 
rovnice r(g) = e4- (pro A < Ig). Neboť stačí pro dané A nakresliti přímku 
ij = eA; úsečky její průsečíků s křivkami P , Q dávají příslušné hod-

Y 

i 1 / p 
I X 

i 
Z. 

Obr. 7. 

noty p, q, z nichž možno podle rovnice (3a) snadně vypočísti hledané 
kořeny, s přesností, odpovídající odměřeným hodnotámp, q; kořeny z1} 

tímto způsobem vypočtené (nebo dle obr. 7. graficky vyhledané) možno 
pak buď považovati za dostatečně přesné, anebo j ich užiti jako prvních 
sbližných kořenů k numerickému řešení příslušné rovnice. 

r 

' á 

\ r 

' á 

0 ^ í J . > X, 

Obr. 8. 

V následujícím vypočteny jsou hodnoty p, q, příslušné 
k = 0-8, 0-7, 0-6, 0-5, 0-4, 0-3, 0-2, 0-15 na konci tohoto odstavce 
připojena jest přehledná tabulka, v níž naznačen postup výpočtů; 
použito bylo vzorce I 3 , při čemž z různých důvodů volen obor platnosti 
uvedeného vzorce značně velký, p = 8 ; užito bylo Newtonovy metody. 
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Byla řešena rovnice 

A = 2-01564* — l (z* + 28Č 7 + 322Č 6 - f 1960*5 - f 6769c4 - f 13132s3 -f-

+ 13068^3 + 5040/) + 8-52516 + 2(—lf $ /' . i ^ 

Nazveme-li logaritmus polynomu v posledni rovnici přicházející 
krátce L{s), vychází pro Newtonovu metodu potřebná derivace ve tvaru 

g 

T = - M{z)-j-2(— l/"B(8,f i)z^- 1 + 2-01564, 

kde M(z) = DJj{g) = 

_ W -f- 196*6 - j - 1932č 5 - f 9800^ -f- 27O7603 - f 39396g2 - f 26136* - f 5040 . 
~ * 8 + 28*7 + 322*6 + 1960*3 -f- 6769c 4 - f 13132*3 - f 13068sa -f- 5040* 

Výsledek výpočtů uveden jest v následující tabulce: 

z P 2 

0-8 l '4296 4 -f- i0-4591 6 l-4296 4 1-5015„ 
0-7 l-3877 7 H-*0-7001 0 l-3877 7 l-5543 6 

0-6 l-3396 6 + » 0-9032! l-3396 6 1-61569 

0-5 l-2830 T + » l -0978 7 l-2830 7 l-6886« 
0-4 l-2142 7 + » 1-2994! 1-21427 l-7784 3 

0-3 1-1263!+ *l-5236! 1-1263! l-8947 2 

0-2 l-0037 0 + í l - 7 9 7 7 7 l-0037 0 2-05898 

0-1 0-7975g + *2-19906 0-79753 2-3392i 

Dle těchto hodnot narýsovány jsou na obr. 9. hledané křivky P a Q. 
Kořeny uvažovaných rovnic leží na křivce, která protíná osu reálnou 

ve vzdálenosti x0 (srovn. str. 16. 2?(r7 <jp) = 0) a na níž splývají pomyslné 

části výrazů L(e) a 2-01564 g + 2 ( - if iff 
[X=2 ^ 

Na obr. 10. vyznačena jest poloha pomyslných kořenů; přímky U 
spojují kořeny uvažované rovnice s příslušnými eA, nanesenými na 
reálnou osu. 

Uvedené metody k vyhledání pomyslných kořenů dané rovnice 
možno patrně použiti i v případech jiných. 

1 Označíme-li pravou stranu této rovnice N(z), m á Y, v tabulce výpočtů 
uváděné , význam N(g) — A. 
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Obr. 10. 

P o z n á m k a . M á m za to, že cena t é t o p r á c e t k v í v p o d r o b n é m v y š e t ř e n í 
povahy funkce T(z) pro k o m p l e x n í argument a v p ř e s n é m rozl išení o b o r ů rov iny (3) 
p ř í s l u š n ý c h k j e d n o t l i v ý m v ě t v í m funkce log T(z). O tom n e n í posud v o d b o r n é 
l i t e r a t u ř e , pokud jest m i z n á m a , z m í n k y ; ba naopak i v u č e b n i c í c h ne jnově jš ích 
n a c h á z í m e v ú v a h á c h , týka j í c í ch se funkce log T(z), ,omyly. Tak č t e m e na p ř . ve z n á m é 
učebn ic i Serret-Scheffers, Leh rbu ch der Differential- u n d Integralrechnung, 6. a 7. v y d á n í 
(1921), II. díl, str. 220, nás ledu j íc í v ě t u : 

„ F ů r j edeš v o n 0, — 1 , — 2 , — 3 , . . verschiedene reelle oder i m a g i n á r e x is t 
der Grenzwert 

.... 
r(íc) = l i m = + oo x(x + 1 ) . . . (x + NI — 1) 

wor in m eine ganze positive Z a h l bedeutet, bestimmt und endlich. AuBerdem ist in 
jedem solchen endlichen Bereiche der Zahlenebené, der frei von den Stellen 0, — 1 , 
— 2, — 3 , . . . ist, der Mauptwert des Logar i thmus dieses Grenzwertes durch die gleieh-
máBig* konvergente Reihe darstellbar: 

lnr(x) = S m ^(x — 1) Jn ^ 1 + — 1 n (l + : - l M 

Že tato v ě t a ve své d r u h é čás t i n e n í s p r á v n á , vysv í t á z p ř e d c h o z í c h ú v a h . 
Je j í neplatnost se v š a k d á s n a d n ě d o k á z a t i i p ř í m o , uvažuje- l i se i m a g i n á r n í č á s t 
ř a d y na p r a v é s t r a n ě a z á p o r n á r eá lná , n iko l iv ce l i s tvá x. 



Tabulka výpočtů. 

Voleno z z 2-01564 + 8-52516—J. 

0-8 

0-7 

0-6 

0-5 

0-4 

0-3 

0-2 

0-1 

l-42968-[-*0-45920 

l-390O0 + *0-7O0O0 

l-38770 + »0-70010 

1-33500 + ÍO-90700 

l-33960 + »0-90320 

1-27600 + *1-09500 

l-28300-f *l-09780 

l-21600-f-»l-29700 

l-21425-f «l-29940 

1-1265J + Í1-5237J, 
0- 97500 + *1-83270 

1- 00370 + ir7978 0 

0-771 0 0-fi2-1720 0 

0-79 790 + «2-19910 

11-6299!+ «0-92558 

ll-6835 8 + »l-41095 

ll-6789 4 + » 1-41115 

ll-72687-f-í'l-82819 

ll-7361 4 + «l-82058 

ll'7902 e+ 12-2071, 
ll-80438-f-t"2-21277 

ll-8924 7 + »2-61429 

ll-8889 4 + i2-61912 

11- 99977 + «3-07127 

12O9986 + ť3-69407 

12- 15769 + «'3-62372 

12-38180 + «4-37797 

12-43602 + 2 4-43259 

ll-7462 8 

ll-7770 6 

ll-7723 9 

ll-7966 8 

H-80307 

ll-8243 8 

ll-8398 0 

ll-8867 6 

ll-8857 9 

11- 94663 

12- 02740 

12-03356 

12-1202! 
12-18899 

+ i 1-0058! 
+ i 1-52918 

+ il-5306 2 

+ *1-98108 

+ »l-97038 

+ e'2-38919 

+ *2-38884 

-fi2-8127 7 

+ i2-81865 

-f-*3-29176 

+ f'3-94746 

+ t3-86239 

-j-»4-67396 

+ «4-6792x 

0-11636 

0-09385 

0-09345 

0-0657G 

0-0669,, 
0-03466 

0-03547 

-0 00252 

-000316 

•0-05318 

-0-1357i 
0-12417 

0-24339 

-0-24679 

+ «'0-0802i 
+ »0-11959 

+ í0-11943 

+ íO-14998 

+ «0-14980 

+ *0-17464 

4-«0-17597 

-j-eO-19937 

+ t0-19950 

+ »0-22077 

+ fO-2377á 

+ ^0-23868 

- j - *0-23664 

+ »0-24717 

-0-0000! — 
0-00037 -f 
-O-O0OO0 — 
-0-00400 — 
0-0000o — 
0-0006! — 
0-00005 — 
0-00319 + 
0-00000 — 
-0-00003 + 
-0-06326 — 
-o-oooo 4 + 
0-01820 — 
0-00023 -f 

ŽO-OOOOÍ 
«0-00l4i 
i0-00004 

»0-00292 

á0O0005 

«0-0074i 
«o-óooo9 

iO-00089 

a'0-00003 

í0-00028 

ž'0-01565 

eO-OOOOi 
«'0-05934 

t0-00055 



M(g) F — A (oprava) Definitivní z 

0-8 2-13122 — »0-38l4 f i 0-1755 4 +í0O513i 0-05998 + 2 0-43276 — 0-0000a + ť0-00008 l :4296 4 + »0-4591 e 

0-7 | 
2-05387 — i05589 2 O17286 + i0-0784á 0-1346g + i0-63740 0-00228 — í 0-0001o 

0-7 | 
2-05518 — i 0-5601 o 0-1726i + »0-0785i 0-13306 + í0-6386a — 0-00006 —í0-0000 0 l-38777 + *0-70010 

0-6 | 
l-97458 — »0-69753 0-1688!+ «0-1021 8 0-20999 + e 0-7997! — 0-00464 + í0-00378 0-6 | 
l-97448 — ž0-69322 0-1692á + «O10l7 0 

0-21044 + «0-79492 — O-OOOOfi —eO-OOOOi 1-3396,+ ; 0-9032! 

051 1-89164 - »0-8075 c 0-16459 + i0-12398 0-2885á + »0-93155 — 0-00707 —e'0-00285 051 
l-8875á — «0-8045x 0-1654i + »0.1242 0 

0-29347 + ^O9287i — 0-00007 —*0-00007 l-28307 + il-0978 7 

0-41 l-79267 0-9015! O16095 + «O1475 4 0-3839a + í'l*0490c 0-00172 — i0-00240 0-41 
1-7917! —i0-90309 016079 + »0-14784 0-3847i + el-05094 — 0-0000a — Í O - O O O O O l-21427 + il-2994i 

0-3 1-68218 — i0-99417 0-15505 + »0-17462 0-48852 + il-1688 0 0-00019 + «0-00010 
l-1263i + il-5236i 

021 1-5326! — »l-0982 9 0-1448! + i 0-21272 0-62784 + a-31096 — 0-0285i + í0-03460 021 
l-5489„ — «l-0826 3 0-14719 + «'0-20808 0 61386 + «1'2907 3 0'00000 + ÍO-00002 r00 3 70 + il-7977 7 

» , ( l-3719e — i 1-1878! 0-13098 + i0-25648 O-7746i + *l-44430 — 0-0266fi — í"0-02689 » , ( 
1-36172 — il-1749 a 0-13477 + í 0-2587* 0 78868 + «'l-43367 0-0003e + íO-00003 0-79758 + «2-19906 



S U R L E S K A C I N E S I M A G 1 N A I R E S D E L ' E Q U A T I O N 
r(z) = a. 

P A K 

O. B O R Ů V K A . 
( R É S U M É D E L ' A R T I C L E P R E C E D E N T . ) 

Si l'on pose log r(#) = <P(x, y) -f- i T(x, y) et si l'on appelle les 
racines de 1'équatioii T(z) = eAJriB {A, B réels) les valeurs de zf pour 
lesquelles <P(x, y) = A, T(x,y) = B} i l résulte des relations I I X : 
S i 1'équation r(z) = eA~ » + a de racines réelles, ces racines sont 
contenues dans ťintervalle — (k - f - 1 ) < x -< k (h = 0, 1, 2, . . .). L a valeur 
principále de la fonction log r(z) est déterminée par la condition 
—• 7t < T{X, y)-<7t\ la ^-iěme v a l e u r de cette fonction est déterminée par 
la condition Jt(2h — 1) < T(x, y) < rt(2k + 1 ) (7s = .. 2, 1, — 1, —2,..); 
ponr certains 7c cette condition est vérifiée par les points ď u n certain 
domaine du pian (#); on trouve facilement ce domaine en appliquant 
la formule de Stirling et en résolvant 1'équation I I 2 . Les courbes B, 
qui définissent dans le pian (z) les domaines appartenant aux valeurs 
particuliěres de la fonction log T{g) sont dessinées sur le tableau 4 et 5 ; 
sur le méme tableau sont dessinées les courbes A, pour lesquelles <P(x, y) = A 
(A = — 4rf, — 3jt, — 2TC, — 7t, 0, 7t, 2rt, 3rt); celles-ci forment avec les 
courbes B un systéme des trajectoires orthogonales. L a formě de ces 
courbes au voisinage de 1'axe négatif réel, oú l'on ne peut pas appliquer 
la formule de Stirling est dessinée sur le tableau 6 . On peut coordonner 
h la ftiěme valeur de la fonction log T{g) # i ě m e p i a n ^ e j a fonction r(g) 
ďaprěs le principe de la surface de Riemann. 

De ces résultats on déduit facilement les valeurs approchées des 
racines de l'équation r(z) = eAJriB (et leur nombre) pour certains A7B\ 
on voit, que le résultat cité dans le livre Serret-Scheffers, Lehrbuch der 
Differential- und Integralrechnnng, éd. 6 et 7, 1921, T. I L , p. 2 2 0 , 
n'est pas exact. 

* 
E n posant min r(x) = g, 1'équation T(g) = eA +iB a pour B — 0 

x > 0 

et A > Ig deux racines réelles, pour — GO <; A < Ig deux racines imaginaires. 
Soit dans cet cas z1 = xí-\- iyx une racine de 1'équation proposée; alors 
Z2 = XÍ — iyi est la deuxiěme racine de cette équation. On a 
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et si l'on pose xi=p, x± - j - = q/, on voit, que zl7 z2 sont les racines 
•de Féquation quadratique I I I 3 . Si Fon trouvepour quelques^llesvaleurs p, q, 
on peut dessiner les courbes réelles P , Q (fig. 9.) et a 1'aide de celles-ci 
on peut trouver en appliquant la formule I I I 3 1 ou la méthode graphique 
(fig. 7.) les racines de Féquation donnée F(#) •= eA pour — co <: A <-lg. 

J 'a i trouvé les racines de Féquation r(s) = e4 pour eA — O-l , 0*2, 
0 3 , 0-4, 0*5, 0-6, 0 7 , 0 -8 et les valeurs correspondant de p7 2 a quatre 
décimales (table p. 227 fig. 9.) en appliquant la formule I I I 4 et la méthode 
Newtonienne. 

Brno, le 2. février 1923 v 

O p r a v a . 

Str. 6., řádek 13. místo I sin čiř má býti log sin stz 
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