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O POMYSLNYCH KORENECH ROVNICE I'(z)=a.

(AVEC UN RESUME EN FRANCAIS.)

Ukolem této price jest jednak piispéti k theorii funkce gamma
¢iselnymi hodnotami, jednak vySet¥iti podrobné povahu funkee I'(z) pro
komplexni argument a umozniti v prvnim pFibliZeni snadné vyhledani
koientt rovnice I'(¢) = a, je-li obeend @ &islo komplexni, dané v oboru
predem zvoleném.

Rozdélil jsem tuto préei na tii ¢dsti; v &4sti prvni odvozeny jsou
nejdfileZitéj&i vztahy, jichZ jest pro daldi vyvody zapotiebi; pro tplnost
p¥ipojeny jsou nékteré tabulky ¢éiselnych hodnot,slouziei k vypodtu hodnot
funkee I'(z).

V &ésti druhé jest rozvinut celkovy obraz piifazeni hodnot I'(2)
bodtm 2, pro jisty obor roviny ().

V &4sti tfeti vyloZena jest metoda pro Fedeni rovnice I'(2) = |I'(2)|ei?
pro B =0, kdy% kofeny jeji jsou pomyslné a jest provedeno Fefeni pro
[1'(2)| v intervalu 0'Z...08 (pozn. str. 11). Uvedenou metodu mozno
aplikovati za urditych pfedpokladé také na rovnice jiné.

Ciselné vysledky v Gdsti druhé a tieti nahrasuji ddsteénd tabulku
hodnot funkee I'(z) pro komplexni argument, pro urédity obor tohoto;
tabulka takovd, pokud jest mi zndmo, posud neexistuje. Pot¥eba jeji
byla vlastnim podnétem k této préei.

L

! Z Weierstrassova kanonického soudinu, definujiciho funkei I'(z),
obdrzime logaritmovénim

log P(l—{—z):—Ez+§’1[;i—l (1 +§)]

kdez F jest LLulerova konstanta 05772 1566 4901 ...

Z toho vzorce plyne

log r(1_z)sz+§1[—-%- z (1 wg)]

T Diislednd jest psdno 2=z + i4; —= <ampl. 2 < w; [z znadi hlavni vétev
logaritmu 2.
9%
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za predpokladu || < 1 plati

® 2 \h
g AT op, 9% 5 (;) %

r (1 —_ Z) y=13=3,5,7,..

a dvojnisobnd Fada na strand pravé konverguje absolutné;

klademe-li thy=1 + —[— s+ =1+ Sy,

et I'(l+2) P 8
log WE@ — _2F— 25:3' L e
a také
log 1(;)+((21)—7) 2B 112 0, 2z Z%Sl
Klademe-li % = 0,, vychdzi z tohoto vztahu, s ohledem na Eulerovu
dopliikovou vétu I'(2) I'(1—z) = ﬁ, vzorec

log I'(2) _l[m —lz-—Isingm — ll_}_'d]—{—z(l——F) Zo, 2,(1)

A=35T,..

platny pro z uvnité jednotkového kruhu.
Pro tplnost uvedeny jsou hodnoty o, (1=3, 5,...31)%

L

A (D%
3 0-06735 23010 53198,
5 0-00738 55510 28673,
7 000119 27539 11703,
9 0-00022 31647 58453,

! Srov. Nielsen, Handhuch der Theorie der Gammafunktion, p. 38, form. 16.
TamtéZ historické pozndmky o numerickych hodnotdch ¢ (s). — Ho¥ejsi odvozeni
uvedeného vzorce a vzorce (3) podéno dle prednidek prof. M. Lercha. Srov. Serret-
Scheffers, Lehrbuch der Diff. u. Integralrechnung, 7. vyd. IL p. 211. form. 7.

* Hodnoty o, nahofe uvedené vypotteny jsou ze Stieltjesovy tabulky hodnot
£(<) o 32 des. mistech.



A } 6;\
11 0-00004 49262 36138,
13 0-:00000 = 94394 882175,
15 0 00000 20392 15753,
17 0-00000 04492 46919,
19 0-00000 01004 32248,
21 | 0-00000 00227 11094,
23 0-00000 00051 83475,
25 000000 00011 92140,
27 0-00000 00002 15952,
29 0-00000 00000 64229,
31 0-00000 00000 15021,

Jak z tabulky koeficientli oy patrno, jest konvergence iady

Joyz*  rychls a zejména pro |¢| malé stadi nékolik malo dlentt k do-
A=3,5,T, .+

cileni znadné piesnosti.
Specielné plyne ze vzorce (1) pro —1 <y <1
a1 x o1 T
Redl. &. lob I‘(W)%?ZW (2)
vztah, na n&jz jest v dalsim poukédzino.

Pro dalsi vypodty jest vyhodné odvoditi vzoree jiny, jeho# obor
platnosti jest vétii neZ obor platnosti vzoree (1).

Radu, vyskytujici se v logaritmovaném Weierstrassové soudinu

2 [z 2
L)

rozdélime na dvé ddsti T =X 4 2.
y=1 y=1 v=p

Jest pak
z

log I'A+ 8)y=—Ez —i—pfll [7 — l(l -+ é)] 4 L#(z),
vy=1
kdez
Li(a) =X [%— ! (1 + %)] ;

y=p

volime |¢| < p. Pak jest

=3 o0 }L
L) =2 = (—1)F-2
O=Z% B0

Co



ataké . e p 2
L¥(z) =3 (—1)"— E (p, 1),
p=2 14
kdez 1

Rpumy=2 .
=S T

Zavedeme-li pro stru¢nost W ::Zc:f), jest vysledny vzorec

p—1 ® ()
log F'(?)=—1U —Ez + 2 [i _z(1+iﬂ b3 By A (3)
y=1|% v P=2
jehoz obor platnosti moZno volbou p libovolné méniti.
Neni-li z blizko obvodu konvergenéniho kruhu, jest konvergence
® (p)
tady 2 (—1)" &, ¢ dosti ryehls,
p2 '

Pro tuplnost uvedeny jsou tabulky hodnot funkei I'(x -+ 1) a

I'x+1
vt D= gy

z T'(z 1) W+ 1)
0-00 1-00 00 — 07 72
0-05 097 35 — 049 18
010 095 14 — 042 ‘38
015 093 30 —035 43
0-20 091 82 — 028 90
0-25 0-90 64 — 022 5
0-30 0-89 5 — 016 92
035 0-89 11 —011 39
040 0-88 73 —0:06 14
045 0-88 57 — 001 13
0-50 0-88 62 003 65
055 0-88 89 0-08 22
060 0-89 3b 012 60

1 V nésledujfci tabulce uvedeny jsou hodnoty B (8, ) a k(s), jak jest jich v dal-
&m pouzito k vypoétu imaginirnich kofend rovnice I(s)=a.

B R(8,p) | kY

2 0133 1871 0066 5685
3 0008 8499 0002 9499
4 0000 7834 0000 1958
5 0000  078L 0000 0156
6 0000 0083 0000 0014
7 0000 0009 0000 0001
8 0000 0001 0000 0000

2 Jahnke a Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven.



2 I(a41) (1)
065 0-90 01 016 81
070 0-90 86 0-20 85
075 091 91 0-24 5
080 093 14 028 50
0-85 094 56 032 12
090 096 18 0:35 62
095 0-97 99 039 00
1-00 1:00 00 042 28

II1.

Minimum funkee I'(z) pro z > O pfisludi k tseéee z,—14616321...

a mé hodnotu g = min I'(z) =0-885 602...*. Nulovd mista funkece I"(2)
x>0

Z‘V(Z) .

I’

jenom redlnd a uddvaji tsetky maxim a minim funkce I'(x). Ze Vztallm

. » \ I

I(1+4-x)sin (—az) ©

plyne podminka pro tuse¢ku maxima nebo minima funkee I'(—z)

pro x>0

ztotoiﬁﬁji se s nulovymi misty funkece ¥(g) = tato jsou, jak zndmjo,

F(—x) —

I" (14 ) sin z +7l(1 - z) cosamw =0
Y+ 1) = —mweotgx .

Prvni sbliZzné hodnoty kofentt této rovnice najdou se snadno
graficky jako usecky prisedika piislusnych kiivek. Z obr. 1. jest piimo
patrno, e tuselka extrémni hodnoty funkee I'(z), lesiei mezi — (k1)
a —k pro k=0,1,2,..., blizi se tim viee hodnot§ — (k-4 1), &m
jest % vétdi; na tuto okolnost poukdzal jiz p. Hermite® a Bourguet3.

'
v

Pigeme-li
log P(Z) = (x??/) + z"}‘(x, y)’
plyne ze vzorce I

1232 . @ P (9)
B(a,g)= atto— 5 2 (@ +0) + 9]+ 2 (1)

s
, @y cospg

N p—1 o " (p) . . _‘}ﬁ 3
P@y) =by—Ze (@ ) + 2 (— 1k (@ +y) sinpg,
o - |

1V dal§im jest vyznam xy, ¢ viude dislednd podrzen.
2 Hermite, Journal f. Mathematik, Bd. 90., p. 332—338, 188L.
3 Bourguet, Atti di Torino, Bd. 16; tato prdce neni mi znima.
3%

)
8
b)
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p¥i demi# ay, @ by jsou redlné konstanty, ¢ jest ampl. z a

are tg

it pro?—]—v>0,
Py (@ 9) = ”+ar°tgx——i,,, pro z +v<0,y>0,

Y

x—}—v’ pro z+v <0, y < 0;

— g + are tg

i i:;ﬁ%
. -

Obr. 1.

pro « v <0, y=0 Kklademe ¢, (2, y)=rm; pro v <0 jest
li ¢, (7, 9) = — 7.
y== . '

Jeli tedy y =0, — (k+1) <z < —£&, jest pro tato a jemom pro

tato x :
log Play==B{a}, 0)— (k -+ D i.
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Y Mda-li rovnice I'(2) = e?—*+U Lofeny redlné, pak ledi tyto
v intervaly —(k+D<x<—5%.%=0,1,2,...).

Cim jest & vétdi, tim men$i mazZe byti 4, aby kofeny této rovnice
byly redlné; pozndmka tato plyne ze vzorce (0) a jest z¥ejma z grafického
zndzornéni funkce I’'(x) pro zdpornd x; toto jest na obr. 2. provedeno.

Hlavni vétev funkce log I'(z) urlena jest podminkou

—n< ¥y =,
jez jest splnéna pro jisty obor roviny (z); specielné hovi této podmince
body kladné osy redlné. k-t vedlejsi vétev funkee log I'(s) urdena jest
podminkou

Chk—Va <Py =2k+)r (b=..2,1, —1,—2,.)).

T ¥

S (V—
m—>

Obr. 2.

K podrobnému vysetieni p¥ifazeni oborit roviny (¢) piislusnych
k jednotlivym vé&tvim funkee logI'(s) uzijeme vzorce

log I'(2) = (z—%) lz — 24172 + @ (2),

! Mluvime-li v dalsim struénd o kofenech rovnice I’(z) = eA+iE (4, B reilné),
méme na mysli pouze ony hodnoty 2, pro néz ®(x, y)= 4, ¥(r, y)=1B.
Redlnymi kofeny rovnice I'(z) = ¢?TEFD ™ roznmime v daléim ona x, pro néx
Oz, 0)=A4, lim O‘I"(m, y)=(k+1)=; jsou to ta%x,jez hovi rovnici I'(x)= I~ *+1 =
=
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B 1 -
v1)21«" zv—1 + @i ()3

k y—1
kdez o (e) = Z(—1) €%

y=1 -

klademe-li z:a"ew, jest dle Stieltjesova ocendni zbytku @(2)

pro —m < ¢ <7t.

(k+1) 2k +2) r#+

A2
lask(z)1<( 1 )* Biis 1

cos %

V dal§im bereme pro jednoduchost ze Stirlingovy ¥ady & () pouze
prvai &len; tim dinime chybu pro urdité » a ¢ absolutné mensi nez

1 1 1\
360 r (co %1)
Klademe tedy
log I'(s) = A(r,) + s B (r, ),
kdez

b= A(r,p)==cosg {rlr —r —#%) —%Zr—rgosingo + 112,

= B(r,p)=sing (ﬂr —r— %) — %q) -+ rgecosq.
Kiivky
sin ¢ (rlr— r——i) —l(p—I—r(pcosgp:—l-n
12r 27 -

vymezuji v roving (2) obor pisluiny k hlavni vétvi funkee log I'(2);
obeend jest obor roviny (2) pfisluSny ku % té vedlejdi vétvi funkece
log I'(2) vymezen kfivkami

. 1 1
sin ¢ (a”lr —r— 1—27) — 39 +rpcosp = (2% + 1) m.

Piseme-li 26 +1=A4(A=...3,1,—1,—3,..), moZno d4ti této rovnici
tvar
1 7 1y 0
rlr—r—1—27_lm—ﬁ—§m——rqvcotgq>, (2)
levd strana této rovnice nezdvisi na ¢; strana pravd jest linedrni viadi
r. Jest tedy snadné, pro zvolené ¢, A uvedenou rovnici fefiti graficky;
nalezne se hledané r jako tsetka prisediku kiivky

. o 1
S=) y_rlr—r-—-1—2;

1 By znadi v-té Bernoulliské dislo.
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a pimky
17
sin ¢

l ¢
-+ Tsng rg cotg ¢.

P=) y=12

Kiivka S nakreslena jest na obr. 3.; se zménou A, ¢ souvisi zména
polohy piimky P a to jak na obr. 3. naznadeno:

Jeli >0, 0<p < %, jest smérnice piimky zédpornd, isek na ose ¥

kladny (poloha I.).
3

5

Je-li >0,
(poloha IL.).

< ¢ <, jest smérnice kladn4, usek na ose Y kladny

a

A
!
|
}

Obr. 3.

Je-li >0, —g<q)<0, jest smérnice zdpornd, tsek na ose Y
zéporny.

Jelid>0, —w<¢< —-g, jest smérnice kladnd, Gsek na ose Y
zdporny (poloha IIL.).

Poloha pimky P pro zdpornd A a zdpornd ¢ jest tdz jako pro
piisludné kladng A a kladnd ¢; poloha pro zdpornd A a kladnd ¢ jest
tdz jako pro pFislusnd kladnd 2 a zdporni .

Kofeny rovnice (2), graficky vyhledané, pro urditd 4 a ¢ uvedeny
jsou v nasledujici tabulee®.

1 Z obr. 8. jest patrno, %e rovnice (2) mid pro uréitd X a p dva splyvajici
kofeny; tak na pf. pro A=1 jest prisluiné ¢ = —1120 55" 48",
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¢ i—=1 L—3 pR—t 1 -
/12 672, | 14:08, | 2043, —
/6 469, 9-14, 12:94, 1644,
/4 415, 763, | 1060, | 1332,
/3 414, 725, 989, | 12:30,
5r7/12 455, 58 | 1015, | 1250,
22 553, 874, | 1146, | 13-93,
T/12 768, | 1138, | 1452, | 1738,
57/8 971, | 1384, | 1785, | 2055,
25/3 1315, | 1789, | 2197, | 2567,
1T7/24 | 1924, | 2420, — —

@® 12—1 A= —3 12—5‘ l:——7
117/12 — —- 548, 8-23,
T — are tg% — — 14:60, —
B /6 — 3-88, 847, 14-43;
2m/3 617, — — —
3m/4 2515, — — —

Tyto ciselné hodnoty dostadi k vykresleni hledanych kiivek. Jejich
pribéh jest patrny z obr. 4. Kiivka v horni poloviné roviny (¢) na

niz B (r, ¢) = — ks, nebo v dolni poloviné roviny, na niz B (r, ¢) =kn
kondi na zdporné ose redlné v bods, jehoz usetka jest zdpornym koienem
rovnice Y(x) =0, lezicim v intervalu (—Z%441).... — % (usecka

extrémni hodnoty piisluiné redlné vétve; £=1,2,3,...).

Obor roviny (2), v némz log I'(#) nabyv4 hlavni hodnoty, rozloZen
jest soumérné nad a pod osou redlnou, omezen jsa kiivkami B = =,
B = — 7 a &4sti zdporné osy redlné v horni polovici roviny, analogickymi
kiivkami v poloviei dolni; pfi tom k¥ivky k redlné ose soumérné
v poloviei horni a dolni nejsou ozraéeny stejné, Obory, piisluiné k ved-
lejéim vétvim funkee log I'(#), fadi se postupné po obou strandch oboru
hlavniho, jak na obrazci 4. vykresleno .

Soustava kiivek 4 (r, ¢) = R, kdez R jest proménny parametr,
jest obeené soustavou orthogonélnich trajektorii k soustavé B (r, ¢) = L;
jistou vyjimku tvoii body z, jez hovi rovnici I"(2) = 0; na to bude
v dalim poukdzdno. Na k¥ivee A4 (r,¢)= R, nabyvd redlnd ¢ist funkce
log I'(z) hodnoty R;; jest tedy na této k¥ivee [I'(z)] = eu.

! Na obr. 5. vykreslena jest ve vétiim mékitku horni polovina obr. 4.



15

Ke kazdé vétvi funkee log I'(z) jest moZno piifaditi podle principu
Riemannovy plochy urdity list (rovinu) funkee I'(¢); tim se prifadi &-ty
obor roviny (2) k-tému listu funkee I’(2). V tabulce na str. 16 uvedeny
jsou koteny rovnic A(r,¢)=— R pro uréitd zvolend £ a ¢, vyhledané
Newtonovou metodou; jejich znalost umoziiuje dostate¢ns presné vykresleni
drubé soustavy dar; v rovind (z) vznikne kiivodard sif, tvorend sousta-
vami kiivek (4), (B), jez ukazuje pribliznou polohu kofendi rovnice
I'(z) = e, jsou-li 4, B v rozsahu vypoétené sité (obr. 4., 5.).

y

Obr. 4.

Z vyrazu pro A(r,¢) plyne A(r,¢) = A(r,—¢); jsou tedy
viechny kiivky A4 soumérné k ose redlné.

Zv14sts zajimavy jest pribéh obou soustav v blizkosti zdporné osy
realnét, Na pi. prabéh kiivky, ma ni% redlnd ¢dst funkee log I'(2) rovna
se nule. (Obr. 6.) Krivka tato sestivd ze dvou hlavnich vétvi; jedna
z nich protind kladnou osu realnou v bodé z = 2, stoup4 od tohoto bodu
nad reélnou osou s rostoucim kladnym z a jest k ose redlné soumérnd.

1 Pocitaji-li se zde kiivky 4, B pomoci Stirlingova vzorce, nutno uZiti vztahu
T —Z )= T
=)= Ty e (e
a piiklddati jim obecné viznam redlné resp. pomyslné ¢sti log ['(z). Pribsh nékterych
k¥ivek A, B v blizkosti ziporné reilné osy, naznadeny na obr. 6 zjistén byl inter_
polaci; pfislu§né numerické vypoéty nejsou uvidény.
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@® A r @ A r
/6 0 324, /2 — 2:31;
/4 0 590, 8/4 — 2:32,
/3 0 1767, | 1172/12 — 347,

0 o 497, | aretg17/T| — 27 | 10-39,
/12 T 528s | Hw/12 — 27z | B94,
/6 7 645, /2 — 27 | 413,
/4 ] 971, 27/3 — 27 | 341,

arctg 5/4 7T 12:87, | 11=/12 | — 27 | 487,

0 27 684, | bw/12 — 37 | 989,
w12 27 723, /2 --37 | 601,
/6 27 866, 27/3 — 37 | 460,
/4 27 12-56, Hr/6 — 3 | 512,

arctg 5/4 2n 1622, | 11m=/12 | — 3@ | 6'14;

0 3w 844, |mw—aretgl/14 — 37 | TH4,
/12 3 8:89, 5m/12 — 4w | 1466,
/6 3 10-57, /2 — 4w | 192
/4 3 1505, 2m/3 —d4m | 55,

aretg 5/4 3 1917, H5m/6 — 4w | 620,
arctg 17/7| — = 344 | 1w/12 | — 4w | 732
5r/12 — 2:82, |ﬂ—amtg1/14 — 47 | 8-86,

Druhb4 hlavni vétev sklidd se z ¥ady vin probihajicich nespojité podél
zéporné osy redlné. Jejimi body jsou na p¥. oba realné koteny rovnice
I(x) =e*™; z kotene bliz&iho pélu # — — 3 vychdzi vlna uvazované
vétve, obihd spojité pod osou redlnou pél # =— —3 a kondi na ose redlné
v bodé&, jehoz tsedka jest redlnym kofenem rovnice I'(2)= €™, bliziim
pélu x = —3; jind vlna téZe vétve, jez vychdzi a kondiv téchze bodech
zéporné redlné osy, probihd symetricky (vzhledem k redlné ose) s prvou,
nad osou redlnou. Podobné probihaji kolem kazdého pélux —= — 4, —5,...
funkee I'(z) dvé viny uvazované vétve; s rostoucim |z| jsou stdle mengi.
Rovnice I'(z) = €™ nemd redlnych kofenid; tedy vlna, vychézejici z bodu
naredlné ose, jehoz tisetka jest koienem rovnice I'(z) = ¢*™, bliz&im pélu
# — — 2, probih4 pod realnou osou kolem poéatku, protind tuto vbodéxz—1
a vraci se nad osou redlnou k bodu, z ndhoz vysla.!

Pribéh soustavy (B) v blizkosti redlné osy zdporné jest také patrny
z obr. 6., v némz jest ¢drkovand vyznalen prabéh nékterych dar (B)
pro T+ 3w S BX T m Kiivka, na niz B =0, obihd kolem poditku
protinajic redlnou osu ve vzddlenosti ,; na ni leii kofeny rovnice
I'(z) =e7 pro A< g.

' K vypoétu hodnot redl. & log I'(zy) moZno pro —1 =<y <1 pouiti vzorce I,
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Spojitému pohybu bodu I'(s), ktery po kruznicich o poloméru
R*=—1 opsanych kolem po¢atku na své Riemannové plose piechézi s listu
(k- 1)honalist &ty (k=..3,2,1,0, —1,—2, —3, . .), odpovid4 v roviné
(z) jednak spojity pohyb bodu z po prvni z uvazovanych vétvi a to ve

Obr. 5.

-
/ot

A
e

sméru od shora dolit postupnd pies obory piifazené piislusnym listim
funkee I'(2) ; pohyb bodu z po druhé z uvazovanych vétvi neni oviem spojity,
nebot jednotlivé viny nesouvisi spolu spojité. Je-li na p¥. bod I'(z) na
Riemannové plose ve druhém kladném listu na redlné ose (tedy B = 47)
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na jednotkové kruznici, odpovidaji jeho poloze v roviné () dva body
na ziporné ose realné, pro néz I'(z) =er™, tedy body v intervalu
—4 <z <— 3. Spojitému pohybu uvazovaného bodu I'(z) po jednotkové
kruznici ve sméru k zdporné ose pomyslné, odpovidd spojity pohyb bodu
2z po vIné, obepinajici pél x = —3 a lezici pod redlnou zdpornou osou.
Dospéje-li bod I'(2) na zépornou osu redlnou (B == 37), dospé&je bod 2
kofene rovnice I'(z)= ¢*"¢, bliz§iho pélu = —3. Dalsimu pohybu
I'(#) v prvnim listu Riemannovy plochy, k bodu na kladné reilné ose
(B = 2m) odpovidd pohyb bodu z z ko¥ene rovnice I'(x) — €** blizsiho
pélu 2 = — 2 po piislugné vIné pod realnou osou ke kiivce, na niz B-—=2mw;
pii daliim pohybu bodu I'(z) po jednotkovych kruznicich obéhne bod 2
v roving (z) poddtek a obihd analogicky po vlndeh uvazované vétve

Obr. 6.

nad redlnou osou; pii tom jiz ovSem bod I’(z) obihd po listech piifazenych
zépornym k. :

Pro kazdé A>lg maji obé hlavni vétve piislusné kiivky soustavy (4)
podobny prabéh jako v uvazovaném piipadé A=0; spojitému pohybu
bodu I'(z) po kruznicich o poloméru B* > g na Riemannové plose piislusi
v roviné (2) jednak spojity pohyb boduz po jedné hlavni vétvi p¥islusné
kiivky soustavy (4), jednak nespojity pohyb podél ziporné redlné osy
po vlndch vétve druhé. Pro kazdé A <Ig jest pribéh obou hlavnich
vétvi pifsluiné kiivky soustavy (A4) ponékud zménény; ke kazdé z obou
hlavnich vétvi prisludi podél zdporné osy redlné fada vin; neni tedy
v tomto piipadé pii pohybu bodu I'(z) po ptislusnych kruznicich na
Riemannové plose pohyb bodu z po zaddné z obou vétvi stéle spojity;
piece viak i v tomto pripadé, pohybuje-li se jeden bod podél zéporné
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realné osy po vlndch své kiivky, kond bod druhy spojity pohyb, blize
se nebo vzdaluje se po své kfivece redlné ose.
Z obr. 6. patrny jest rovnéz vyznam korend rovnice I''(z) = O,
je# tvoii jistou vyjimku v konformnim zobrazeniroviny (#) na rovinulog I'(¢).
Z predchozich tivah vychdzi obeeny vysledek:

Neni-li B celistvym nédsobkem ¢&isla 77, mé rovnice I'(2) —e? +12
pro kazdé konetné A a B (redlné) dva a jenom dva pomyslné
koFeny (ve smyslu pozndmky na str. 11.). Je-li B celistvym ndsobkem
dsla 7 a mé-li p¥i urditém A uvaZovand rovnice jeden koien
realny zdporny, existuji tii koFeny této rovnice; jeden z mich jest
pomysiny, druhé dva realné zdporné, jez mohou eventuelné splyvati,
Je-li B celistyym ndsobkem d&isla 7 a nemd-li uvaZovand rovnice
zéporného redlného kofene, existuji kofeny dva, jei eventuelné
mohou splynouti.

III1.
Rovnice
I(z)=e1 (1)
md pro 4 <lg dva kofeny komplexné sdruZené, plynoueci z feSeni rovnic
Dlx,y) =4
2
¥z, y) =0, @)

pii demz P(x,y), F(x,y) jsou diny vyrazy IL;.

Je.li v tomto p¥ipads
== %1 Y

koFenem uvazované rovnice (1), pak jest jejim kofenem také 2, — 2, — 4y,
a plati
&1 + fg — 2.%'1
2y £y = 2" +ys®,

dosadime-li tedy z,= p, z,® 4 y,°=¢?, jsou z;, 2, koFeny kvadratické
rovnice

& -—2pz+¢* =0, 3)
jez Fefenim d4
be =D+ P —¢; (3a)

najdou se tedy pomyslné kofeny z, 2, jako priseéiky kruznice, jez m4
stfed v poddtku a polomér ¢ s p¥mkou rovnobéznou s osou pomysinou,
vzdélenou od této o 2, = p, jak z obr. 7. patrno; p¥i tom jest oviem g > p.

Pro kazdé A >1lg jest mozno snadné nalézti pFisluiné p i ¢ jako
arithmeticky, resp. geometricky stfed priisetikt x;, x, k¥ivky y — I'(z)
(#>0) a ptimky y = e4. Kiivka P, geometrické misto bodfi p a k¥ivka @,
geometrické misto bodti ¢, prochézeji bodem G (.. g). Tyto kiivky jsou
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dle definice redlné i pro A<lg a maji tvar vyznadeny na obr. 8.;
rovnice I'(z) = O nemd, jak zndmo, FeSeni. Redlnych kfivek P, @, je-li
jejich probéh presné zndm, jest mozno vyhodn& uziti k vyhleddni kofent
rovnice I'(2) = e+ (pro A <lg). Nebot stati pro dané A nakresliti pfimku
y = ed; Usedky jeji prisedikit s kiivkami P, ¢ ddvaji p¥islu$né hod-

P
[l
\

Y

Obr. 7.

noty p, ¢, z nichZ mozno podle rovnice (3a) snadné vypodisti hledané
kofeny, s presnosti, odpovidajici odméFenym hodnotdm p, ¢; koFeny 2, 2y,
timto zplisobem vypodtené (nebo dle obr. 7. graficky vyhledané) mozno
pak bud povazovati za dostateéné piesné, anebo jich uziti jako prvnich
sbliznych kofenti k numerickému fefeni p¥islu$né rovnice.

/-‘

Obr. 8.

V  nésledujicim  vypoéteny jsou hodnoty p, gq, piislusné
k e4 =08, 07, 006, 05, 04, 03, 02, 0'1; na konei tohoto odstavee
piipojena jest piehlednd tabulka, v niZ naznaCen postup vypoctd;
pouzito bylo vzoree I, pfi ¢emz z ridznych diivodd volen obor platnosti
uvedeného vzorce znadné velky, p = 8; uzito bylo Newtonovy metody.
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Byla YeSena rovnice

A= 2015647 — 1(25 4 2827 - 32225 -1 196025 + 676924 |- 131324 -

]
13068+ 4- 50402) - 852516 4 I (— D A )

Nazveme-li logaritmus polynomu v posledni rovnici prichézejici
krétce L(z), vychézi pro Newtonovu metodu potéebnd derivace ve tvaru

8
Y = — M)+ 2 (—1)" R(8,p)" " 4 201564,
p=2

kde M(2) = D.L{z) =

857419625 - 193225 - 980024 - 27076° - 3939622 - 261362 |- 5040 .
T 1 9877 13225 | 19602 | 67692% 1 131322° | 1306847 - 5040z

Vysledek vypodtia uveden jest v nésledujici tabulce:

I'(2) 2 » q

08| 14296, +i0-4591, 1-4296, 1-5015,
07| 1-3877, - 0-7001, 1-3871, 1-5543,
06| 1-3396; 4409032, 1-3396, 1-6156,
05| 12830, 4410978, 1-2830, 1-6886,
04| 12142, 4412994, 1-2142, 1-7784,
03| 11263, 4415236, 1-1263, 1-8947,
02| 10087,-411-7977, 1-0037, 2:0589,
01| 07975, 4 42-1990, 0-7975, 23392,

Dle téchto hodnot narysovany jsou na obr. 9. hledané kiivky P a Q.

Kofeny uvazovanych rovnie lezi na k¥ivee, kterd protind osu redlnou
ve vzddlenosti z, (srovn. str. 16. B(r,¢)=0) a na niz splyvaji pomyslné

8
Gsti vyrazii L(s) a 201564 2 + 2 (— )" £ 2
p=2

Na obr. 10. vyznadena jest poloha pomyslnyeh koFent; piimky U
spojuji kofeny wuvaZované rovnice s pi¥islufnymi e4, nanesenymi na
redlnou osu.

Uvedené metody k vyhleddni pomyslnych ko¥ent dané rovnice
mozno patrné pouziti i v piipadech jinych.

1 Oznadime-li pravou stranu této rovnice N(z), md Y, v tabulce vypoétd
uvédéné, viznam N(z)— A.



i o i e i S o
¥ - - - 1 1T
T T 1 ++
1 H : as
T T sabas
o8 making 2
y
T apygea s SRuEY suuamEEEgE NS
& AL
— AT
Sas "
H REeEi s
s
HH HIE & H
RENpRRDE PR T I
113
ipanangsn
[
3
T3l —~ 8 .
T 1 NH
dssauwians
FH
Lo
4 4
sagsar_«sfssssnss ;
REgareyE 11 H THET 2 5 §
: - desuns
3e3a1s mpumge e ssama : ?
v
1 L H 1 sefans
HHH Hd qty »

Obr. 9.

| 11



23

Obr. 10.

Pozndmka. Mdém za to, %e cena této price tkvi v podrobném vyZetfeni
povahy funkce I'(¢) pro komplexni argument a v presném rozliSeni oboril roviny (2)
piislugnych k jednotlivym vétvim fankce log I'(2). O tom neni posud v odborné
literatuie, pokud jest mi zndma, zminky; ba naopak i v ulebnicich nejnovéjsich
nachizime v tvahdch, tykajicich se funkce log I'(2), omyly. Tak ¢teme na pf. ve zndmé
udebnici Serret-Scheffers, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 6. a 7. vydéni
(1921), I dfl, str. 220, nisledujfci vétu: )

#Fiir jedes von 0, —1, —2, —3,.. verschiedene reelle oder imaginire  ist
der Grenzwert

. m! m”
F(x)—q_nl;ﬁw oo 1), (@ f-m—1)

worin m eine ganze positive Zahl bedeutet, bestimmt und endlich. Auflerdem ist in
Jjedem solchen endlichen Bereiche der Zahlenebene, der frei von den Stellen 0, —1,
—2,—3,... ist, der Hauptwert des Logarithmus dieses Grenzwertes durch die gleich-
miBig konvergente Reihe darstellbar:

® } / 1 z—1\,
lnl‘(m):%‘m[(x——l) I'n(l—i—ﬁ)—ln (1+ )]

m

Ze tato vita ve své druhé &isti neni sprivnd, vysvitd z predchozich tvah.
Jeji neplatnost se viak dé snadné dokdzati i piimo, uvaZuje-li se imagindrni ¢4st
fady na pravé strand a zdporna reilnd, nikoliv celistvd .



Tabulka vypocta.

3
Z(— 1" &

e? Voleno z 2201564 - 8:525616 — 4 L(Z) ot Y

08 | 14296, 4104592, . 11-6299, - $0:9255, | 117462, +31-0058, | 0-1163, |- 10-0802, | — 00000, — §0-0000,

o7 || 13900, 4-i0:7000, 1168355 4-41-4109; | 117770, 4415291, | 00938, 1-50-1195, | 0-0008, +-40-0014,
13877, 41407001, | 116789, 414111, | 117728, + 315306, | 009345 | 40-1194;, | — 0-0000, — i 0-0000,
13350, 4-§0-9070, | 117268, - 41:8281, | 117966, 419510, | 0:0657; - 40-1499, | — 0-0040, - 0-0029,

13396, -+ 10-9032,
12760, + §1-0950,
1-2830, |-£1-0978,
1-2160, -4 1-2970,
1:2142; -+ 12004,
11263, + 15237,
0-9750, - $1-8327,
10037, +§1°7978,
07710, -+ 21720,
07979, 1-42-1991,

117361, 1§ 1-8205,
117902, - $2:2071,
118043, -+ $2-2127,
11-8924, 1 26142,
11-8889, - i2-6191,
119997, 4 3:0712,
12:0998; 1 136940,
12:1576, - §3:6237,
12:3818, - i4:3779,
12-4360, - i4-4325,

11-8030; -+ 419703,
11-8243, - 12-3891,
11-8398, -+ £ 2-3888,
11-8867, - 28127,
11-8857, -+ $2-8186,
119466, 1332917,
12:0274, -1 1 3-9474,
12:0335, - 138623,
121202, - i 46739,
121889, |- 446792,

0-0669, - 401498,

0-0346, - |- 101746,

0-0354, - §0-1759,
— 00025, -1 50-1993,
— 0:0031¢ 1401995,
— 005314 1502207,
— 01857, 4023717,
— 01241, 4023864
—0-2433, 1-§0-2366,
02467, - 402471,

0-0000, — §0-0000;
0:0006, — 3 0-0074,
0-0000; — 500000,
00031, + 400008,
00000, — % 0-0000,
— 00000, 700002,
00632 — ¢ 00156,
— 0-0000, - £0-0000,
00182, — 500593,
00002; + 40-0005,

73



o4 Mz Szg— DY R(8, u) e Y’ — 4 (oprava) Definitivni 2
08 | 21312,— 08814, | 01765, 4 00513, | 00599+ i0-4327, |— 00000, - 00000, | 14296, + i 04591,
0.7{ 20688, 405589, | 01128, 0078, | 01346, 1406574, | 00022, 00001, |

20551, — 05601, | 01726, +i0-0785, | 01330, 06386, | —0-0000,— 00000, | 1-3877;§0-7001
o6 { 190745, — §0-6975, | 01688, +i01021; | 0-2009,1¢0-7997, |— 0-0046, 00037,

19744, — §0:6932, | 01692, 01017, | 02104, §07949, |—0-0000,—40-0000, | 1-3396; 4 10-0032,
o { 1:8016, — §0-8075, | 01645+ 01289, | 0:2885,4 00315, | — 00070, —i0:0028,

18875, — 108045, | 01654, 1-§0.1242, | 0-2934;- 09287, |—0:0000,— i0:0000; | 1-2830; - 10978,
o { 179926, — §0:9015, | 01609, +i0-1475, | 0-3839,-91:0490; | 00017, —i0-0024,

17917, — 09080, | 01607, + 701478, | 03847, 410509, |-—0:0000, 00000, | 1-2142, - §1-2994,
03 | 16821, i0:0941, | 01550, §0-1746, | 0-4885,Fi1-1688, | 00001, 00001, | 1-1263, 15236,
o { 153926, —§1-0982, | 01448, 02127, | 0-6278,4i1:3100, |— 00285, i0:0346,
P\l 15489, —i1:0826, | 01471, i02080, | 06188,1-1-2907, | 00000, 10-0000, | 10087, 17977,
o { 13719, L1878, | 01300,i02564, | 0746, i14443, | 00266, §00265,

13617, — i 11749, | O-1347,--i0:2587, | 078865714336, | 00003, 300000, | 07975, | 21990,

4G



SUR LES RACINES IMAGINAIRES DE L’ EQUATION
I(z)=a.
PAR
0. BORUVEA.
(RESUME DE L’ARTICLE PRECEDENT.)

Silon pose log I'(¢) = P(x,y) + i P(x,y) et sil'on appelle les
racines de l'équation I'(s) = e4+i# (4, B réels) les valeurs de z, pour
lesquelles @ (x, y) = 4, ¥(x,y) = B, il résulte des relations II;:
Si léquation I'(z) —ed—i&+Ut 4 de racines réelles, ces racines sont
contenues dans l'intervalle — (k1) <2z <% (=0, 1, 2,...). La valeur
principale de la fonction log I'(#) est déterminée par la condition
— < Pz, y) =m; la ki®me valeur de cette fonction est déterminée par
la condition #(2k —1) < ¥z, y) =m(2k+1) (k=..2, 1, —1, —2,..);
pour certains % cette condition est vérifiée par les points d’un certain
domaine du plan (2); on trouve facilement ce domaine en appliquant
la formule de Stirling et en résolvant I'équation II,. Les courbes B,
qui définissent dans le plan (2) les domaines appartenant aux valeurs
particulitres de la fonction log I'(2) sont dessinées sur le tableau 4 et 5;
sur le méme tableau sont dessinées les courbes 4, pourlesquelles ®(z, y) — A
(4=—4n, — 3w, —2m, —m, 0, 7, 27, 37); celles-ci forment avec les
courbes B un systéme des trajectoires orthogonales. La forme de ces
courbes au voisinage de l'axe négatif réel, oi I'on ne peut pas appliquer
la formule de Stirling est dessinée sur le tableau 6. On peut coordonner
b la %itmovaleur de la fonction log I'(#) %itme plan de la fonction I'(2)
d’aprés le principe de la surface de Riemann.

De ces résultats on déduit facilement les valeurs approchées des
racines de 'équation I'(z)=e4+ 8 (et leur nombre) pour certains 4, B;
on voit, que le résultat cité dans le livre Serret-Scheffers, Lehrbuch der
Differential- und Integralrechnnng, éd. 6 et 7, 1921, T. IL., p. 220,
n’est pas exact.

Ed
En posant min I'(x)=g, P'équation I'(¢)==e4+?* a pour B=0
x>0

et 4> lg deux racines réelles, pour — oo < 4 < lg deux racines imaginaires.
Soit dans cet cas £, =, 4y, une racine de I'équation proposée; alors
2g=—x, — 4y, est la deuxiéme racine de cette équation. On a

2y + £y = 22,
2 2
R T
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et si Von pose 2,=p, >y, =47 on voit, que 2, z, sont les racines
de 'équation quadratique IT;. Sil’on trouve pour quelques 4 les valeurs p, g,
on peut dessiner les courbes réelles P, @ (fig. 9.) et & l'aide de celles-ci
on peut trouver en appliquant la formule IIl;, ou la méthode graphique
(fig. 7.) les racines de I'équation donnée I'(z) =e* pour —w < 4 <lg.

J’ai trouvé les racines de I'équation I'(#)=e4 pour e+ — 01, 02,
0-3, 04, 05, 06, 07, 0'8 et les valeurs correspondant de p, g & quatre
décimales (table p. 22, fig. 9.) en appliquant la formule I, et la méthode
Newtonienne.

Brno, le 2. février 1923,

Oprava.

Str. 6., ¥4dek 18. misto Isin zx mi byti logsing=
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