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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXVII. CisLo 37.

O jistém typu minimélnich ploch ve &tyi-
rozmérném prostoru o konstantni kfivosti.

Napsal
0. Boruvka.

Piedlozeno dne 19. rijna 1928,

Ve ctyrrozmérném eucleidovském prostoru byly nékolikrate studovany
redlni minimalni plochy, majici vlastnost, Ze indikatrix kfivosti v kazdém
jejich bodé jest kruZnice.*) Jest znama fada vlastnosti takovych ploch
a vysledky jsou dplné aZ na otdzku po jejich geometrické konstrukei, jez
nebyla fes na.

Ve &tyrrozmerném neeucleidovském prostoru nebyly posud minimalni
plochy, ptinichz indikatrix kiivosti v kaZdém bodé jest kruZnice, studoviny.

Z popudu prof. E. Cartana zabyval jsem se studiem takovych
ploch a dovolum si nejdileZitéj$i vysledky, jeZ jsem ziskal, v tomto po-
jednani uvésti. Pri této prileZitosti doplnim také zminenou mezeru ve vysled-
cich o plochich v prostoru eucleidovshém. UZivim metody pohyblivého
systemu souradneho, jak byla vynalezena prof. Cartanem; tato spo&iva
v tvoreni systému Pfaffovych differencidlnich rovnic, jez definuji studo-
vané plochy a v diskusi tech systému.**)

Pojednani toto ma pet kapitol, z nichz prvni jest uvodem.

*) S. Kwietniewski, Uber Flachen des vierdimensionalen Raumes,
deren samtliche Tagentialebenen untereinander gleichwinklig sind, und ihre Beziehung
<u d n ebenen Kurven (Dissertation, Zurich, 1902).

K. Kommerell, Riemannsche Flichen im ebenen Raum von vier Dimen-
sion n (Mathem. Annalen, T. 60, 1905, p. 548).

L. P. Eisenhart, Mimmal surfaces in Enclidean four space (Amer. Journ.
of Math T. 34 1912, p. 215)

**) Pro informaci ¢tendrovu dovoluji s1 poukézati na cetnd pojednani prof.
Cartana a zvlasté na jeho spis ,,.La géometrie des espaces de Riemann,, (Mémorial
1 s Sciences mathem., Fasc. IX., 1925, Paris).
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V kapitole druhé zabyvam se otazkou existence ploch, majicich vyse
uvedené vlastnosti, ve ¢tyrrozmerném prostoru o kon tantnfi krivosti; pri
tom nevylucuji znamy piipad, Ze uvaZovany prostor jest eucleidovsky.
Nachazim, Ze v kafdém Ctyrrozmérném prostoru o Ronstanini krivosti existuji
minimalni plochy, pri nichf indikatrix kitvosti v kaidém bodé jest kruinice
a z2dvisi na dvow libovolnych funkcich jednoho argumeniu.

V kapitole tieti dopliiuji znimé vysledky v prostoru eucleidovském
nalezenim konstrukce uvaZovanych ploch. Projekttoné 1 e takové plochy
definovati jako misto priseciku rovin dvou kuieli druhého druhu, jejich osy
se neprotinaji. Tyto plochy maji dvé soustavy rovinnych krivek v rovinich
obou kuZelu a tedné roviny plochy podél libovolné kfivky jedné soustavy
tvoii kuZel, jehoZ vrchol jest na ose kuZele druhého druhu, jehoz roviny
obsahuji kiivky druhé soustavy. Meiricky jsou tyto plochy uréeny libo-
volnou kvadrikou obsahujici osy obou kuZeld. Ve &étyfrozmérném euclei-
dovském prostoru neexistuji minimalni plochy, jejichZ indikatrix jest
kruZnice o konstantnimn poloméru.

Kapitola ¢étvrtd obsahuje geometrickou konstrukci obecnych mini-
méalnich ploch, jejichZz indikatrix kfivosti v kaZdém bode jest kruZnice
v prostoru neeucleidovském. Projektivné jsou takové plochy vytvoreny pruseciky
pdris oskulacnich rovin dvow krivek l.Zicich na nedegenerované kvadri e a ta
kovych, Ze 1 jejich plochy tecen lefi na téie kvadrice. Tato kvadrika ur uje
uvazované plochy metricky.

V kapitole paté studuji zvlastni pripad téchto ploch. Vychizim od
otizky, zda ve C<tyfrozmérnem proj ktivnim prostoru, mezi plochami
vytvorenymi pruse¢iky paru oskulalnich rovin dvou kfivek lezicich na
nedegenerované kvadrice a takovych, Ze1 jejich plochy tecen leZi na téZe
kvadrice, existuji plochy, fjejich priseky s oskulalnimi rovinami jedné
z uvalovanych k¥ivek jsou kuzelosecky. Polet ukazuje, e existuje jedna a jen
jedna plocha majici tuto vlastnost a Ze jest to projekce Veromesovy plochy
z bodu nelesiciho na nadplose degenerovanych kuzelosedek; mimo to vychazi,
%e obé krivky, jejichi oskulacni roviny vylvoruji tuto plochu, tvory jedino ¢
raciondlni normdlni krivku ctvrtého stupné, je% lezi na plose. Tim jest dina
konstrukce pramétu Veronesovy plochy; da se ukézati, Ze tato konstrukce
jest mozZna jen jedinym zpusobem, t. j. na uvaZované plo e exi tuje jen
jedna racionilni normalni hiivka &tvrtého stupné, jejiz oskula¢ni roviny
ji vytvoii.*) Studovani plocha patri mezi plochy, jeZ se daji definovati
metricky jako minimilni plochy ve &tyrrozmérném neeucl idovském pro
storu, jejichZ indikatrix v kazdém bodé€ jest kruZnice a mezi temito plochami
jest charakterisovdna tim, ze polomér indikatrix je ¢ konstanini. Exi tuj
relace mezi polomérem indikatrix a kiivosti prostoru; aby polom r indi-

*) Jest na snadé& ot4zka, pokud plochy, definované v Sgi (k# > 2) jako misto
pruseéfku para oskulaénich Sy raciondlnf normélnf kfivky 2 k-té€ho stupn& zobeciiuji
studovanou plochu. K této otdzce se vratim jindy.
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katrix byl reilni, jest nutné, aby krivost prostoru byla kladnd. Kvadrika,
kterd uréuje metriku studované plochy, jest uréena takto: Prumét (z obec-
ného bodu) Veronesovy plochy jest prisekem oskuladnich rovin uréité (je-
diné) raciondlni normalni ktivky &tvrtého stupné, jeZ leZi na ploge ; existuje
jedna a jen jedna (nedegenerovani) kvadrika, jeZ tuto kfivku a kaZdou
jeji te¢nu obsahuje a to jest kvadrika, jeZ uréuje metriku. Jinak se da tato
kvadrika definovati jako primé&t prvni polary nadplochy degenerovanych
kuZelose&ek, pritazené stfedu promitini.

P. prof. E. Cartanovi a p. prof. E. Cechovi dovoluji si zde vysloviti
srde¢né diky za rady, jimiZ mi pfi této prici byli nipomocni.

I. Uvod

1. UvaZujme ¢tyirozmérny Riemannlv prostor o konstantni kfivosti c.
Ka?dému jeho bodu M pritadme systém soutfadny (R), definovany &tyfmi
k sobé kolmymi, jednotkovymi vektory e;, ¢,, ¢ ¢, Zm&n& parametra
prostoru (v okoli ur¢itého bodu) odpovida zména soufadného systému
a zviastd plati rovnice tvaru

AM — @, ¢, + 0y €, + 03 63 + @, ¢,
de;, = 0y + 06, + 06 + o,e,
dey — 0y € + ©gp €5 + Oy 65 + @4 €, (1)
dey = @y, 61 + g9 €, + W33 65 + O34 ¢4,
de, = @4y € + 043 € + @y 63 1 @y ¢,
@, jeZ se v téchto rovnicich vyskytuji, jsou linedrni formy v differen-
cidlech parametri prostoru a hovi vzhledem k piedpokladtm, udinénym
o vektorech e,, €, €, ¢ jcdnak linedrnim relacim

0,; + 0i, =o, (t,7=1,23,4) (2)

jednak vzhledem k tomu, Ze o prostoru se predpoklidd, ze md konstantni
kiivost ¢, linearnim relacim

ws’ = 2 [CO, W, ,'],

14

03:7" = [mir 03,}] —C [(‘0,‘ o,], (3)
které definuji strukturu prostoru. Prostor eucleidovsky jest charakterisovin
tim, Ze pro nej hodnota konstanty ¢ jest nula; tento ptipad vyslovng pti-
poustim.

2. BudiZ (S) plocha v uvazovaném prostoru. Kazdému jejimu bodu
jest prifazen systém soufadny. Pro jednoduchost nasledujicich wvah ur-
¢ime bliZze jeho volbu tak, Ze zvolime v kaZdém bodé plochy piislugné
vektory ¢,, ¢, v te€né rovin€. To se vyjadii rovnicemi

ws = 0, 034 - 0. (4)
__ Tyto vedou, s ohledem na vzorce pro strukturu prostoru, na bili-
nearni relace

1*
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[@; 0y5] + [0; 0g5] =0, (5)
[0, @,4) + [0, @) = O,
jeZ ukazuji, Ze pfi uvaZované volbé systému jsou formy o, ., @, 04
linedrnimi kombinacemi forem o,, w, tvaru

0 — a0, +bw, 0,=a 0o b o, (6)
0oy =00, +Cc0, 0, =050 0, + ¢ 0,

Zavedme kvadradické differencidlni formy

Dy = @y O3 + Oy Ogy, (7)
i D, = 0; 0y + O Oy;
pak jest
1 2, _l3®, 130, 120,
B9 3w, BT 200, MT 2 80,0 M7 200,

Formy ®,, @, urduji normdini k¥ivost v libovolném bodé M plochy (S).
Tato jest definovina vektorem kolmym ku plofe, jehoZ sloZkami jsou
formy ®@,, @, d€lené linearnim elementem plochy. Kazdé kiivce na plose (S),
prochéazejici bodem M jest ptfifazen vektor normélni kfivosti, ktery zavisi
jenom od sméru kfivky na ploge. Dosadime-li, podle (1),

w, = dscos O, v, =ds sin 0,
pii emZ jest ds element oblouku a © thel uréyujici smér kiivky, daji se
slozky vektoru normalni krivosti, ptifazeného ur&ité kiivce v libovolném
bodé M, psati ve tvaru
Xa=a cos20 4+ 2bsinOcos® + ¢ sin? O, (8)
Xy=2a"cos20 4+ 2’ sin O cos O 4 ¢’ sin? O,

Z n&ho jest vidéti, Ze mnoZstvi kiivek na plose, prochazejicich bodem,
odpovida v roving kolmé ku plose kufelosecka, jejiz rovnice jsou (8); tato
se nazyva indikalrix k#ivosti plochy (S) v bodé M.

Piseme-li vzorec (8) ve tvaru

X; = a—;—i_{_ 4 ;i0032®+bsin2®,
4 ’? ' ’ (9)
X4_£—+f———l— “ _—0——0032®+b’sin2®,

2 2

vidime, Ze stfed indikatrix nesplyvd obecn& s uvaZovanym bodem M
plochy a Ze, aby tomu tak bylo, jest nutné a stali, aby platily relace
a+c=o0 a +c¢ =o. (10)
Tyto relace charakterisuji minimdlni plochy. Je-li tedy (S) plochou
minimalnf, pak relace (6) maj1 tvar

03 = 4 0, + b w,, w0y = a’ @, + b’ o,
=D — B! ’ (11)
0y = b ®; —a o, w0y =0 0, —a’ o,
a pro slozky vektoru normalni Lfivosti nalezneme vzorce tvaru
X,=acos20 + bsin20,
X, a cos20 4+ 0’ sin20. (12)
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3. Nalézti v uvaZovaném prestoru obecnou plochu (S), majici wéité
geometrické vlastnosti vyjadiené linedrnimi relacemi mezi formami o,
analyticky znameni, nalézti systém nejobecnéjsich differencidlnich forem
o dvou neodvisle proménnych, hovicich danym linedrnim relacim a splnu-
jicich rovnice struktury prostoru.

UvaZujme systém differencidlnich rovnic tohoto tvaru:

dM = Wy € -+ 0y €y,

de, = —co, M + @536 + @363 + 014 ¢,

dey, = —ca, M — w,,e I 093 €3 + 04 €4, (13)
a € = — 03 €] — Wog €y + 034 €,

de, = — (014 €y — @y €y — (g4 €,

pfi ¢emz formy e spliiuji dané linedrni relace. Snadnym poctem se presvéd-
¢ime, Ze rovnice struktury (3) jsou pravé podminkami integrability tohoto
systému a to pfi libovolné volbé honstanty c¢. Kazdy fundamentdlni systém
integralt rovnic tvaru (13) urcuje jedno feSeni problému, nebot formy e
jsou rovnicemi (13) uplné uréeny. Naopak, je-li @ jedno feSeni problému,
systém differencidlnich rovnic (13), piisluSny k tomuto feSeni, dd se kom-
pletn€ integrovati a jeho fundamentalni systém integralt urduje uplné
formy @. Tedy ka?dé feSeni @ problému jest ur¢eno fundamentdlnim
systémem integriltt M, e,, ¢,, ¢;, ¢, rovnic tvaru (13) a tedy obecné feSent
tohoto systému urcuje obecné feSeni problému.

4. Pfedpoklidejme, Ze zndme jedno feSeni ® problému. Systém
differencidlnich rovnic (13), uréeny timto feSenim, definuje v projektivnim
¢tyfrozmérném prostoru plochu, jako misto bodu M, a soufasné v kazdém
bodé€ M plochy systém soufadny, jehoZz vrcholy jsou funkce M, ey, ¢,, e, ¢,.
Vzhledem k tomuto systému ma libovolny bod 4 uvaZovaného projektivniho
prostoru urcité soufadnice a da se psiti ve tvaru

A=xM4x,6; + %55 + %565 + %, ¢,

Budi% nejprve v vovnicich (13) ¢ = 0. Budiz A pevny bod projektivniho
prostoru ; pak v rovnicich (13) jest obsaZeno, Ze veli¢ina x jest pevna. Tedy
soufadnice x libovolného pevného bedu v uvaZovaném projektivnim
prostoru ma vzhledem ke kaidému soufadnému systému, pfifazenému
plose (S) tutéz hodnotu; zvolime-li tedy mezi soutadny i systémy, pfita-
zenymi ploSe (S) jeden pevné a jsouli X, X, X,, X, X, scufadnice bcdu 4
vzhledem k tomuto systému, plati pro souiadnice bcdu 4 vzhledem k libo-
volnému soufadnému systému, piifazenénu plcse (S) relace x — X. Pro
soutadnice libovolného bodu M plochy (S) plati zvlasté X = 1.

Dale plyne z rovnic (13), Ze v nadroving x = 0, veli¢ina

xl2 + x22 _+_ x32 + x42

jest pevna. Tedy pro soufadnice bodu 4 v nadroving X = 0, vztaZené na
libovolny systém soutadny piifazeny ku plose (S), plati relace

%2+ 22 + 22 + 27 = X2+ X+ X2 + X2 (14)
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a tedy zv1ist& pio bod d M
Ads? =02+ 02=dX2+dX?+dX3?+dX2
Z toho jest patrno, Ze kvadrika
X=0 X2 +X2+X2+X2=0 (15)
jest absolutni kvadrikou pifslu¥ného eucleidovského prostoru.
Body e, ¢,, ¢, €, ptisludné k libovolnému bodu plochy, jsou po dvou
sdruzeny vzhledem k této kvadrice a body e, + 7 ¢,, €3 + i ¢, na ni lezi.
Budis nyni v rovnicich (13) ¢ + 0.*) Budiz 4 pevny bod projektivniho
prostoru; pak v rovnicich (13) jest obsaZeno, Ze veliina

x12+x22+x32+x42+ :x’z

jest pevna. Tedy soufadnice x libovolného pevného bodu v uvaZovaném
projektivnim prostoru spliuji relaci
1
L e e T A X2+ X2+ X2+ X2+ i X2, (16)
pil ¢emZ X znac¢i soutadnice téhoZ bodu 4 vzhledem k pevnému systému
soufadnému, zvolenému mezi systémy ptifazenymi plose (S). Pro soufad-
nice libovolného bodu M plochy plati zvlasté

1

X2 4X2+ X2+ X2+ 2 Xt=

a pro bod d M
ds? =02 +o0t=dX2+dX2+dX2+dX2+ i dX2.

Z toho jest vidéti, Ze v cayleyovské interpretaci jest kvadrika
X2 —}—X22—{—X32—|—X42+%X2= 0 (17)

absolutni kvadrikou piislusného neeucleidovského prostou.

Body e,, e,, €5, €, ptislusné k libovolnému bodu plochy jsou po dvou
a s bodem M sdruzeny vzhledem k této kvadrice a body e, 3= v ey, 63 1 ¢,
na ni lezi.

II. Existence a obecnost minimélnich ploch ve

ctyfrozmérném prostoru o konstantni kiivosti,

pti nichz indikatrix kfivosti v kazdém bod¢
jest kruZnice.

1. V| tomto pojednani budu studovatil mimimdlni plochy ve ctyr-
r0 2mérném prostoru o konstanini k¥ivosts, pvi nichZ indikatrix kvivosts v katdém
bodé jest kruinice (o poloméru rizném od nuly).

*) Nésledwmici vyklad pochazf od prof. E. Cartana (,,Sur les variétés & con-
nexion projective’; Bull. de la Soc. math, de France, 1924, chap. V1).
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Existuji-li takové plochy, pak pro ne vyraz X + X2 (12) nezévist
na 0. Plati tedy relace

at +a’t— b+ b2 = R?
ab+ad =0

pfi CemZ R jest polomér indikatrix a jest funkci parametru na ploSe.
Zrovnic (18) jest zvlasté patrno, Ze funkce &, b’ nemohou byti soulasné
rovny nule; bez Ujmy obecnosti miZeme predpokladati b” = 0.

Aplikujme rovnice struktury na vzorce (11). ObdrZime s ohledem
na (2)

(18)

[0, (@a—2bw,,—a’ 0)] + [0a(@0+ 20— wg)] =09,
[0, @0 +2aw,,—b" 0)] — [0, (da—2bo,—a’ wy)] =0, (19)
[0, (@a"— 20 0,5 + @ wg)] + [0y (@0 + 23" @5+ bg)] — 0,
[0, (@0 4 2a 05+ beay)] —[0y(@a —2b" 0,5+ awy)] = 0.
Systém soufadny pfitazeny libovolnému bodu M plochy zdvisi
jednak od dvou parametri #, ¥, jeZ ur¢uji polohu bodu M na plose, jednak
ale od jistého poc¢tu daldich parametri, od nichZ poloha bodu M nezavisi.
Budiz d symbol pro differencialy parametrit pti konstantnich x, y; budiz
eix forma w;; v takovych differencidlech. Ziejmé jest
€y = €y = 13 = €93 = €1y = €y = 0,
a vzorce (19) davaji zvlasteé
da’ =20 e,—aey,
Tato rovnice ukazuje, s ohledem na piedpoklad &" & o, Ze jest mozno
v kazdém bodé€ plochy zvoliti systém soutadny tak, aby bylo a” = 0 a tedy
(dle 18)
a' =0, b=0,a=0 =R.
Vzorce (11) lze tedy psati ve tvaru
0,3 = Ro, 0,=R o,
W3 = — R 0,, 0, = R a,,
a pro kvadratické formy @; @, obdrzime
D; = R (0,2 — 0,7,
D, =2 R o, v,
Z relaci (19) plyne

(@, dR£] + [03 (2 03— 005,)] = 0,

d R
R

(21)

[@1 (2 035 — 023,)] — [0, 1=0,

anebo

[0, —7 @) dRR +i20,—m)] =0,

(G — VvV —1). (22)
oy +i0) (5 —i2a,—oy) ] =0
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2. Vysledkem predchozich dvah jest, ze exastuji-li uvazované plochy,
mohou se definovati systémem differencidlnich rovnic (13), v némz formy o
hovi rovnicim (20) a podminkdm integrability (22). Z téchto podminek
jest v8ak ziejmé, Ze systém differencidlnich rovnic (2), (4), (20) jest v invo-
luci a Ze jeho feSeni zavisi na dvou libovolnych funkcich jednoho argumentu
a to pii jakékoliv hodnoté kfivosti prostoru.

V kaZdém Ctyirozmérném prostorn o konstatni Riivosti existuji mini-
mdlni plochy, piv nich? indikatrix kvivosti v kazdém bodé jest kruinice a zdvisi
obecné na dvou libovolnych funkcich jednoho argumentu.

Z relaci (22) jest patrno, Ze uvazovany Pfaffav systém ma dva systémy
charakteristik @, + 10, = 0.

3. V dalsim uddm geometrickou konstrukci a nejdulezitéjsi vlastnosti
uvazovanych ploch. Uvahy, které za tim ucelem provedu, budou raizné
podle toho, je-li uvazovany prostor eucleidovsky (¢ = 0) anebo neeuclei-
dovsky (¢ # 0). Z toho duvodu pojednim zvlasté o uvazovanych plochach
v prostoru eucleidovském a pak o plochiach v prostoru neeucleidovském.

III. Plochy v prostoru eucleidovském.

1. BudiZ ¢ — 0 a hledejme geometrickou konstrukci uvaZovanych
ploch. Za tim téelem uvaZujme v projehtivnim prostoru o ¢tyfech dimen-
sich plochy, jeZ jsou dany systémem diffcrencidlnich rovnic

AM = o,¢, + v,e,,

de, 0,56 + Roe; + R o,e,,

de, — @56, — R o, 65 + R 0, ¢, (23)
dez— Roye +- Roye, + 0ye,

de, Ro,e;, Row,e, g6,

na né€jz vedou rovnice (20). Tomuto systému jest ekvivalentni systém
néasledujici:

1 X ) 1 i )
d i 9 (0, + 2 0y) (6, —1 &) 9 (@, 10, (€ 16,),

d (e, 1¢€) 1w, (6, 1€y R (o, + 1@, (e3—1¢), (2 \ 1)

@ (63— 1 €) R (0, — 1 0,) (6, — 1 ¢,) + iy (e 1), (24)
d (e + 1 &,) — 105 (6, T 216) + R(0,— 1 6y) (65+1¢),

d(e; + i¢e, R(w, +1m,) (6, ie) 1o (e+1e,).

Z jeho tvaru jest patrno, Ze piimky [e, =7 e,, ¢; = 7 €]*) jsou pevné
a opisuje-li bcd M charakteristihu @, 7w, =0, rovina [M, e, *+ 7 ¢,
¢; * 1 ¢,) jest pevna. Na ploSe existuji tedy dva systémy rovinnych kfivek
®, + ¢t @, — 0. Roviny kaZzdé z obou soustav prochdzeji pevnou primkou
[e, 7€, €54 te,) a zAvisi na jednom parametru, jenZ jest prvnim inte-
grilem rovnice o, 4 1w, — 0; ziejmé& neexistuje Z4dnia korespondence

*) Plati obé znaménka + nebo —.
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mezi 10vinami obou soustav. Roviny kaZde soustavy tvoii huZel diuheho
druhu, jehoz osa jest piimka [e; 26y, € | 7¢]. Ob& tyto piimky uréuji
trojrozmérny prostor a tedy se neprotinaji; konecng, jezto body e, 44 ¢,,
63 1+ ¢ ¢, jsou na kvadrice (15) a pary e, 4 t¢,, €5 4 1¢,*) jsou vzhledem
k ni sdruZené, ob& uvaZované piimky lezi na kvadrice (15).

Kazdym bodem plochy prochazi jedna rovina kazdé z obou soustav.
Tedy jest uvaZovana plocha prusekem dvou kuzeld druh€ého druhu, jejichz
osy se neprotinaji.

Na druhé strané snadno se vidi Ze nejobecné&jsi kuzel druhého druhu
ve Ctyfrozmérném prostoru zavisi na jedné libovolné funkci jednoho
argumentu. Z obcecnosti feSeni tedy vyplyva, Ze oba kuZele druhého druhu,
jejichZ prusekem jest uvaZovapa plocha, mohou byti libovolné.

Nejobecnéjsi uvatované plochy jsou prisekem dvou libovolnych kuZelii
druhého druhu, jejichZ osy se meprotinaji.

2. V dal8im budu nazyvati pio struc¢nost kazdou plochu ve &tyt-
rozmérném projektivnim prostoru plochou (R), da-h se definovati systémem
differencidlnich rovnic tvaru (24). Geometricka definice ploch (R) jest dina
predchozim vysledkem.

3. Z rovnic (24) se da vydisti tato vlastnost ploch (R):

Tecné voviny kaidé plochy (R) podél libovolné vovimné Rrivky jedné
soustavy tvori kuzel (promiho druhu ), jehof vrchol jest na ose kutele (druhého
druhw), jehof rovimy obsahuji rovinné kvivky druhé soustavy; temto vrchol
jest pruseCikem trojrozmérného prostoru uremeho rovinow uvafované Rrivky
a vovinou k ni nekonecné blizkou s osou kulele rovin drvuhé soustavy.

Vskutku, rovnice (24) ukazuji, Ze opisuje-li bod M libovolnou rovin-
nou kfivku soustavy o, 4+ 2w, = 0, bod ¢, + 7 ¢, zistaiva pevny. Tento bod
jest prusecikem tecné roviny plochy v bodé M a ptimky [e, F 1 ¢,, &3 T 2 ¢,),
jez jest osou kuZele 1ovin soustavy o; 7w, = 0.

Dale jest patrno, Ze bod ¢; 1¢, jest na teCné v bodé M rovinné
kiivky soustavy @; 7w, 0, prochazejici timto bodem; tedy jest obsazen
v trojrozméiném prostoru uréeném rovinou uvazované ktrivky a rovinou
k ni nekone&ng blizkou.

Tedy plati uvedeny teorém.

4. Z ptedchozich uvah plyne, Ze v wetrice urcené kvadvikou (19),
katdd plocha (R), pro miZ funkce R, kierd se vyskytuje v vovmicich (24),
jest od nuly ruznd, jest munimdlni plocha ve Ctyrvozmérném eucleidovském
prostoru pri niz indikatrix kvivosts v ka dém bodé jest kruinice. A naopal,
kazdd plocha metricky takto definovand wréuje urlitou plochu (R).

5. Realni mimimalni plochy ve ¢&tyriozmérném eucleidovském pro-
storu, pri nichz indikatiix hrivosti v kazdem bodé€ jest kruznice, byly jiz
studov 'ny.**) Zakladni t orem, ktery o takovych plochach plati, pochazi
od p. E senharta a jest tento:

*) Viz pozn. na str. 8.
**) Viz pozn. na str 1.
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Budif f (x 4 1y) analytickd funkce. Redlni plocha ve &yirozmérnim
prostoru jest ddna rovnici u +1v = f (x +-1y), RdyZ a jen Rdy% jest ninimdlni
a wndikatrix Efivosts v kaZdém jejim bodé jest kruinice.

Horejsi vysledky vedou k snadnému dukazu této véty. Vskutku,
tato pravi, Ze kdyZ a jen kdyZ ma plocha uvedené geometrické vlastnosti,
daji se jeji rovnice psiti ve tvaru

Xy T X Xy =Y, X, = U (x, y)’ %y — V (x, y) (25)
pil ¢emz U (x,y), V (x,4) jsou redlni funkce dvou neodvisle proménnych,
hovici Cauchy-Riemannovym differencidlnim rovnicim

oU oV U r 4
3x a8y’ 3y o (26)

Budtez (0,1, 4 1,0,0), (0,0,0,1 4 7)*) body na kvadrice (15),
jimiZ jsou ur¢eny osy obou kuzeld, které vytvoruji plochu (R). Libovolni
rovina kazdého z téchto kuZeld jest uréena jednim bodem, zavislym na
jednom parametru, ktery mneleZi na ose pfisluSného kuZele. Budtez
(%o, Uy, U, Usg, ), (Vo, V1, Vs, Vs, ¥,) body, jeZ uréuji roviny obou kuzeli; wa v
jsou obecné analytické {unkce jednoho parametru # po pfipadé ». Soufadnice
bodu na jednom po piipadé druhém kuZeli daji se vyjadfiti vzorci
X=2uy X, =2 Ay, Xo=12+ Ayuy, Xy=2,+ Atts, X, =12, + A, 14,,
po pripadé
X=py 09, X1= g+ s vy, Xo= — 10 gty Vg, X3= pt; +tto 05, Xy=— 1 gty + 050,
pii €emz A, p jsou libovolné parametry. Z téchto vzorcl vychazi, Ze soufad-
nice bodu na ptisludné plose (R) jsou dany vyrazy

0 X =2 uyv,

0 X| = Uy vy + Uy vy 1 1 Uy Vg — Uy Vs,

0 Xy = Uy Uy + 1y Uy + 7 1o Uy — Uy Yy,

0 Xy = 3 Vg + g Vg + 1 Uy Uy — Uy Uy,

0 X, = u, vy + %V, + 1 Uy Vg — Uz Uy,
pii &emz g jest libovolny, od nuly ruzny, faktor. Jest tfeba piedpokladati
1,0y 0, nebot jinak by ptisluina plocha (R) byla obsaZena v trojrozmérném
prostoru a tento ptipad nis nezajimai; zvolme v souhlase s 1vahou
vodst. I.,4, ¢ = 2,0, Obdrzime, po malé zméné oznaceni, pro cartesiovy
soufadnice bodu na uvaZované plose vyrazy

1

X, = 9 (“1+vl+i”2—7’—2)r
1 .
X2— 9 (u2+v2 ——1’“1—7}1):
1 — 27)
X3—— 2 (%3-}-1)3-{—7,%4—-—1)4),
1 .
X, = 9 (%g + vg — 2 43 —vy).

*) Viz pozn. na str. 8.
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Také v t&hto vzorcich jsou w, v analytiché funkce jednoho parametru #
po pripadé& v.

Poloime %, = #a1 + 1 Ua2, Vo — Va1 + ¢ Vao, Pr1 &emi u,p v,z jSOu
realni funkce dvou realnich proménnych x, y a vyjidieme podminky, aby
plocha vyjadiena vzorci (27) byla redlni. K tomu jest nuiné a staéi, aby bylo

Upp 1= Uy = Vgy  Vyg, Uyy  Ugy — Uy - Vpy, Ugp T Uy Vg Usy,
Ugy — Uy — V31 Ugy.
Z toho, Ze funkce u, v vyskytujici se v rovnicich (27) jsou analytické,
plyne, Ze #.z hovi Cauchy-Riemannovym differencidlnim rovnicim

Uy Oy 8%11___3u12
3x 3y ' 8w 3x '’
CR Otyy Oty 0 Uge
dx 3y ' 3y ax ’
Tedy jest
3X, 94X, X,  aX,
dx ay * 3y ex '’
53X, 93X, X, X,
dx dy * 39y dx ’

a X, + 11X, 1 X;+ ¢X, jsou analytické funkce proménné x - ¢ y. Tedy
jest X3 + 1 X, analytickd funkce proménné X, + ¢ X, a tedy, dosadime-li
Xl — %, X2 Y, X3 U (x:y)’ X4=V(x, y):

funkce U (%, ), V (x,y) splituji rovnice (26).

Teorém p. Eisenharta jest tim dokazin.

6. Naskytd se otdzka, zda mezi minimadlnimi plochami ve &tyfroz-
mérném eucleidovském prostoru, pfi nichZ indikatrix kifivosti v kazdém
bodé jest kruZnice, existuji takové, v jejichs kakdém bodé polomér indikatrix
jest tyZ.

Snadny pocet ukazuje, Ze fakové plochy neexistuji.

IV. Plochy v prostoru neeucleidovském.

1. Budiz ¢+ 0 a hledejme geometrickou konstrukci uvaZovanych
ploch. Za tim u&elem uvaZzujme v projektivnim prostoru o étyfech dimen-
sich plochy, jeZ jsou dany systémem differencialnich rovnic

aM — ©, €, + 0, e,

de, = co, M + w6, + R 0, 63 + R 0y ¢,

d e, co, M o0,e — Row,e + R o, e, (28)
de; — —Ruw,e, + Roye, + 054 €4,

d e, Rewy,e, Ro, e, — e,

na niz vedou rovnice (20). Tomuto systému jest ekvivalentni systém
nasledujici:
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ad M 1 (0, 10, (6, 1¢,) ; (0, — 1 6y) (6, + 2 €),
de, —te)= —c(0;, —10,) M+ 10, —1e) +
+ R (0, + 1 0y) (65 — 7€),
d(e; —ie)— R(w, —i@,) (6, —1e,) -1, (e —1e,), (29)
a (e, + 1 ey) ¢ (0, + 1) M 10, (6, +76) +
R (o, 10) (6 + 1¢),
d (65 -1 €) —R (0, 10, (6, F16) —1owg(es+1e,).

Z jeho tvaru jest patrno, Ze mistem bodu ¢; -+ ¢ ¢, jest kfivka a te¢na
rovina k ni v bodé ¢; + 7 ¢ prochdzi bodem e; ie, Daile jest vidéti, Ze
opisuje-li bod M charakteristiku soustavy @, 4+« w, =0, bod ¢ I-1e¢,
jest pevny; prvni integral rovnice w; 20, 0 jest tedy parametrem
kiivky a neexistujc Zadni horespondence mezi body e, 4 2¢, ¢ -te,
Dale, jezto body ¢, e, ¢; ¢, jsou na kvadiice (17) a pary e, + s e,
¢y, 1e,¥) jsou vzhledem k ni sdruZené, uvazovand kiivka a kazida jeji
tec¢na lezi na kvadrice (17) Koneéné se vidi, Ze opisuje-li bod M libovolnou
kiivku, ruznou od charakteristik plati relace tvaru

M=o Ti6) F 0 d(egLtie)+o,d(stie) (30)

pri ¢emZ @ jsou vyrazy v @ a jejich differencidlech. Bod M jest tedy v osku:
laéni rovin& kiivky, jeZ jest mist m bodu e; 4 7 ¢,

Uvazovana plocha j st tedy mistem prusediku paru oskulaénich
rovin dvou krivek lezicich na kvadrice (17) a tato kvadrika obsahuje
i plochy te¢en obou kiivek.

Na druhé strane snadno se vidi, ze obecné kfivka, ve étyrrozmérném
projektivnim prostoru, lezici na negedenerované kvadrice, jejiz plocha teden
lezi na téze kvadrice, zavisi na jedné libovolné funkci jednoho argumentu.
Z obecnosti feSeni tedy vyplyva, Ze obé kiivky, jejiZz oskula¢ni roviny
vytvofuji uvaZzovanou plochu, mohou byti libovolné.

Nejobecnéjsi uvafované plochy jsou prusekem pdru oskulacnich rovin
dvou krivek leficich na kvadrice (17); tyto kiivky mohou byti libovolné, ale
takové, Ze jejich plochy teCen jsou na téie kvadrice.

2. V daléim budu nazyvati pro stru¢nost kazZdou plochu ve &tyi-
rozmérném piojektivnim prostoru plochon (S,) da-li se definovati systénem
differencidlnich rovnic tvaru (29) sc¢+o0. Geometrickd definice ploch (S)
jest dédna ptedchozim vysledkem.

3. Z ptedchozich uvah plyne, Ze v metrice, urcené kvadrikouw (17),
kakdd plocha (S )**) jest munimdlni plocha ve &tyirozmérném meeucleidovském
prostoru, pri nif indikatvix krivosti v kaZdém bodé jest kruinice. A naopak,
katdd plocha metricky takto definovand urcuje urcitou plochu (S).

*) Viz pozn na str. 8.
*¥) Uvidime 2ze neexistuyf plochy (S), po n& R — 0.
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V.Primét Veronesovy plochyjakozvla§tni ptipad.

1. Vyjdéme od otizky, zda mezi plochams (S) existuji takové, p#i
nichf charakleristiky jedné soustavy jsouw kulelosecky.

Ptipustme, Ze existuji takové plochy a budizZ (S) jedna z nich ; kuZelo-
se¢kami budteZ charakteristiky soustavy o, <@, 0. Opisuje-li bod M
libovolnou charakteristiku této soustavy, plati dle (29)

de,+1e) —iw,(e;+16)+2Rw (6514 1¢,),
d (5 + 16,) — — 1wy (63 +26y);
z toho jest vidéti, Ze bod e, 47 ¢, a pri:nka [e, -7 ¢,, €3 + 7 ¢,] jsou pevné.
Uvazujme svazek piimek [M, ¢; + 7¢,], jehoz stfedem jest pevny bod
és -+ 1 ¢4. Z rovnic (29) plyne, Ze je-li w; — 70, 0, plati rovnice

d[M,es+1¢e) — —i0, M,e; 1e] -+ afe; + 16,6 +1e,],

dle, — ey 1y 1 (0 T @4 [6; + 7665 116

TecCna charakteristiky v bodé M, obsahuje bod ¢, + i ¢, takZie mezi
pfimkami uvaZovaného svazku a body na primce [e; + 7 ¢, ¢, 1 7 ¢,] jest
korespondence, v niz piimce [M, ¢; + 7 ¢,] odpovida bod ¢, + 7 ¢5. K#i ka,
kterou opisuje bod M, jest kuZeloseCka, kdy% a jen kdy% tato koresponde ce
jest projektivni.

(31)

(32)

Abychom tuto podminku vyjédrili, uvazme, ze z podmin k integra-
bility plyne (viz. pozn. **) na str. 12), Ze bod M nemuZe opi ovati kuZelo-

seku, je-li R = Q0anasobmebode; +e,vyrazem _ R, priclemZR jest taz

1)
o

funkce, jez se vyskytuje v rovnicich (29). Obdrzime

a (e; + 1 ¢,) L@y, (¢ +vey) ooy (et ie)
: d
deg+1€) | R (33)

Ie - I‘ &')34) (63 -+ 1;64)'

Porovndnim techto vzorcl s (32) vidime, ze uvazovana korespondence
jest projektioni, kdy% a jen kdy%
4 R

R P 2@, 04, O (34)

Podminky integrability (22) vyZaduji, aby tato rovnice byla take
splnéna, opisuje-li bod M libovolnou cl arakteri tiku soustavy o, <@, 0
Tedy musi byti tato rovnice splnena identicky.

Jejf podminka integrability je t

3R —¢ (35)
takZe rovnice (34) ma tvar
2@, @y — U (36)

Tedy existuj1 plochy, majict uvedenou vlastnost, a daji se definovati

systémem differencidlnich rovnic, ktery se dia kompletné integrovati:
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wg =0, w, =0,
03 = R @y, @, = R a,

2 @)y = @y,

@ ;=0 (6,j=12234) (37

Z ngho jest videti, Ze vsechny studované plochy jsou projektivné
identické a Ze maji vlastnost, Ze charakteristiky soustavy @, —t @, O
jsou také kuZelosecky.

Jsou-li ma uréité plose (S) charakteristiky jedné soustavy kuzelosecky,
jsou kuzeloseCkami také charakteristiky druhé soustavy.*) Existuje jedna
a jen jedna plocha (a% na plochy kolinedyni), jeji% chavakteristtky jsou
kuZelosecky.

V dalsim budu pro struénost tuto plochu znaciti (V).

Poznamka. Analyticky jest plocha (V) mezi plochami (S) charak-
terisovdna tim, %e fumkce R v rovmicich (29) se vyskytujici jest konstania,

Vskutku, je-li R konstantni, obsahuji podminky integrability (22)
vztah (34) a ten vede na (35) a na systém (37). (Viz pozn. **) na str. 12.)

2. Dokézi nasledujici teorém:

Plocha (V) jest pramétem Veronesovy plochy z bodu nele “iciho na nad-
plode degenerovanych kufeloseCek a obe krirky, jejiZ oskulalni roviny g1 vv-
tvoruji, tvo¥i jedinou raciondini normdini kiivku Ctvriého stupné, Rterd leii
na plose.

Vskutku, uvaZujme bilinedrni kovarianty forem w,, @, ;,; jest

4

@, = —[a, @], @ =[0,0,], 0, — — R[0, a,]. (38)

Posledni z téchto vzorct ukazuje, Ze studovand plocha, povaZovéna
za dvojrozmé&ny Riemanniv prostor, jest konstantni kiivosti. Jest tedy
pfirozené poloZiti

®, 113 d 0, o, 113 sin Od . (39)

Pak plyne z rovnic
oo, 0, [dO (0, —cosOde)l =0,

tedy
0, —cosOdg
a tedy vzorce
o 40, @, = sin0dy,
@, cosOde, wg, — 2cosOd g, (40)
0312=d®, w14=8i1’b®d(p,
Wy = —SnOd e, w,y=4dO0.

*) Z dal$tho bude patrno, e ve skuteénosti na takové ploSe charakteristiky
o, + 10, 0 tvofi jedinou soustavu.
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VSechny formy @, vyskytujici se v rovnicich (28) jsou vyjadieny
v differencidlech 4 ©, d ¢ a systém (28) jest

iIM= . a0, + g sn0dga,

de, = 3RAOM 4 cosOd e, +d0Oe, + sin O d ge,,
deg — 3RsinOdoM cos®Odge, sin®depe,+ d 0 e,

dey — 20e¢ +sinO@dge,+ 2cosOdpe,, (41)
d e, simO@depe, —a0e —2cosOd e,

V tomto systému muZeme piedpokladati R = 1, nebof sta¢i v ném
zavésti RM misto M ; pak systém (41) jest ekvivalentni systému parcidlnich
differencialnich rovnic

oM oM .

o ey, rp stu O e,,

28 B 3 M+ o, Z‘; — cos Oe, 4 sinOe,,

zgg _ e, 2‘;2 —3simOM cos®e;, —sinBe;, (42)
aaeg) ., ze; sin O e, 2 cos O e,

8886)4 é,. aaf; sin e, 2 cos O ¢,

a jeho integrace jest snadna. Obdrzi se vzorce
M kgg2cos @sint® k(14 3cos20) 4 ko 250020 son 2@ +
+ Lgg st 20 cos @ + kg 510 2 O sin @,
ez teg— Ky (3cos2¢ +cos2@cos20  4isin2 g cosO)
Fk,3(1 cos20)+ky Bsin2¢ + sin2¢cos20 +
4icos2@cos O) +ky, (£2¢singsin® —cospsin2®) —
kip (4 21cos@sin®  singsin20),

(43)

a mimo to jiné, jichz nepotrebujeme. V nich % jsou libovolné konstanty
a tedy soutadnice bodu M na plose (V) daji se vyjadriti vzorci

Yoo i cos 2 @ sin2 0,
1

Y11 4 (14 3cos20),

You ; sin 2 g sin?©, (44)
1 .

Yoo — o COS @ Sit 20,
1 . .

Yie = o Sit @ sin 2 0.

Dosadime-li v nich
u=cospsin® v=smesin0, w=cosO, (45)
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miiZeme je psati ve tvaru

1 1 .
y00 - 2 (u2 __.1)2), yll - - 2 (M2 + 1)2) wzl yOl =uv, (46)

Yoo UW, Yy — VW,
Odtud jest patrno, ze plocha (V) jest prumét Veromesovy plochy.

Abychom ukézali, Ze jest to prumét z bodu neleficiho na nadplose dege-
nerovanych kulelosedek, uvazujme pro okamZik projektivni prostor o péti
dimensich S;. Zvolime-li vhodn& systém soutadny, miZeme rovnice Vero-
nesovy plochy psati ve tvaru

Kop — U2, Xpq — V2, Xpy = W2, Xgy = UV, Xgy = UW, Xyg =V W (47)

a vzhledem k tomuto systému soutadnému ma nadplocha degenerovanych
kuZelose¢ek rovnici

X%r =0 (t, B =0, 1, 2; %3 = %Xzi)
Transformujeme-li systém souradny rovnicemi
1 1
Yoo = 9 (%oo—%11), Y1 = — 9 (%00 + %11) + X3, Vag = Xgp + % 13 + a9, 48)
Yo1 = ¥q1, Yoo %2 Yie = %10

vidime, ze v Sy rovnice (46) zndzoriuji kuzel, promitajici Veronesovu plochu
z bodu (P) %py: %y 1%y i %1 i %2 i % —1:1:1:0:0:0 a Ze jsou to
v rovine (II) %, %y + %35 — O 1oviuce prumélu Veronesovy plochye
Snadno se zjisti, ze bod (P) nelezi na nadploSe degenerovanych kuZelosecek.

3. Abychom nalezli rovnice kiivky, jeZ jest mistem bodu e; + 7 ¢,
uvazme, ze jejim parametrem jest prvni integral rovnice

d® 4+ 1sin@de — 0. (49)

Z posledniho vzorce (43) obdrzime po snadném poc&tu rovnice uvazo-
vanych kiivek

YVoo:V11:Yor: Voo : Vig — 2 1:682:0 (84 - 1) . 20(* 1): 24882+ 1),
Yoo Vi1 Vor: Voo :Vie — 81 T1:6#2 0 ot 1) 242 1):2¢8(2 1).

Zavedeme-h v téchto 1ovnicich pro druhou kiivku parametr

(50)

¢
misto ¢ a ndsobime-li pak souradnice krivky faktorem #¢, shledame, Ze obe
krivky, je% jsou m stem bodu ey - ie, po pr. e5  ie,, tvori jedinowu raciondini
normdini Riivku Cvriého stupmne.

Tato krivka lefi ma plose. Vskutku, to plyne z toho, ze dosadime-li
v rovnicich (46) plochy (V)

u @ 1),v= (¢ +1), w—2¢ (51)
obdrZime pravé rovnice nalezené kiivky.
Tim jest teorém dokazin

4. Hofej$imi vvahami jest dana konstrukce prametu Veronesovy
plochy:
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Prusnet Veronesovy plochy z bodu neleficiho na nadplose degenerovanych
kuieloseCek jest mistem pruseCiki paru oskulacnich rovin raciondini normdlini
krivky ctortého stupné, leZici na plose.

Dokazi, zc

tato komstrukce jest smoina jen jedinym zpusobewn; . §. na uvaZované
ploe existuje jedind raciondini normdlni kvivka Ctortého stupmé i€ viastnosts,
ze plocha jest mistesn pruseCiku pavi jejich oskulaénich rovin.

K dukazu zvolme systém soufadny tak, aby rovnice plochy (V) byly
dany vzorci (46). Pak rovnice (50) jsou rovnice raciondlni normdalni kiivky
(tvrtého stupnd lezici na plose a tato kiivka jest takova, Ze plocha (V) jest
mistem prise¢iku pdru jejich oskula¢nich rovin; znaé¢me tuto kiivku
v dalsim (C).

Predpokladejme, Zc na plose (V) mimo kiivky (C) cxistuje raciondlni
normalni kiivka ctvrtého stupné (C’) ruznd od (C) takovi, Zc plocha (V)
jest mistem p1usecikil paru jejich oskulaénich rovin. Pak existuje projektivni
transformacce T, kterd ptevadi (C) v (C’) a pruscéik libovolného paru o<ku-
la€nich rovin kiivky (C) v pruse¢ik odpovidajicich oskuladnich rovin
ktivky (C’); projektivni transformace T pievadi plochu (V) v sebe.

Uvazujme zobrazeni plochy (V) na rovinu =, jak jest dano vzorci (46),
Pravé strany vzorcu (46), porovnany s nulou jsou rovnice nezavislych kuze-
lose¢ek, z nichZz kazda jest apolarni s kuZelose¢kou #* 2 w? 0.
Tato kuzelosecka jest jedind, s ni% jsou viechny zminéné kuielosecky apoldrni
a ze vzorcu (61) plyne, Ze jest obrazem kiivky (C). Projektivni transformaci
T plochy (V) v sebe odpovida transformace roviny = v sebe. Tato trans-
formace jest projektivni. Vskutku, jezto transformace T prevadi kuzelosetkv
plochy (V) v kuZelosecky a ponévadZ obrazem kazdé kuZelosecky na plose
(V) jest v roviné = ptimka, transformace roviny = v sebe prevadi kazdou
piimku, jeZ jest obrazem kuZelose¢ky na ploSe, v piimku; ponévadZ ale
kazdid primka v roviné = jest obrazem kuZelosetky na ploSe; (V), jest
transformace rovinv x v sebe kolineace. Tedy jest obraz ktivky (C’)
v roviné = kuzelosecka, nutné ruznd od u* 4 v* + w? = 0 a jest také apoldrni
s katdou z kufeloseCek urlenych pravymi stranami vzorcw (46); to jest ne-
mozné.

5. Hoftejsi vysledky doplnim touto poznamkou:

Veronesova plocha v Sg budiz dana vzorci (48), (47). Jest patrno,
ze kuZelosecka %%+ v¥ 4+ w? =0 v roviné = jest obiazem pruscku
Veroncsovy plochy s nadrovinou (/1) %y 4 %43 + %9 = 0 2 Ze bod (P)
Xgo S Xyp i Xap 1 Xgy i Xpe 1%y, =1:1:1:0:0:0 jest polem nadroviny (IT)
vzhledem k nadplo$c degencrovanych kuzelose&ek.

Plati tedy teorém:

Mistem privsecCikis pdru oskulacnich rovin prisecné krivky Veronesovy
plochy s libovolnou (obecnou) nadrovinow jest primét Veromesovy plochy
z bodu konjugovaného s touto nadrovinon vzhledem k nadploSe degenerovanych
kuZelosecek.

Rozpravy: Roc. XNXVIIL Tr. TI. Cis. 37,
XXXVIL
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6. Vra'me sc k tvaham metrickym. Plocha (V) patti mezi plochy (S)
a muze se tedy definovati metricky jako minimdlni plocha ve ctyrrozmgér-
ném neeucleidovském prostoru, jejiz indikatrix v kazdém bodé jest kruznice.
Podle poznamky na str. 14 jest mezi takovymi plochami charakterisovine
tim, se prl ni polomer indikatrix v kazd{m bode jest tyz; jinak feceno,
jest Lo jedind n 11 1ndls i plocha v neeuclesdooském prostoru, ktevd md vlastnost,
¢ indihatrix kv vos i v ka~dém jejrim bode md tvz polomer. Podle (35) exist ¢
relace v zi polomcrem indihatyin a krivosti prostorw; zvlaste jest patrno,
zc prostor musi miti kladnow krvivost, aby polomer inditatrix bvl rvedini

7. Jestotaska,jaky jestsztal mesi absolutnt kvadrikou a plochou (V)

Zvysledku odst. IV., 1 plyne, Zc kradrika, jeZ urcuje smetrika plochy (V)
bsahuje ky vku C) a ka dou jeji tecnu. Snadno se ukdaze ze,

v cly v wmruess projekt vmims prostoru existuje jedna a jen jedna
nedeger e ovar i [vadiika, je obsahuje danow vaciondini novmdlni rivlu
ctviteho st1pne a ha dow qeji teCnu.

Vshuthu budiz ve ctyrrozmerném prostoru (C) racionalni normalni
krivka ctvrtého stupne a

~ 1 3 2 ~ ~
00 AN £, 2n ?, Zop [, %10 1 52)
jeji rovnice Vyloucenim ¢ z rovnic (52) obdrzime kvadriky
L d ~ :-)4 ~ ~ ~ ~
200 “01 21 0, <00 202 — 11 %01 0, 2y 219 211 <02 v,

2 __
211 %g2 — " 0, Z11 %12 o1 %02 0, (53
2 __
Zo1 X122 Zge” = 0,

z nichz kazda obsahujc krivku (C). Tyto jsou nezavislé a uréuji tedy linearni
systém kvadrik o péti dimensich

Mo (Zoo S — 214Y) M (Zoo 202 211 2Z01) T+ %2 (2o 21z — 211 Z02)
+ 75 (21 202 Zo1%) Jq (211 219~ 21 Z02) 25 (241 249 Z09) 0.

(54)

Kazda kvadrika tolio systému obsahujc krivku (C) a naopak, kazda
kvadrika, kfivku (C) obsahujici, jest v ném obsazZena.

NapiSme podminky, jimZ musi hovéti parametiy 4, aby prislusni
kvadrika systému (54) obsahovala kazdou tec¢nu kitvky (C).

Pro kaidou hodnotu parametru ¢ jsou body (#4, #, 2 ¢, 1) a
(42,3 2¢, 1, 0) konjugovany vzhledem ke kazdé kvadrice systému (54);
tedy, aby urcitd kvadrvika systému (51) obsahovala kaZidow tecnu krivky (C),
jest nutné a staci, aby obsahovala kvivkw (483, 313, 24, 1, 0).

To vede na podminky

3. iy 0,
o Ay by Ay — O
Existujc tedy jedna a jen jedna kvadrika obsahujici kiivku (C)

a kazdou jcji teCnu a jest ddna rovnici

(55)

Zoo 22 A2z 3% 0. (56)

XXXVIL



19

Odtud se odvodi snadno, Ze je-li kiivka (C) ddna rovnicemi (50),
piislu nd kvadrika ma rovnici

. 1
Voo T Yor® Yoo + Vio® 3 V1,2 — 0. (57)

Tim jest absolutni kvadiika vzhledem k plose (V) 1plné uicena.

8. Koncené podotykam, zc snadnou tvahou se di ukizati, ze

absolutni kvadvika se dd také definovati jako prumet proni poldry
1 alplochy degenerovanych kuzeloseCek, pridrufené stredu prom tdni.

% *
*

Poznamka pti korektufe. Mezitim co toto pojednani bylo
v tisku, zvédél jsem z dopisu od p. E. Bompiani, Ze vysledek, ze
ve ctyrroznérném projektivnim prostoru mistem pruseciku piru osku-
] ¢ni h rovin raciondlni normélni ktivky ctvrtého stupné jest prumnit
Veroncsovy plochy, neni novy. Nalezl jej (pravdepodobne poprve)
p G. Castelnuovo (Ricerche di geometria della velta nello sp zio
a qu ttro d 'menst ni. Atti del R. Istituto Vincto di scienze, lettere ed
artl (1891) t. IT <. 7.).
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