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Sur les surfaces dont Ies lignes de Segre sont
des géodésiques,

par
Otakar BorUvka & Brno, Tchécoslovaquie.

Dans un récent article, M. G. Fubini() avait fait quelques re-
marques intéressantes sur une méthode de la recherche des surfaces
dont la normale métrique, en chaque point, coincide avec une droite
quelconque du faisceau canonique et, dans cette connexion, il avait
considéré, en particulier, la directrice de Wileczynski et la normale
projective. Or, il me semble que la question de la recherche des
surfaces jouissant de la propriété considérée par M. G. Fubini
devient particuliéremnent intéressante, si l'on considére, dans le
faisceau canonique, 1’axe de Cech. En effet, dans un point quel-
conque d’une surface non réglée, cette axe étant définie comme la
droite d’intersection des plans osculateurs de trois courbes de Segre,
passant par le point considéré, il est clair que la recherche des sur-
faces dont la normale métrique, en chaque point, coincide avec 1’axe
de Cech est &quivalente 3 la recherche des surfaces dont les trois
familles de lignes de Segre sont des géodésiques. On voit en parti-
culier que, si sur une surface deux famille de courbes de Segre sont
des géodésiques il en est de méme pour la troisieme.

Je me suis occupé de la recherche de telles surfaces plongées
dans l’espace euclidien, ayant appliqué la méthode du repdre mobile
de M. E. Cartan, et je me permets d’établir dans cet article, les
considérations principales que j’al faites & ce sujet. J’ai trouvé une
famille de co® surfaces intéressées qui sont caractérisées par la pro-
priété d’avoir les lignes de courbure formées par des courbes de Segre-
Darboux; les surfaces en question appartiennent donc aux surfaces
moulures. Elles sont des surfaces I, la relation entre les rayons
principaux de courbure étant algébrique et du dixiéme degré. Mal-
heureusement, il existe une lacune essentielle dans mes résultats: je
ne sais pas si les surfaces trouvées sont toutes les surfaces intéressées
ou bien g’il en existe encore d’autres. Pour répondre & cette ques-

(1) Invarianti proiettivi, metrici, affini di una superficie 1 Boll. dell’Unione
Matematica Italiana, (1927). -
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tion j’étais amené aux calculs que je n’ai pu pas faire effectivement
a cause de leur longueur. Mais, je suis parvenu de montrer que, s’il
existe encore d’autres surfaces dont les lignes des Segre sont des
géodésiques, elles dépendent de sept constantes arbitraires au plus.

1. Plagons nous dans l’espace euclidien & trois dimensions et
imaginons une surface (M). A chaque point M de cette surface fai-
sons associer un repére mobile, formé par trois vecteurs rectangulaires
unitaires ¢, ¢;, es ayant pour D’origine le point M. Si I’on passe du
point M au point infiniment voisin M’ le repére subit une variation
et on aura les formules de la forme

dM = we; + waes + w3es,

(1) :
dei= wne1+ s+ wses, (1=1, 2, 3)

les w étant des formes différentielles lindaires aux parambdtres dont

dépend la position du repdre mobile. A cause des suppositions fait

au sujet des vecteurs e, ces formes satisfont aux relations linéaires
(2) 0+ w;=0,
quelques soient les deux indices %, j (1, 2, 3) distincts ou non et en

outre, elles verifient les formules de structure de 1’espace euclidien
ambiant

3 3
(3) CO’1.= ,Z,;[wrwrt] ’ w;j =,§[th1}]-

2. Nous allons particulariser le choix du repére mobile de
maniére que 1° en chaque point M les vecteurs e, e; soient tangents
a la surface 2° I’équation des lignes de courbure soit emw:=0.

Pour que la premidre condition soit satisfaite il faut et il suffit
que l'on ait

(4) w3=0.
Cette équation conduit & la relation quadratique
(5) [w1013] + [@923]=0

de sorte qu’on voit que ®13;, wzs sount des combinaisons linéaires de
w1, @ qui s’expriment par les formules de la forme

(6)' w1 =0aw1+ dws,

wn=Dbw + cws,

et on a

o [wr(da —2bwrz) ]+ [w2(db + & — con2)] =0,

[w1(db+ a— cwiz)]+ [wa(de + 2bwig)1=0.
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Quant & la deuxiéme condition, il faut et il suffit que, le long
de @w:;=0, les normales & (M) forment des surfaces développables.
Or, comme le vecteur e; est normal & (M), pour qu’il en soit ainsi il
faut et il suffit que 1’équation

w013 — o wn =0,
ou bien
b(ws— i)+ @ — cor102=0,
soit satisfaite en vertu de wiwz=0. Cela donne
b=0,
de sorte que les formules (6) s’écrivent
(8) w=0w, ©3=C01,

et les relations (7) deviennent

(9) [0:da]+a— c[wawi]= 0,
o — clw1wiz] + [wedc] =0.
Or, il est facile de voir la signification géométrique de fonctions

a et ¢. En effet, si I’on se déplace sur une ligne de courbure quel-

conque de la famille w:=0 par exemple, on vérifie facilement que la
relation

M—Les =M+ dM———l—(63+des)
a a

a lieu; par suite, en chaque point M de la surface, 1 est le rayon
a

principale de la courbure associé aux lignes de courbure w,=0. De

méme, en chaque point M, L oestle rayon principale de la courbure
¢

agsocié aux lignes de courbure w;=0. Dorénavant nous écrirons ¢;
au lieu de a et ¢; au lieu de ¢ et nous allons exclure de nos con-
sidérations les deux cas ¢;—c3=0, ¢i¢2=0 qui, évidemment, ne présentent
aucun intéret; nous allons donc supposer ¢;—c,¥0, cica=0.

3. Cela é&tant, nous allons exprimer la condition que, sur la
surface (M), les lignes de Segre soient des géodésiques. En désig-

nant par u, v les variables indépendantes et en posant

F=(M, My, M,, d*M) =A(andv®+ 2a12dudv + azdv?),
1

A=+ Pt
/4 lauazz—ale
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on sait que 1’équation de courbes de Darboux est déterminée par la
forme différentielle cubique, apolaire & la forme F3,

Fo=\M, Ma, My, M) ——-dF
On en déduit, par un calcul facile, ’équation de lignes de Darboux

(10) wi( 8¢ 4o, dc,)—Scz—clwlw,w3+w§( 3;“ dCz—dcl)=0.
C1 2
Or, les formules (9) permettent de poser

dci1=cumi+ C12w3,

(11) Ca— C1w012 = C220 + C11@32,
dCz= Cnw; + Cx2v3,

et, dans ces notations, 1’équation (10) prend la forme

(12) ( 33 6’11—621)(0? +( 3ca 612—¢622> w?wz

C1 C1
+ ( 3 Ca— ¢C11)w1w§+ (—&Cm— 012)w§= 0.
C2 Cz2

Si l’on introduit les combinaisons linéaires
51=1/ Caw, + v C1w2,

w3=4 Caw — 1N Ciwa,

cette équation s’écrit tout simplement

1 3¢ c v 3c €1z \—=a
(14) (_‘ n__ ¢z +— . 2 ___)w
\/62 C1 C2 «/cl C2 C1 '

+< 1 3cn _ﬂl__ 7 .3022 __C_E)wg‘:().

(13) (i=+/—1)

On en voit que, en posant pour simplifier

(15) p— 1 (3011__6&_)’ g= 1 (3622 _ﬂz_),

v ¢a C1 Ca A e Cz 1
I’équation des lignes de Segre est
(16) (p+ig)wi—(p—ig)wi=0.

Evidemment, pour que les lignes de Segre soient des géodésiques il
faut et il suffit que, en se déplagant sur une ligne de Segre quel-
conque, le point d®M soit une combinaison lindaire de M, dM, e\
seulement. On trouve facilement, pour qu’il en soit ainsi il faut et
il suffit que ’on ait, sur une ligne de Segre quelconque,
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wad w1 — w1dwz— w12{w? + w3) =0.
Or, en tenant compte des formules (13) et (11) on déduit facile-
ment que 1’équation en question est équivalente & 1’équation suivante

(17) w2dw1 — w1dws= %(p +'iQa)§—p— ’I:ng)

-_— w102
8 C1C2— (1 C203— (1

(p_,,jq 611\/(; ’l:(fzz‘\/c—l ) 2
(e - +

Wie @32.
CiCz— (1 C22— C1

+( p—1iq env/ca _ e/ )—2

Comnme cette équation doit étre satisfaite sur une ligne de Segre quel-
conque on voit que I'on doit avoir, sur une telle ligne

p—1q Cus €2 itmV G )w
- 1
Ci1C3— C1 C202—C)

w1
(18) d log o _( 5

( p+iq 6'11\/0_2 . €227/ €1 )
— -— + () w3.
8 Ci1€z—C1 2Cz—C1

Or, d’aprés (16), le premier membre de cette équation &tant

_2 ; 9P—pdg , I’équation (18) est
3 P2+ qsa
(19) 2 ide;—P;iq =( P—ig _ euves wzz\/cx)v1
3 ptg

8 C1C2—C1 C263—C1

(]7+’l:q cu/e: | itava )
- - + w3

o) CiC2—C1  C262—C1
et comme elle doit étre satisfaite, en chaque point, pour les trois
directions de Segre, elle doit étre satisfaite identiquement. En y
remplagant les w par des combinaisins linéaires correspondantes de
w, elle s’écrit

8 . pdg—qdp =< o 4 SCn ‘/c:)
(20) 3 P2+q2 9\/ : +02—61 C2 “

—(p\/(;+'ﬂl/ Cz )Cl)z.
C1—C2 c

1

On trouve ainsi que les surfaces; sur lesquelles les lignes de
Segre sont des géolésiques, si elles existent, sont définies par les
€quations suivantes:

(21) w3=0, a)n:wzz:a)as‘::o, W= — W12y, W31= — W13y L32z= — OB,
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w13=C211, Wx=~Ciws,

dCl =ﬂw1+( 3692 —q~/61)w2,
Ce

G C1
(21) iici:( 3on —pVes )w1+wz,
C: C1 Ca

(ea— C1)wiz=Czw1 + Cu®3,

8 pdq qdp (q~/03+ Sez 01) («/61+ 8en ‘/Cz)wz.
8 p'+q° cz—cC1 ! c3 ai—c ! ¢

Les équations entrainent les conditions d’intégrabilité suivantes:

i'l: wldcn] —-I—[dewn] —Aes [wldp:l
C1 C2
+( 3en g— C22 | 301—62P_ €1uCzz , 561—9¢3 ) [&’lwz:I:O’-

C1 2»\/(!; C1—C3 C1C2 G1—C2
1 [ w1d6n] ——.B—[d@zwz] +4/c1 [d qwa]
C1 Ci
_( 3¢ . Cn 3cz2—ae q— Culz 5¢:—9¢ ) [w1w2]=0r
,\/Cz 2/\/61 C2—0C1 (1] C2—C1

(22) [&hdcz{] —_ [d Cuwz] + (— C1C2Cz—C1+ 1
Ca—C1

en 8ec,— 20, +-2 dcl—2cg—cupcM/ ca—Cugcin/ 01)[:01(021

1 Cz

\

=0,
/s [wldQ:’ +4/c1 [dpa’z:' + 8 l/zl l:and(:zz:l +-—8_ C2
2

Cz2—C1 G—C:" G

1 qex_ 45!
x| de - ( ¢ Ca+ 76+ i tea et Te
[ “wz] —a \2u/g T atiady  aTaaT

Le systéme (21) n’est manifestement pas en involution. Dans la
suite, pour faire la discussion du systéme (21), nous allons distinguer
les deux cas possible: pg=0 ou bien pg*0. Nous allons traiter
séparément ces deux cas.

4. Nous allons d’abord considérer le cas pg=0. Dans ce cas
on ne peut pas avoir p=¢=0, car autrement, 1’équation des courbes
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de Segre ne serait pas déterminée; on a donc ¢=0, p*0 ou bien
p=0, q=’:0°

Pour voir la signification géométrique de chacune des deux re-
lations ¢=0, p=0, envisageons I’équation (16); on en voit immédiate-
ment pour que la famille de lignes de courbure w;=0(w;=0) se con-
Jonde avec une famille de courbes de Segre, il faut et il suffit que
Uon ait g=0 (p=0). Sans restreindre la généralité, nous pouvons
nous borner & considérer seulement les surfaces pour lesquelles ¢=0,
p¥0; c’est ce que nous ferons dans la suite.

Les surfaces cherchées, si celles existent, sont donc définies par le
systtme d’équations de Pfaff (21) avec la condition ¢=0. Or la der-
niére de ces équations entraine les deux relations suivantes

— 8cu ;
(23) cn=0, pscy +———— €z — (.
Ci—C2 C1
La premiére de ces relations caractérise, comme il est facile de le
voir, des surfaces moulures les plus générales pour lesquelles I’équa-

tion des lignes de courbure planes est w.==0. Quant & la deuxi®me
relation (23) elle psut s’écrire

(24) ]/01 ( 3en __ Cn )+ Sen ch =0,
Cz 1 C2 Ci—Cz2 T 11

et on voit, en tenant compte des équatious (21) qu’elle détermine

. .. 1
une relation entre les rayons priucipaux de courbure rn=—,
1

1 . . .
r,=—— de sorte que les surfaces cherchées, si elles existent, ap-
C2
partiennent aux surfaces W. On obtient par un calcul facile que la
relation en question est

(25) (8ri4ra) =krirs,

k étant une constante arbitraire. Inversement, il est aisé de voir
que, st une surface moulure (avec ex=0) appartient aur surfaces W
la relation entre les rayons principaux de¢ courbure étant de la forme
(25), elle jouit de la propriété d’avoir les lignes de Segre formées par
des géodésiques.

Pour établir 1’existence el la généralité des surfaces considérées
occupons nous du systéme d’équations différentielles qui les définit.
Cn
C1

Nous avons d’aprés (21), en écrivant pour abréger ¢ au lieu de

le systéme suivant
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(03=0, w11=a)_2—w33=0, Wz = — W13, W3 = —013, Wg— — @B,

w13 = (01, ®3=C1W,

d(’1
=am,
1
26
( ) d('g — _a(1+4 Cz+61 )wl,
Cz C2—Cy
% 2 w12 =0w2.
(1

Les conditions d’intégrabilité de ce systéme étant, d’apres (22),

( [wlda]'_:O,
27) 2 2 -
[w:da]+ (a’ - 36102:60’ —czcz—cl)[wlwz] =0,
Cz2—C1
on voit que l’on a
2 __ et
(27) da:(a’ ¢1— 3c1C2 = 6¢3 —6262—61)601,
C2—C1

et le systéme (26), (27) est complétement intégrable. Il en résulte
qu’ 4l existe des surfaces considérées et elles dépendent de deux con-
stantes arbitraires.

I1 n’est pas difficile de remplacer le systdme d’équations différ-
entielles (26), (27) par un systdéme équivalent d’une forme explicite.

Pour cela posons K=cics, u=—2- et remarquons qu’on a, d’aprés

C1
(26), (27)
d logK=—4a u+tl w1,
u—1
3u+1
(28) d logu=—2qa :‘_"‘1 wy,

(u— 1)a)1z= Aws,
da-.:(a,2 1—371_26"” —Ku—l)wx.
u—1
Il est aisé de voir que l’on peut choisir les variables indépendantes
de maniére & avoir

(29) ==l A= dy.
a X
u—1

a

, le

Avec ces variables, si I’on introduit encore la fonction v=2

systéme (28) prend la forme suivante
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dlog K=
dlogu =
(30)
dv - dx
s =—K :’
V¢ x
wWi1z= dy )
v

et ces &équations, avec les équations (26), conduisent au systéme sui-
vant:

ws=0, on=0n=w3=0, ox= — 1z,
W3 = —0W13, W3zz=—wy,
(31) _ 3E°d§
w1

_ dn
TV @—E)B— T Ma—g
w=/B—Ed7, a’13=/\/g—g_§2, wn=§Edn,
les £, n étant les variables indépendantes nouvelles et ¢, 8 deux con-
stantes arbitraires.

9. Nous allons maintenant considérer I’autre cas possible pq=:0.
Dans ce cas général, la méthode que j’applique pour déterminer les
surfaces considérées, s’il en existe, conduit aux calculs trés longs.
C’est pourquoi je me borne de montrer que, 8’¢l existe des surfaces
en question, clles dépendent de sept constantes arbiiraires aw plus.

Le systéme (21) n’étant pas en involution il peut &tre prolongé
par les équations de la forme suivante:

9 _P_‘/cl P

G2—C1 P " O

den=_(P+ -- )w1+<

__LQ_*_ )("2,
8 p q
29)  dea= Lf_Bgye
(32) Cx— (01_62 V V P
42 P _‘_q_Q+-->w1+(P+--)w2,
8 ¢ p
_ v [ 1694/ca 2q
d(pq)_( €161 —Ca P+ 4\/1Q+ )

+(M P__QB__ Q+ ")a)z,
C203—C1 A/ Cs
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les P, @ étant des variables nouvelles et les termes non écrits ne
dépendant que des ¢, ¢s, ¢, ¢, p, ¢- l.es conditions d’intégrabilité
de ces équations ont la forme

[dPad+ © - 3” L/ [dPos]
02—01 p
0.9 _ 9 _3p [dQws]+ e[ ws] =0,
8 ¢ q
33) ¢, Pafa__39 3/ % [dPon] P~ %9 {4 Qu]
a—¢ q 'l e P 7 a q b

+ [d Po:] + Blww3]=0,
169v/es 14pu] +:/L[ded+_1§1W_ﬁ[dP ws]

Ci1C1—C; CiCa—C1

__I'_ [dQwz] 1y [0103]=0,

les o, B, v étant composés des ¢, ¢z,--, P, Q. Or, on vérifie par un
calcul facile que, dans ces formules, le déterminant de coefficients des

[dPwsl, [dQw:], [dQws] est ‘2"1 *p*+¢* et par suite différent de zéro.
74

On voit donec que ’on peut prolonger le systéme (21), (32) en y
ajoutant deux équations nouvelles exprimant les dP, d@ comme des
combinaisons linéaires de w;, ws, ces équations ne contenant qu’une
variable nouvelle W. On déduit facilement que les deux équations
en question ont la forme

dP=(p~/EW+ «Jon+(ga/cr W+ --)wa,
dQ= ( \/61 W+ - )w1—( ql/c:W+ ")a)g,

les termes non écrits ne contenant que les ¢, ¢, ¢u, ¢n, p, ¢, P, Q.

Les conditions d’intégrabilité de ces deux équations sont de la
forme

(34)

Ci—C1 C1—C3

p/ca [dWanl+ ga/e: [d Wars]+ plenws]=0,
p»\/zl—[dle]-i-Q\/cz [d Wws] +v[ew1w:]=0,

et dans ces formules les pu, v sont composés de ¢, ¢z, --, Q, W. Or,
on voit immédiatement que les équation (35) sont linéairement in-

dépendantes par rapport & [dWanl, [dWws] et le systéme (21), (32),
(84) peut donc &tre prolongé par 1’équation suivante

(35)
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(36) dW= ﬂ'\/cl —V's/c2 w1+ #1/02 —V\/Cl wa. /
jCz—(h pe:—0G1 ?

On est ainsi ramené au systtme de Pfaff (21), (32), (34), (36)
dans lequel les différentielles des inconnues ¢i, €z,...., @, W sont
exprimées linéairement en ; et wz les coefficients n’introduissant
aucune inconnue nouvelle. Si ce systéme est complétement intégrable,
ce que rien n’oblige & croire a prior: les surfaces considérées dé-
pendent de sept constantes arbitraires. Si non, 1’équation (36) con-
duit au moins 4 une relation finie entre les variables ¢i, ¢z,.. .-, W, et
les surfaces en question, si elles existent, dépendent encore des con-
stantes arbitraires, le nombre de ces constantes étant inférieur 3 sept.
La proposition est donc démontrée.
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