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Mitteilungen der Tschechischen Akademie der Wissenschaften 1943.

Auszug aus dem tschechischen in der Zeitschrift Rozpravy II. tFidy Ceské akademie

Jahrgang LIIL. verdffentlichten Texte. N or 23.

Uber Zerlegungen von Mengen.

Yon
0. BORUVKA.

Vorgelegt am 1. September 1943.

Diese deutsche Zusammenfassung soll eine klare Ubersicht iiber die
behandelte Theorie darstellen. Aus diesem Grunde bildet sie im wesentli-
chen eine verkiirzte Ubersetzung des tschechischen Originaltextes, wobei
insbesondere wegen Raumersparnis alle Beweise weggelassen werden.

Die vorliegende Theorie von Zerlegungen auf Mengen enthilt drei
Kapitel, die bzw. die Grundbegriffe der Theorie, komplementére Zerlegun-
gen und Reihen von Zerlegungen behandeln.

In dem ersten Kapitel werden insbesondere zwei Verkniipfungs-
operationen beschrieben, welche diese Theorie der Theorie von Verbianden
unterordnen und dadurch ihren Charakter im allgemeinen bestimmen.l) In
dem zweiten Kapitel werden komplementire Zerlegungen betrachtet.
Dieselben scheinen von besonderer Bedeutung zu sein, da sie z. B. durch je
zwei von Normalteilern auf einer beliebigen Gruppe erzeugte Zerlegungen
realisiert werden und ferner mit der Abbildungstheorie von Zerlegungen eng
zusammenhéngen. Die im dritten Kapitel entwickelte Theorie von Reihen
von Zerlegungen stellt u. a. eine weitgehende Verallgemeinerung der Eigen-
schaften der von Normalteilern auf Gruppen erzeugten Reihen von Zerle-
gungen dar. Wir bemerken auch, dafl Zerlegungen auf Mengen und insbeson-
dere Reihen von Zerlegungen durch Klassifikationen in simtlichen Wissen-

schaftsgebieten realisiert werden.
_—

1) Vgl. O. BORUVKA, Gruppoidentheorie. Erster Teil. (Tschechisch.) [Publ. Fac.
Sci. Univ. Masaryk, No 275 (1939)]; Uber Keiten von Faktoroiden [Math. Ann., 118,
41—64 (1941)].



I. Grundbegriffe iiber Zerlegungen in Mengen.

1. Bezeichnungen. Mengen (Elemente in Mengen) bezeichnen wir in
der Regel mit groBen (kleinen) lateinischen Buchstaben. Systeme von
Mengen bezeichnen wir in der Regel mit Symbolen wie z. B. 4, 4 und ihre
einzelnen Elemente mit @, . sA bedeutet die Summe aller Mengen, die in A
als Elemente vorkommen. @ ist das Symbol fiir die leere Menge. Die auf zwei
Mengen sich beziehenden Symbole V, n bedeuten ihre Summe, Durch-
schnitt. Das Symbol ~ driickt Aquivalenz von Mengen aus. Wenh zwei
Mengen einen nicht leeren Durchschnitt haben, so nennen wir sie inzident.
Der Buchstabe G bedeutet die ganze Arbeit hindurch eine nicht leere Menge.

2. Zerlegungen in Mengen. Ein nicht leeres System 4 von nicht leeren
paarweise fremden Untermengen in G nennen wir Zerlegung in G und im
Falle sA = G Zerlegung von G oder auf G. Wir sagen dann, 4 liege in bzw.
auf (. Als Beispiele von Zerlegungen auf G fiihren wir an: die aus dem ein-
zigen Elemente {G} bestehende grofte Zerlegung Gmax von @ und die kleinste
Zerlegung E‘min von @; diese besteht aus den Untermengen {a}, wobei a € G.

Es seien 4, B Zerlegungen auf @. Wenn jedes Element in A die Summe
von einigen Elementen in B ist, so nennen wir 4 (B) eine Uberdeckung

( Verfeinerung) von B (A) und schreiben A > B oder B < A.

3. Hiille und Durchdringung. Es sei 4 eine Zerlegung und B eine
Untermenge in G.

Die Menge aller mit B inzidenten Elemente @ ¢ A nennen wir die H#lle
von B in 4 und bezeichnen dieselbe mit B C 4 oder A 1 B.

Die Menge aller nicht leeren Durchschnitte von B mit den Elementen
in 4 nennen wir die Durchdringung von B und A und bezeichnen dieselbe

mit B A oder A 1 B.

4. Verkniipfte und adjungierte Zerlegungen. Es seien A4, C Zerle-
gungen in G.

Wir nennen die Zerlegungen A, C verkniipft, wenn es zu jedem Ele-
mente @ ¢ A genau ein mit ihm inzidentes Element ¢ ¢ C gibt und umge-
kehrt zu jedem Elemente ¢ e ' genau ein mit ihm inzidentes Element @ ¢ 4.

Essei Be A, DeC und B n D + ¢. Dann sind

DCAnNC, BCCrnA (A=s4,0=sC)
Zerlegungen in @, wobei das erste Symbol entweder die Zerlegung D C
C (A r C) oder die mit ihr identische Zerlegung (D T A) m C bedeutet und
ahnlich das zweite Symbol. Wenn fiir diese Zerlegungen die folgende Gleich-
heit besteht
s(DCAnNC)=sBLCCM A,
so nennen wir die Zerlegungen A4, C adjungiert in bezug auf B, C.

5. Erzeugende Zerlegungen. Wir nehmen an, daB auf G eine Multi-
plikation erklirt ist, so daB fiir jedes geordnete Paar von Elementen a, b ¢ @



das Produkt ab ¢ @ eindeutig bestimmt ist. Der Inbegriff von G und der
Multiplikation ist ein Gruppoid &. G ist das Feld von &. Unter einer Zer-
legung in & verstehen wir eine Zerlegung in G. Eine Zerlegung 4 in & heiBt
erzeugend, wenn es zu jedem geordneten Paare von Elementen a@, b ¢ 4 ein
Element ¢ e A gibt, derart, daB die Beziehung ab c ¢ besteht. Dabei be-
deutet @b natiirlich die Menge aller Produkte ab von Elementen a €@ mit
Elementen b ¢ b.

6. Ketten. Es seien A D B nicht leere Untermengen in G.

Unter einer Kette von Zerlegungen in G von 4 nach B verstehen wir
eine geordnete endliche Menge von Zerlegungen in G: 4,, ..., A,_; mit den
folgenden Eigenschaften: 1. A, liegt auf A 2. fiir 8 < a—1 liegt 4z,; auf
einem Elemente von 4z 3. B € 4,_;. Ein solche Kette wird mit

Ay~ ...—> A,
oder kiirzer mit [A4] bezeichnet. I*ur y =0, ..., « — 1 schreiben wir 4, an-
statt s4, und gelegentlich A4, anstatt B. Aus diesen Erklirungen folgt un-
mittelbar: A4, eZo, ey Ay e Ayq und weiter 4 = Ao ...0 4, = B. Die
A, B sind die Enden von [A]. Unter der _Ldnge von [A] Verstehen wir die
Anzahl & der Zerlegungen in [4]. 4,, ..., A,,_l sind die Qlieder von [4].

Wenn in der Kette [4] eine Zerlegung A, die groBte Zerlegung auf A,
ist, wenn also 4, aus dem einzigen Elmente A = A, ;1 besteht, so wird 4,
unwesentlich genannt. Andernfalls ist 4, wesentlzch Die Anzahl Wesenthcher
Zerlegungen in der Kette [4] ist die reduzzerte Linge von [A]

Es sei 4 eine Zerlegung in G und ferner A = s4, B ¢ A. Unter einer
elementaren Kette von A nach B iiber A verstehen wir eine Kette von Zer-
legungen von 4 nach B

([A] ) Ao—> ... > Ao

derart, da fir0 < y < o — 1 A eine Uberdeckung von A, r A ist.

In einer solchen Kette ist also zuerst die Zerlegung Ao eine Uber-
deckung von A. Durch die Beziehungen B c 4, eA ist die Untermenge
4, c A eindeutig bestimmt; auf derselben liegt die Zerlegung 4, )
Ar A, und es gilt Be A4, c A. Weiter ist A1 eine Uberdeckung von 4,.
Durch die Beziehungen B c 4, ¢ A ist die Untermenge 4, c 4, eindeutig
bestimmt; auf derselben_liegt die Zerlegung (A4, YA A, Jund es gilt
Be A C A Weiter ist A2 eine Uberdeckung von Az, usw., A“_l ist eine
Uberdeckung von A, und es gilt B e Ay 1Cc A, .

Es sei (0 &) Bc A c @ und sei

[A] ) do—> ... Auy
eine Kette von 4 nach B von der Lange « > 1.
Unter einer Verfeinerung von [A] verstehen wir eine Kette von Zerle-
gungen von 4 nach B
([Ac.,] _) x’foo—>. —>A05“_1—>A10—>. .—>14°1’ﬁl_1—>...

. > Aa—-lO > > Aoo—l By_1—1



derart, daBl fiir y = 0, ..., « — 1, die Teilkette

A7’0—> cee ™> A‘y,By—l
eine elementare Kette von 4, nach 4,4, iiber 4, ist. Man erhalt also eine
Verfeinerung von [A4], indem man jede Zerlegung A4, in der Kette durch

eine elementare Kette von 4, nach 4, ., iiber 4, ersetzt.
Essei(¢=|=)BcAcG( +)DcCc@Gund ,

([A] Y Ay ...—> Ay,

(€1 )Cy— ...~ Cpa
seien Ketten von A nach B und von C nach D. Die Ketten [A4], [C] heiBien
adjungiert, wenn 1. die Enden von [4] und [C] dieselben sind, also 4 = C,

B = D 2. je zwei Glieder A,,, Cs in bezug auf s4, 1, 8Cs+1 adjungiert sind.
Dabei bedeutet: s4, = B, sCs = D.

7. Zerlegungen auf Mengen. Von nun an werden wir uns mit Zerle-
gungen auf G beschaftigen. Diese Zerlegungen sind also dadurch gekenn-
zeichnet, daB sie die Menge @ iiberdecken.

8. Uberdeckung und Verfeinerung einer Zerlegung. A, B seien Zer-
legungen auf G.

In der Nr. 2 haben wir bereits die Begriffe einer Uberdeckung und
Verfeinerung einer Zerlegung erklirt und die Bezeichnung z. B. 4 > B ein-
gefithrt. Es handelt sich nun um Eigenschaften dieser Beziehung 4 > B.

Gilt A > B ohne daB die Gleichheit A = B besteht, so sagen wir,
A (B) sei eine o echie Uberdeckung (Verfeinerung) von B (4).

Wenn A > B  gilt, so ist jedes Element a e A durch eine > Untermenge b
von Elementen in B  zerlegt; das System der Untermengen b, fira e 4, ist
eine Zerlegung auf B. Ersetzt man umgekehrt jedes Element @ e A durch
eine beliebige Zerlegung b auf @, so erhialt man eine Verfeinerung von 4.
Ersetzt man jedes Element b einer Zerlegung B, die auf einer beheblgen Zer-
legung B auf @ liegt, durch die Menge sb, so erhalt man eine Uberdeckung
von B; von dieser Uberdeckung sagen wir, sie sei durch die Zerlegung B
erzwungen.

Es seien 4, B, C beliebige Zerlegungen auf Q.

Satze: :

‘1. Es gilt Zg B dann und nur dann, wenn firde A,be B,a nb + 0
die Beziehung @2 b besteht.

‘2. Hs gelten die folgenden Beziehungen:

1. A > A (Reflexivitit),
2. qus A > B, B> A folgt A = B (Antisymmetrie),
3. aus A > B, B> C folgt A > C (Transitivitdt).

3. Gmaz Z A 2 Gmm

Nach -2 definiert die Beziehung = in jedem nicht leeren Systeme von
Zerlegungen auf G eine partielle Ordnung. Wegen '3 hat das durch diese
Beziehung > teilweise geordnete System aller Zerlegungen auf G das groBte
Element Gpax und das kleinste Element Gpp.
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9. Die kleinste gemeinsame Uberdeckung und die griBte gemeinsame
Verfeinerung. Es seien 4, B, C Zerlegungen auf G.

Unter der kleinsten gemeinsamen Uberdeckung von A und B verstehen
wir die durch die folgende Konstruktion bestimmte Zerlegung auf G:

Es sei @, p ¢ A. Eine geordnete endliche Menge von Elementen in A4

{a, ..., %}

nennen wir Kette in {4, B} von @ nach P, wenn @, = @, a, = P und wenn je
zwei einander folgende Elemente ag, @ +1 mit einem Elemente b; € B inzident
sind. Die fiir je zwei Elemente @, p ¢ A durch die Existenz einer Kette in
{4, B} von @ nach P definierte Beziehung ist offenbar reflexiv, symmetrisch
und transitiv. Es gibt also eine Zerlegung A von A derart, daB fiir je zwei
in demselben Elemente in 4 liegenden Elemente von A eine Kette in {4, B}
von dem einen nach dem anderen existiert, wihrend es keine solche Kette
gibt fiir zwei Elemente in A, die in verschiedenen Elementen yon A liegen.
Die durch A erzwungene Uberdeckung von A ist die kleinste gemeinsame
Uberdeckung von A und B; dieselbe wird mit [4, B] bezeichnet.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar [4, B] > 4.

Ferner bestehen die folgenden Satze:

‘1. Die Beziehungen [A, B] = A und A > B bestehen gleichzeitig.

‘2. Es gelten die folgenden Qleichheiten:

[4, B] = [B, 4],
[4,4]=4,

Unter der grofBten gemeinsamen Verfeinerung von A und B verstehen
wir die durch das Ersetzen eines jeden Elementes @ ¢ A durch seine Zer-
legung @ r B entstandene Zerlegung von G.

Aus dieser Definjtion folgt unmittelbart: (4, B) < 4.

Ferner bestehen die Satze:

-3. Die Beziehungen (A, B) = A und A < B bestehen gleichzeitig.

‘4. Es gelten die folgenden Gleichheiten:

(4, B) = (B, 4),
4,4) = 4, 3
Weiter gilt der Satz
‘5. Es st

[4,(d4,B)=A4, (4,[4,B)) = 4.
10. Modulare Zerlegungen. Es seien X > 4 und B beliebige Zerle-
gungen auf G.
Satze:
‘1. Es gelten die Beziehungen

[X,B] >[4, B], (X,B)>(4,B).



‘2. Es ist ferner o
(X,[4,B]) 2 [4, (X, B)]. '

Hier taucht die Frage auf, ob in der Beziehung 2 nicht immer das
Gleichheitszeichen besteht. Es folgt aus dem Beispiel auf S. 7, daB dies nicht
der Fall ist.

Wenn fiir die Zerlegungen X > A4 und B die Gleichheit
besteht, so heilt die Zerlegung

B x-modular in bezug auf
A B-modular in bezug auf
X y-modular in bezug auf A,

3. Ist X = 4 oder X = Gmax, 50 ist B a-modular in bezug auf X, A.

%4,
% B,
B

11. Verbéinde von Zerlegungen. Ein nicht leeres System von Zerle-
gungen auf G, A, das mit je zwei Elementen A, B € A auch die beiden Zerle-
gungen [4, B], (4, B) als Elemente enthalt, ist ein Verband in bezug auf
diese beiden Operationen [], ().2) Insbesondere ist das System aller Zerle-
gungen auf G ein solcher Verband.

Die Theorie der Verbédnde von Zerlegungen ist natiirlich der allge-
meinen Theorie von Verbinden unterordnet.?) Diese allgemeine Theorie
erschopft jedoch keineswegs die Eigenschaften der Verbiande von Zerle-
gungen, es sei denn, daf} sie durch weitere Postulate spezialisiert wird, da zu
den Beziehungen zwischen Zerlegungen als Elementen von Verbéanden, die
in der allgemeinen Theorie behandelt werden, Beziehungen zwischen Ele-
menten der einzelnen Zerlegungen hinzutreten.

11. Komplementéire Zerlegungen.

12. Definition. Es seien 4, B Zerlegungen auf G.

Nach der Definition von [4, B] ist jedes Element % € [4, B] die Summe
sowohl von einigen Elementen g « A als auch von einigen Elementen b ¢ B.
Die Zerlegungen A, B werden komplementir genannt wenn je zwei in dem-
selben Elemente % ¢ [4, B] liegenden Elemente @ € 4, b ¢ B inzident sind.

13. Charakteristische Eigenschaften. Es seien A, B Zerlegungen auf G.

Satze:

1. Wenn je zwei tn demselben Elemente einer gemeinsamen Uberdeckung
C von A, B liegenden Elemente @ e A, b € B inzident sind, so ist C = [A4, B]
und A, B sind komplementir.

3) Uber Verbinde s. z. B. @. ORE, On the decomposition theorems of algebra
[C. R. du Congrés international des mathématiciens, Oslo 1936].

%) Z. B. ist die Benennung von modularen Zerlegungen (Nr. 10) der allgemeinen
Theorie von Verbinden entnommen. 8. V. KORINEK, Der Schreiersche Satz und das
Zassenhaussche Verfahren in Verbinden [Vést. Kral. &es. spol. nauk. Tf. matemat.-
piirodovéd., 1941].



‘2. 4, B sind komplementdr dann wnd nur dann, wenn fir je zwes in
demselben Elemente von [A, B] liegenden Elemente a,,a,¢ A die folgende
Gleichheit besteht: a, L B = a, C B.

14. Weitere Eigenschatten. Die Zerlegungen A, Bseien komplementar.

Satze:

‘1. Fiir Ge A ¢ilt w = s(@C B), wobes % e[A, B] dasjenige Element
bedeutet, welches a enthdlt.

2. Wenn fir eine Zerlegung auf @, C, die Beziehungen [A, B] >
> C > A bestehen, so sind auch die Zerlegungen C, B komplementiir.

‘3. Fur X > A ist A auch zu (X, B) komplementdr.

4. Far A > Z ist A auch 2u [Z, B] komplementir.

15. Modularitit. Es seien 4, B wieder komplementéire Zerlegungen
auf Q.

Satz:

‘1. Far X > A ist B x-modular in bezug auf X, 4.

Dieser Satz lasst sich nicht umkehren: Sind A, B Zerlegungen auf @
und ist z. B, die Zerlegung B x-modular in bezug auf jede Uberdeckung X von
A und A4, so brauchen A und B nicht komplementir zu sein.

Zur Erzielung der Gleichheit in der Beziehung 10-2 geniigt also die
Voraussetzung, daB A, B komplementér sind. Sind dagegen die X, B kom-
plementér, so braucht diese Gleichheit nicht zu bestehen.

Beispiel. A4,, A,, A5, A, seien nicht leere disjunkte Mengen und @
ihre Summe.

Wir setzen

T, = A, V 4, Ty= A3 V Ay
‘21 = A, V 4,, a, = 4,, ‘za = Ay
by =4, V 4y, by= 4, V 4,
und erhalten die folgenden Zerlegungen auf G:
X = {%,,%,}, A ={a,,0,0a;}, B={b,b,}.
Offenbar ist X > 4 und die Zerlegungen X, B sind komplementir. Es ist
aber

Es sei X eine Uberdeckung von 4 und ¥ eine solche von B, so da$
X>4,7>5B
Nach ‘7 haben wir
(4 )[4, (X, B)]= (X

4 [
(B ) [B.(Y, D)= (7,1
und somit gelten die Beziehungen
X>A>4, Y>B>B.
Ferner gilt der Satz

| B

b
b

?
J

o



‘2. Es ist . .

(X, B)=(Y,4)=[(X, B), (Y, 4)].

16. Lokale Eigenschaften. Es seien wieder X > A Y > B Zerle-
gungen auf @ und die 4, B seien komplementar. Die 4, B mogen dieselbe
Bedeutung wie in 15'2 haben.

Ferner sei g € @ ein beliebiges Element und e X, @e A, ye Y, be B,
die das Element g enthaltenden Elemente unserer Zerlegungen. Offenbar
sind (@ ny)LC A, ZnyC B Zerlegungen in G.

Satz:

‘1. Die Zerlegungen (Z n y) C A4, nyLC B sind verknilpft.

Weiter setzen wir

X0=2CLA(=An3%), YY=yCB(=Bny),
so daB X7 eine Zerlegung auf 7 ist, die @ als Element enthélt, und Ahnliches
gilt von Y79, y, b.

Satz:
‘2. Die Zerlegungen X9, Y9 sind adjungiert in bezug auf @, b.

17. Komplementire Zerlegungen von Gruppen. Ein Beispiel von kom-
plementéren Zerlegungen bieten die durch invariante Untergruppen er-
zeugten Zerlegungen von Gruppen.

Es sei & eine beliebige Gruppe, G das Feld von & und A, B die Felder
von zwei beliebigen invarianten Untergruppen in &. Mit G/4, G/B, G/AB
bezeichnen wir die durch die entsprechenden Untergruppen erzeugten Zer-
legungen von .

Satze:

'1. Zwei Elemente @ € G/A, b e G/B sind dann und nur dann inzident,
wenn sie tn demselben Elemente von G/AB liegen.

‘2. Die Zerlegungen G/A, G/B sind komplementir.

Fiir beliebige invariante Untergruppen in &: ¥ 5 2 und B besteht
die Beziehung

X 0 AB = A(X n B),

wodurch zum Ausdruck gebracht wird, dafl das aus allen invarianten Unter-
_gruppen in & bestehende System einen modularen (Dedekindschen) Ver-
band bildet, wenn man als Verbandsvereinigung von zwei invarianten
Untergruppen in & ihr Produkt und als Verbandsdurchschnitt ihren Durch-
schnitt erklart [@. ORE, 1. c. S. 301]. Diese Beziehung bringt fiir die entspre-
chenden Zerlegungen X > 4 und B von @ die folgende Gleichheit mit sich:

(X, [4, B]) = [4, (X, B)),
so daB B in bezug auf X, A x-modular ist. Durch unseren Satz -2 wird dieses
Resultat verscharft.

18. Abbildungen von Zerlegungen. f sei eine Abbildung von G auf eine
Menge G*. Jedes Element g € G wird also in f auf ein Element g* ¢ G* abge-



bildet; g (g*) ist das Modell (Bild) von g* (g) in der Abbildung f. Zu f gehort
eine Zerlegung F von @, deren Elemente aus allen Modellen je eines Ele-
mentes in G* bestehen.

Ferner ist durch f eine Abbildung — die sogenannte erweiterte Abbil-
dung — des aus allen Untermengen in G bestehenden Systems in das System
von Untermengen in G* eindeutig bestimmt. Diese Abbildung f ist dadurch
definiert, daB das Bild fA c G* einer Untermenge A c & durch die Bilder
in f aller Elemente a € A gebildet ist. Wegen Vereinfachung von Bezeich-
nungen schreiben wir anstatt f auch nur f. Wir wenden also.das Symbol §
auf Elemente in @ an, z. B. @ € ¢, und haben als Resultat fa das Bild von @ in
der Abbildung f, oder wir wenden es an auf Untermengen in @¢,z.B. A c G,und
haben dann als Resultat f4 das Bild von 4 in der erweiterten Abbildung f.

Von derselben Regel machen wir Gebrauch auch dann, wenn es sich
um Systeme von Untermengen in G' handelt: Ist A ein System von solchen
Untermengen, so bezeichnen wir mit fA das System von Bildern der ein-
zelnen Elemente in A in der Abbildung f.

A, B seien beliebige Untermengen in G.

Satz:

‘1. Die Qleichheit fA = {B besteht dann und nur dann, wenn A C F =
= BLCF gilt.

Es sei nun A eine Zerlegung auf G. Das System von Untermengen
in G*, f4, bedeckt zwar die Menge G*, braucht aber keine Zerlegung von G*
zu sein. Dariiber gilt der Satz

‘2. f4 ist eine Zerlegung von G dann und nur dann, wenn die beiden
Zerlegungen A, F komplementir sind.

Die Zerlegungen A, F seien nun komplementir.

Satze:

‘3. Fiir @ e A besteht die Beziehung §fa — fu, wobei u € [A, F] dasjenige
Element bedeutet, in dem a liegt.

‘4. Die Bilder in f von zwei verschiedenen Elementen in [A, F] sind
verschieden.

‘5. Wenn eine Zerlegung A von G in f auf eine Zerlegung A* von G*
abgebildet wird, so sind die beiden Zerlegungen [A F] A* dquivalent; und
zwar erhdlt man eine eineindeutige Abbildung von [A, F] auf A*, indem man
jedem Elemente von [A, F] sein Bild in f zuordnet.

Eine unmittelbare Folgerung von ‘5 besteht darin, daB eine jede
Uberdeckung von F mit ihrem Bilde in f dquivalent ist und zwar ist die Abbil-
dung, welche jedem Elemente der Uberdeckung sein Bild in f zuordnet,
eineindeutig.4)

6. Ist A — {a, b, ...} eine Zerlegung auj G, so st {fa, fb ..} ewne solche
auf G* dann und nur dann wenn A eine Uberdeckung von F ist.

¢) P. DUBREIL, Remarques sur les théorémes d’'isomorphisme [C. R. Acad. S¢i.,
Paris, 215, 239 241 (1942)].
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19. Homomorphe Abbildung erzeugender Zerlegungen von Gruppen.
Es sei ® eine Gruppe und U ein Normalteiler von &. Ferner seien ¢,y
homomorphe Abbildungen von & auf beliebige Gruppen ¢@®,y® und
Ny, Ny die Normalteiler, welche die zu ¢,y gehorige Zerlegungen von &
erzeugen. N, (N,,) besteht also aus allen Elementen von @, die sich in ¢ (p)
auf die Einheit von ¢@® (y®) abbilden.?) Die Felder dieser Gruppen bezeich-
nen wir mit @, 4, ¢@Q, y@, N,, N,, so dall insbesondere G/N,, G/N, die zu
p, y gehorige Zerlegungen von & sind. .

Satze:

1. Es qult

¢(G/A) = ¢GlpA.

‘2. Es bestehen die Beziehungen
¢G/pNy ~ G/NoNy, yG/yN, ~ G/NGN,,

wobei jedem Elemente von G/N,N, seine Bilder in ¢ und vy entsprechen.

‘3. Wenn von den beiden Gleichheiten N, = @G, pN, = pG eine erfillt
18t, 80 18t dies auch fir die andere der Fall und jedes Element tn G/N, ist mit
jedem Elemente in G/N, inzident.

Unter der Voraussetzung des Satzes '3 haben wir die Beziehung

B/(My 0 Ny) = R/ (FNp 0 Ny) X Ny/(Ny 0 Ny),
wobei das Zeichen X das direkte Produkt bezeichnet.

III. Reihen von Zerlegungen.

20. Grundbegriffe. Es seien 4 > B Zerlegungen auf G.

Unter einer Reike von Zerlegungen von A nach B verstehen wir eine
geordnete endliche Menge von Zerlegungen auf G' von der Beschaffenheit,
daB die erste Zerlegung A und die letzte B ist und ferner jede nachfolgende
Zerlegung eine Verfeinerung der vorangehenden ist:

(Ad=)4,>...2 4. (= B).

Eine solche Reihe wird kiirzer mit (f—f ) bezeichnet. 4, B sind die Endzer-
leqgungen der Reihe (4); die Anzahl « der die Reihe (4) bildenden Zerlegun-
gen ist die Ldnge von (A) und die einzelnen Zerlegungen sind die Glieder
von (4).

Es sei ((4) —) 4, > ...> A, eine Reihe von Zerlegungen von A
nach B.

Ein Glied von (4) wird wesentlich genannt, wenn es entweder das erste
Glied 4, oder eine echte Verfeinerung des vorangehenden Gliedes ist; an-
dernfalls ist es unwesentlich. Gibt es in (4) wenigstens ein unwesentliches

Glied 4,, so heiBt die Reihe (4) mit Wiederholungen. In diesem Falle kann

5) An dieser Stelle wird im tschechischen Originaltext auf das Buch O. Bo-
ROVKA: Uvod do teorie grup [Prag (1944)] verwiesen, in dem Gruppen auf Grund von
Eigenschaften allgemeiner Gruppoide studiert werden.
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sie durch Streichen von A, verkiirzt werden. Besteht (4) nur aus wesentli-
chen Gliedern, so hei3t sie ohne Wiederholungen. Die Anzahl &’ wesentlicher
Glieder in (4) ist die reduzierte Linge der Reihe (4). Es ist 1 < o’ < «,
wobei die Gleichheit a’ « Reihen ohne Wiederholungen charakterisiert.
Wenn die Reihe (4) Wiederholungen enthilt, so kann sie durch Streichen
aller unwesentlichen Glieder reduziert, d. h. auf eine Reihe (4’) ohne Wieder-
holungen verkiirzt werden. Die Lange der reduzierten Reihe (4’) ist der
reduzierten Lange «’ der Reihe (4) gleich. Umgekehrt kann die Reihe (A4)
verldngert werden und zwar dadurch, dal man zwischen zwei beliebige Glie-
der 4,, Ay+1 bzw. vor (hinter) das erste (letzte) Glied 4, (4,) von (4) die
Zerlegung A, bzw. A, (4,) oder eine beliebige endliche Anzahl solcher Zer-
legungen emghedert Offenbar besitzt jede verkiirzte oder verlangerte Reihe
von (A) dieselbe reduzierte Lange wie die Reihe (4).

Sind &, < ... < ap beliebige natiirliche Zahlen < «, wobei g > 1,
80 1ist

I,>. >4,

auch eine Reihe von Zerlegungen auf G, eine sogenannte T'eilrethe von (4).
Ist ferner A eine nicht leere Untermenge in G, so ist

A4, 1 A> ...gﬁ;ﬂnA
eine Reihe von Zerlegungen auf 4.

21. Lokale Ketten. (4) ) A4, > ... > A,ei eine Reihe von Zerle-

gungen auf G von der Lange « > 1.

Es sei a e ein beliebiges Element in G und a, dasjenige Element
von A4,, welches a enthilt (y = 1, ..., ); wir setzen fernera, = @. Offenbar
bestehen die Beziehungen

@D ...D 0.
Weiter ist
(Z:—l ) @y—1 L Zr
eine Zerlegung auf a,_;, die @, als Element enthilt. Also ist
Zﬁ R o ZZ_1

eine Kette von Zerlegungen von g, nach a,. Diese ist die zu dem Elemente a
gehorige lokale Kette der Reihe (4), kiirzer: die lokale Kette von a. Bezeich-
nung: [49].

Satz: _ _

‘1. Die lokale Kette [A®] ist eine elementare Kette von a, nach a, iber A,.

Weiter gilt, daB die Lénge von [A9] gleich  und die reduzierte Linge
von [A%] < o' ist, wobei &’ die reduzierte Linge von (4) bedeutet.

22. Verfeinerungen einer Reihe. ((4) ) 4,>...> A, sei eine be-
liebige Reihe von Zerlegungen auf G von der Linge o> 1.
Unter einer Verfeinerung der Reihe (4) verstehen wir eine Reihe von
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Zerlegungen auf @, welche (A) als Teilreihe enthalt. Jede Verfeinerung
von (A4) hat also die Form

Ay 2> 2 Ay 1 2 Ay g = Az > > Ao > Ap g >

—1 A = 1
o > Aop, 2 Aay1n = ..o > Aa+l»ﬂa+1—1’ W

wobei, fir y =1, ..., «, Zy, by, Z,, bedeutet und Bis - Batr nati_i_rliche
Zahlen sind; wenn §; = 1 ist, so werden die Glieder Ay 1 > ... = 44, 1
nicht gelesen. Aus dieser Definition entnimmt man, dal man eine jede Ver-
feinerung von (A) erhilt, indem man zwischen einige benachbarte Glieder
A,, A, 11 und eventuell vor das erste Glied 4, und hinter das letzte 4, eine
Reihe von Zerlegungen auf G eingliedert. Insbesondere ist also jede Ver-
lingerung der Reihe (4) ihré Verfeinerung.

Es sei (ff ) eine Verfeinerung von (4), wobei wir dieselben Bezeich-

nungen wie in (1) wahlen, also insbesondere Z,,, 8, = Z,,, firy=1,...,0x.
Es sei a € G ein beliebiges Element und sei ferner a,,,, firp =1, ..., 0 + 1
v =1, ..., Bu dasjenige Element von 4, ,, in dem a gelegen ist; wir haben

also 1nsbesondere @y, py = Gy, WObei wieder a e @, € A, ist. Die zum Elemente a
gehorige lokale Kette von (A), [A“], ist

qa
A1,0'—> cee > Al,ﬁ,——l—> A2,0-+ ces —> Az’p._1—>-
qa aa “qea
o> Ao g1 > Aapro—> oo > datrp,, 2

wobei natiirlich 4% , 3 = @, s C A, 5, @4 0 = Gu—1, @ — G bedeutet. Daraus
entnimmt man, daB die 2u einem beliebigen Elemente a ¢ G gehorige lokale
Kette einer Verfeinerung der Reihe (A) eine Verfeinerung der zu a gehorigen
lokalen Kette von (A) ist, oder eine solche Verfeinerung, die durch Hinzu-
filgen einer Kette am Ende der lokalen Kette von (A) erweitert wird.

23. Abbildung von Reihen von Zerlegungen. Es seien

(@ )Az..z4 "
(B) =) B,>...> By
beliebige Reihen von Zerlegungen auf G von den Langen «, # > 1. Unter
einer Abbildung der Reihe (4) in (auf) (B) verstehen wir natiirlich eine Ab-
bildung der Menge der Glieder von (4) in (auf) diejenige von (B). Durch
eine Abbildung von (4) in (B) wird also einem jeden Gliede 4, der ersten
Reihe ein bestimmtes Glied B; der zweiten emdeutlg zugeordnet
Es sei f eine Abbildung von (4) in (B). Wir betrachten die zu einem
beliebigen Elemente a € @ gehorigen lokalen Ketten von (4) und (B):

([4°] ) 45->...—> 4,

([B*] ) Bo—~ ...—> Bs_;.
Durch die Abbildung f ist eine Abbildung der Kette [A¢] in die Kette [B9]
festgelegt, die zu jedem Elemente A%_; € [A°] das Element Bj_; € [B%] zu-

ordnet, wobei B; = fA, ist. Diese Abbildung nennen wir die durch f indu-
zierte zu a gehorige lokale Abbildung, kiirzer: lokale Abbildung f.
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24. Verkniipfte Reihen von Zerlegungen. Wir betrachten wieder be-
liebige Reihen von Zerlegungen auf G: 23, (1).

Wir nennen die Reihen (4), (B) verkniipft, wenn es eine eineindeutige
Abbildung f von (4) auf (B) gibt — die sogenannte erste Abbildung — derart,
daB je zwei einander in der zu jedem beliebigen Elemente a ¢ G gehorigen
lokalen Abbildung f zugeordneten Zerlegungen verkniipft sind.

Wir setzen nun voraus, daB die Reihen (4), (B) verkniipft sind.

Mit f bezeichnen wir die erste Abbildung von (4) auf (B) und mit
[A¢], [B?] die zu einem beliebigen Elemente a ¢ @ gehorigen lokalen Ketten.
Durch f wird also jedem Gliede A%y (= a@,—1 T 4,) von [4%] ein Glied
Bi_, (— & bs—1 C Bj) von [B?] eineindeutig zugeordnet und die beiden Zerle-
gungen A, ;, B§_; sind 1 verkniipft. a,, bs seien durch die folgenden Beziehun-
gen definiert: a ea, e A,,_l, aebse B ;.

Satze:

‘1. Das Element a,, ist gerade nur mit dem Elemente by und bs gerade nur
mit a, inzdent.

2. Bs gilt: A5 ~ Bj_;.

‘3. Ist A%y ein unwesentliches Glied von [A%], so ist auch B3, ein un-
wesentliches Glied von [B2].

‘4. Die beiden Ketten [A%], [B?] haben dieselbe Linge und dieselbe redu-
zierte Ldnge.

‘5. In der ersten Abbildung ist einem unwesentlichen Qliede von (A) ent-
weder das erste Glied B, von (B) zugeordnet und in diesem Falle gilt B, = Gpax,
oder aber auch ein unwesentliches Glied von (B).

‘6. Wenn in der ersten Abbildung dem ersten Gliede von (A) das erste
Glied von (B) 2ugeordnet ist, so haben die Reihen (A), (B) dieselbe reduzierte

Ldnge.

25. Komplementire Reihen von Zerlegungen. Wir betrachten wieder
beliebige Reihen von Zerlegungen auf G: 23, (1).

Die Reihen (A) (B) heiBen komplementdr, wenn jedes Glied von (4) zu
jedem Gliede von (B) komplementdr ist.

Satze:
‘1. Die zu einem beliebigen Elemente a € G gehorigen lokalen Ketten von

(4), (B) sind adjungiert, falls ihre Enden dieselben sind.
‘2. Die Reihen (A), (B) besitzen verkniipfte Verfeinerungen von der-
selben reduzierten Linge, die durch die folgende Konstruktion gegeben sind.
Wir setzen o _
_ [Al’__Bl] = U, (Aa: Bﬂ) = V
AO = Bo = G'max, Aa+1 = Bﬂ+1 = I’
Wegen A, 3 > A4,, Bs_1 > By und der Voraussetzung, daB 4,, B;
komplementéir sind, haben wir nach 15-1

(4ys ) [Ay, (Ay—, B)) — (4,1, [4,, B))),
(Bs, s —) [Bs, (Bo—l, )] = (Bs—1, [Bs, 4,]),
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und zwar fur vsu=1...,a64+1;6,v=1,..., 8+ 1. Aus dieser Definition
von A v BJ u folgt 1nsbesondere

Aor,ﬁ+l = A,., Boa,a-l-l = Ea, ‘
und ferner
Aoy,v = A-°y,v+h Boa,,; = ﬁr’,u+1-
Die beiden Reihen von Zerlegungen auf G:
(A) V)T =An>.. 2 dip = Aer> ...
2 A1y > e 2 Anrr g =
(B) ) U= By, 2..> Bias ;01?2,1 > .. 2> Bras1> ...

sind die erwéahnten Verfeinerungen. Die erste Abbildung f von (A) auf (B)
ist mit fA,, s = Ba » definiert.
Die obige Konstruktion ist nach dem Muster der Zassenhausschen

Konstruktion von isomorphen Verfeinerungen von Normalketten durch-
gefiihrt.®)

26. Reihen von Zerlegungen in Yerbinden. Es sei A ein beliebiger
Verband von Zerlegungen auf G' mit den Verbandsoperationen [] und ().

Eine Reihe von Zerlegungen gehért in A, wenn jedes Glied der Reihe
ein Element von A ist.

Eine in A gehorige Reihe von Zerlegungen auf @ heillt eine Hauptreihe
von A, wenn jede in A gehorige Verfeinerung der Reihe ihre Verlingerung ist.

Satze:

‘1. Wenn A ein groptes (kleinstes) Element enthdlt, so beginnt (endet)
mit thm jede Hauptreihe von A.

‘2. Alle komplementiren Hauptreihen von A haben dieselbe reduzierte
Ldnge.

$) H. ZASSENHAUS, Zum Satz von Jordan-Hdélder-Schreier [Abh, Hamb. Univ.,
10, 106—108 (1934)].
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