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BUL. MAT, al Soc. $t. Mat. Fiz. din R.P.R.
Tomul 1 (49), nr. 2, 1957.

TEORIA ANALITICA SI CONSTRUCTIVA A TRANSFOR-
MARILOR DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL DOI

DE
0. BORUVKA (Brno) x

(Comunicare facutd Congresului matematicienilor romint, Bucuregti, mai-tunie 1956) .

1. Introducere

Obiectul conferinfei de fa"gii. il constituie o teorie a transformirilor ecua-
tillor diferentiale liniare ordinare de ordinul doi.
Vom considera doud ecuatii diferentiale de tip Iacobi

(2) ¥y 4y, Y"=Q(7) 7Y, (4)

presupunind functiile ¢, @ continue in intervalele deschise §, J.
Origina teoriei- noastre o constituie problema urmitoare: /
Fie U (T) o integrald a ecuatiei (4). Se cautd doud funetii w (£}, X () astfel
incit functia compusd

w(t) =w() ULX )]

si fie o integrald a celeilalte ecuatii (a). Cu alte cuvinte, ciutim si transformim
unele in altele in felul ardtat mai sus, integralele ecuatiilor (a), (4).

Problema noastrd o gisim pusi si de ilustrul geometru german E. E.
Kummer care s-a ocupat de ea intr-un articol publicat in 1834:in programul
de liceu, la Liegnitz. Acest articol a fost republicat in Journal de Crelle inh 1887,
vol. 100. Rationamentele originale alelni Kum mer n-au fost, dupi cit gtim, adin-
cite in aga fel incit s& formeze o teorie satisfiicitoare din punctul de vedere al
teoriilor moderne. Totusi, natura numeroaselor probleme clasice i moderne ale
teoriei ecuatiilor diferentiale lineare de ordinul doi, de exemplu teoria clasicd a lui
Floquet, criteriile privind caracterul oscilatoriu al solutiilor, comportarea asimp-
toticd a integralelor, problemele la limit4 ete. lasd si se prevadd ci metoda trans-
formarii integralelor unei ecuatii date in integralele unor ecuatii mult mai simple,
chiar in integralele unor ecnatii ca y” =0 san y” — — y poate si prezinte mari
avantaje.

*Am fost condus la teoria de fath de cercetirile mele asupra dispersiilor ecua-
tillor diferentiale lineare ordinare de ordinul doi. Memoriul meu aparut in Czech.
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Math. Jowrn. 3 (78), 1953 este consacrat acestor studii. Teoria dispersiilor se ocupi
in fond, de transformarea integralelor unei ecuatii diferentiale lineare ordinare
de ordinul doi in integralele aceleiasi ecuatii diferentiale, in conditii particulare.
Este vorba, bine inteles, de chestiuni privind domeniul real §i de caracter global.

Teoria transformirilor diferentiale lineare de ordinul doi, pe care o voi pre-
zenta aici in mod succint, se compune dintr-o parte analitici §i dintr-o parte con-
structivd. Partea analitici constituie obiectul Memoriului care a apirut de curind
in Annali di Matematica p. ed appl., vol. 41 (1956). Im voi permite si reamin-
tesc rezultatele fundamentale care sint indispensabile pentru o bun3 intelegere
a celor ce urmeazi. Dupd aceasta insd m3 voi ocupa pe seurt, de partea construc-
tivih gi voi indica citeva aplicatii ale teoriei de fata.

2. Partea analiticd

Pe ling ccuatiile diferentiale lineare (a), (4) vom asocia doud ecuatii dife-
rentiale nelineare de ordinul doi, in jurul cérora graviteazd toatd teoria consi-
deratd:

(%) —{X B +QXX* ¢@®), —A{a T} +9@&=Q(I); (B)

X, z sint functii necunoscute si simbolurile {X, ¢}, {2, 7'} reprezintd derivatele
schwartziene in raport cu variabilele independente ¢, T':

e’ ”2 v "!
x0T =X 22
2 X 4 X' 2 4 z
Vom considera de asemenea g§i cazuri particulare ale ecuatiilor (3), (B) i anume:
() —{X, ) +q¢(X)X* q(®), —A{z T}+Q(»)z Q(T) (B)

Fundamentele teoriei sint date de rezultatele urmétoare:

1. Relatii intre solutiile ecuatiilor (3), (B).

Pentru fiecare solufie a ecuafier (b), X (f), funcfia inversi x (T), reprezintd o
solufie a ecuafier (B); rectproc, pentru fiecare solufie a ecualier (B), = (T, funclia
inversg X (1), este o solufie a ecuagier (b).

2. Relatii intre solutiile ecunatfiilor (4), (); (a), (B).

Pentru fiecare integralda a ecuatiei (4), U (7T si fiecare solutie a ecuatiei (b),
X (t), functia compusi

w (- UXO)

V1 x @]
reprezintd o integrald a ccuatiei (a); in acelagi timp avem si formula inversa:
v (= 220
V1% (T)

o (T) fiind functia inversd lui X (f). -
Se gisesc rezultate analoge pentrn fiecare integrald a ecuafiei (a), u (f). 3
fiecare solutie a ecuatiei (B), « (T).
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3. Teoremd asupra existentei gi unieititii solutiilor
ecuatiei (b). , )

Fie ty€9, Xo€Jd, Xo(5£0), Xo numere arbitrare Existd o tnleg-ald X (1) a
ecuaftet (b) definttd inir-un inlerval deschis, v, care satisface datelor lui Cauchy:

X(t) Xo, X'(t) — Xo» X" () Xo

i care este in acelagi timp, cea mav cuprinzdtoare in sensul ¢d orice integrald a
ecualiei (b), verificind aceleagi conditiv inifiale, coincide cu ea pe intervalul in care
este definitd.

Dacd se cunose iniegralele generale ale ecuafilor lineare (a), (A), solufia X (%)
se objine prin integrarea unes ecualii diferenfiale ordinare de ordinul tntli cu varia-
bile separate.

4, Grupurile de solutii ale ecuagiilor (b), (B).

Sd presupunem cd integralele ecuatiilor (a), (A) sint oscilante, adicd au spre
cele doud extremitdfi ale wntervalelor § g1 J o infinitale de raddcini. Atunce cele mai
cuprinzdtoare solulic ale fiecdres ecuativ (b), (B) extstd guv sint definite tn tot inter-
valul corespunzdtor 4, J st ele formeazd un grup continuw depinzind de 3 parametrs.

Grupul acesta al solufvilor ecuafier (b), de exemplu, se tmparie in doud clase,
dupd cum esle vorba de solufiv cresciloare sau descrescitoare. Clasa formatd din
solutiile crescdtoare formeazd tn acest grup un subgrup normal care posedd la rindul
sau, un centru numdrabil format tocmaz din dispersiile centrale de prima spetd ¢, (%),
n 0, +1, 4+ 2,... tn raport cu ecuafia (a).

Reamintim c¢d valoarea celei de-a m-a dispersii centrale de prima spetd in
punctul ¢{€j, ¢, (f) coincide cu al n-lea numir conjugat valorii ¢ in raport cu
ecuatia (a) situat la dreapta sau la stinga acestei valori, dupd cum n este pozitiv
sau negativ; pentru » — 0 punem g, (f) = .

3. Partea construectivi

Partea constructivd a teoriei de fati constd in rationamentele conducind la
construirea tuturor solutiilor cele mai cuprinzitoare ale ecuatiilor neliniare de ordinul
trei (b), (B). Din cauza relatiilor pe care le-am aritat, care subsistd intre solutiile
celor doud ecuatii (b), (B), este suficient in mod evident, de a considera numai una
din aceste ecuatii, de exemplu ecuatia (b).

Pentru a evita complicatiile, de altfel neesentiale, legate de determinarea
intervalelor de definitie a celor mai largi (cuprinzitoare) solutii ale ecuatiei (b),
vom presupune cd intervalele ecuafiilor lineare (a), (A) sint oscilatoris, adicd an
spre ambele extremititi ale intervalului §, respectiv J, o infinitate de ridicini.

Fie date doud numere arbitrare {,€49, X,€J.

Vom incepe cu observatia urmitoare. S considerim doud integrale (neidentic
nule), y, Y, a ecuatiilor (a), (4) (definite pe tot intervalul 4, respectiv J); vom
presupune cd aceste integrale sau se anuleazd simultan in {,, X, sau nu se anuleazi
niciuna in {;,, X,; avem astfel y ({;) — 0 = Y (X,) sau y ({)) = 0F Y (Xp)-

Integralele acestea au, dupi cum am presupus, o infinitate de ridicini citre
cele doud extremititi ale intervalelor 4, J.

Definim intre rid3cinile integralelor y, ¥ o corespondent¥ biunivocd, numiti
directd, care face s§ corespundd celei de-a m-a (n > 1) ridicind a integralei y,
situatd la dreapta (la stinga) lui {, a n-a ridicind a integralei Y, situatd de ase-
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menea la dreapta (la stinga) lui X;; dacd integralele y, Y se anuleazd in {;, X,
vom face s corespundd radicinei {, a integralei y ridicina X, a integralei Y.

In afary de aceastd corespondentd definim si o coresponden’;ﬁ analogd
numity indiréctid punind in corespondenti a n-a (n > 1) radacind a integralei y
situatd la dreapta (la stinga) lui ¢, cu a n-a radacma a integralei Y situatd la
stinga (la dreapta) lui X, si eventual asociind ridscinii £, a integralei y, ridicina
X, a integralei Y.

Succesul rationamentului pértii constructive a teoriei considerate constid in
considerarea corespondentelor omografice intre integralele celor dou#d ecuatii
(@), (4). Avem in vedere bine inteles, integralele ecuatiilor (a), (4) neindentic nule
§i definite in intervalele intregi 4, J.

Vom considera totalitatea integralelor ecuatiilor (a), (4), o, Z.

S% alegem doud perechi ordonate de integrale liniar independente ale ecuatiilor
(a), (4): u, v€o, U, V€Z; vom insemna cu w, W constantele de arie corespunzi-
toare, w = wv' —u'v, W =UV'—U'V.

Prin aceastd alegere am determinat o corespondentd omograficd, p, intre siste-
mele ¢, X, corespondentd definitd in modul urmétor: la fiecare integrali y€o,
Yy = M + po asociem integrala py = Y€X, Y =AU 4 pV formatd cu aceleagi
constante, A, . Numirul © = sgn (w: W) = I 1, se numeste caracteristica omo-
grafier p. '

Vom considera in cele ce urmeazs, omogra,fnle p «requlate» in raport cu
numerele {,, X, prin proprietatea ca fac si corespundd fiecdrei mtegra,le y care
se anuleazd in #, o integrali care se anuleazi in X,. Se vede ci omografia p
este regulatd in raport cu {#,, X, dac#, §i numai daci, are loc relatia:
u () VXy)—v() U (Xo) = 0. Omoo'rafule regulate in raport cu ¢, X,
depind de 3 parametri arbitrari.

Vom defini acum, in intervalul §, doud functii D, D numite dispersis asociate
ecualiilor (a), (4) care joacd un rol fundamental in teoria de fatd.

Fie p o omografie regulatd in raport cu #,, X,. Fie {€j un numir arbitrar
§i y€o o integrald care se anuleazd in {. Definitia anunfatd revine la aceea cd

valoarea functlel D (D) in t coincide eu ridicina integralei py asociatd rddacini
talui yin corespondenté. directd (indirectd) existind intre rddécinile integralelor

Y, py. Vom numi functia D (D) dispersie directd (indirectd) determinat# de nume-
rele {,, X, si de omograﬁa P.
Aceastd definitie pune in evidentd citeva proprietiti imediate ale funectiilor

D, D. Vom indica numai acelea care sint exprimate prin formulele
Do (f)]=®n[D(®]; D[pn ()] = P_n [D(H], » =0,£1, £2,...

@n, Pp fiind dispersiile centrale de prima spetd ale ecuatiilor (a), (4).

Rezultatul central al acestei par{i constructive a teoriei transformérilor pe
care o prezentiim, este dat de urmdtoarea teorema:

Cele mai cuprinzdtoare solutii ale ecuafiei diferentiale (b) exisid tn vntervalul
7 tntreg sv coincid tocmas cu dispersisle directe determinate de diversele omografii
requlate cu caracteristice pozilive gt cu dispersiile indirecte delerminate de omografiile
requlate cu caracteristica megativd. Dispersiile directe reprezintd foale solufiile cele
mai cuprinedtoare crescitoare pe cind dispersiile indirecte reprezintd pe cele descres-
catoare.
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4. Aplicatii

Existd numeroase aplicatii ale teoriei precedente. Ne vom multumi si
indicdim citeva rezultate particulare privind structura tuturor functiilor ¢
pentru care integralele ecuatiei (#) posedd un caracter oscilatorin dat. Aceste
rezultate se obtin prin aplicarea teoriei precedente cazurilor particulare @ = 0,
Q =—1.

Tatd rezultatele:

1. Pentru ca orice iniegrald a ecuafier (@) si posede tn intervalul § cel mult o
raddcindg este necesar gt suficient ca funclia q sd fie derivata schwartziand, cu semnul
schimbat, a unes funcliv crescitoare X, verificind pentru un numdr dat {,€] condifiile
X)) =0, X' (t) =1:

¢(t) =—X, t}.

2. Pentru ca orice integrald a ecuafier (a) sd aibd in intervalul §, m (> 0)
saw m -+ 1 rdddcini situate la stinga unui punct dat t, € j, In acelag timp, n (> 0)
sau n + 1 rdddcini situate la dreapta lus t,, este necesar gi suficient ca fumciia
q si fre de forma:

q() = —{X, &} — X" (),
X fiind o funcfie crescitoare care se anuleazd in t, st verificd relafiile urmditoare:
—m+De<inf X< —mr;ne<supX ()< (m +1) w.
tej tej

3. Peniru ca iniegralele ecuatier (a) sd fie oscilatorii, adicd si aitbd cditre cele
doud extremitift ale wniervalulur § o wnfinilate de rdddcini, este mecesar sv suficient
ca funclia q sd fie de forma

¢(f) =—{X, t} —X"*(1),

X fund o funcfie crescitoare, memdrginitd atit inferior cit gi superior.

Alte aplicatii care sint in legéturd cu teoria precedentd gi care privese diferite
chestiuni ale teoriei ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul doi §i de ordine supe-
rioare, au fost publicate (mai ales in Czech. Math. Journ.) in ultimii ani de cola-
boratorii mei, M. Gregus, M. Laitoch, Marko Sveec.
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