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Otakar BORDVKA 1)

DIFERENCIAIN ROVNICE Y'= Q(T)Y S PERIODICKYMI KOEFICIENTY

V SOUVISIOSTI S TEORIf DISPERSE

Diferencidlni linedrn{ homogenni rovnice 2. PFé-
du 8 periodickymi koeficienty jsou ovldddny klasic-
kou teorif Floquetovou. Z ni zejména vyplyvd, Ze
ka%d4 takovd rovnice je bud diskonjugovand, nebo
oscilatorickd. Na druhé strand jsou oscilatorické
rovnice podrfazeny teorii dispers{, kterd je zalo-
Zena na principech zcela odlisnych od teorie
Floquetovy. Kombinac{ pojmi a wysledkd obou teorif,
v&etn® pr{sludnych metod, se otvird novy p¥istup
ke studiu diferencidlnich rovnic 2. P#4du s perio-
dickymi koeficienty, vedouc{ k ¥ad® novych vysled-
kd.

1. Gvod

Vieobecnd je zném vyznam diferencidlnich linedrnich homogennich rovnic
2, F4dy v redlném oboru v aplikacich fysikdlnich a technickych. V nejjednodussich
Uvahdch klasické mechaniky, jako je analyza harmonického pohybu, nebo v mnohem
sloZit3j3ich otdzkdch o vedeni tepla, chv&n{ ty&{ nebo v problémech nebeské mecha-
niky, vystupuj{ zmin&né rovnice zpravidla jako uUstfedn{ mista obsahujic{ resenf
predloZenych otdzek. K tomu pristupuje, %e teorie t&chto rovnic je ovlddéna pomér-
né jednoduchymi teorémy, je pridhlednd a pritom obsahov& bohaté.

1)ixademik Otakar Bordvka, Brno 662 95,Jand&kovo ném. 2a
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Vyznamné misto v této teorii majf diferencidlnf{ rovnice s periodickymi koe-
ficienty. T#{da td3chto rovnic se stru¥n¥ oznaduje jako Hillova rovnice, podle
astronoma G. W. HILLa, ktery ve svém pojednédn{ z r. 1897 o pohybech perigea mi-
sfce, podstatn® a trvale prisp&l k jejich teorii. V literatufe se uvddf, %e prévé
Hillova rovnice mé stovky aplikec{ v problémech mechaniky a astronomie, v teorii
elektrickfch obvodd, elektrické vodivosti kovd a cyklotronu.

Teorie Hillovy rovnice je ovlddéna klasickou teorii Floquetovou, kteréd mé
oviem 3ir3{ dosah a vztahuje se nejenom na diferencidlni linedrn{ rovnice 2.,
ale obecn2ji na linedrnf rovnice libovolného ¥4du e periodickymi koeficienty. Pro
rovnice #4du 2. z nf predevdim vyplyvd, %Ze kaidé takovd4 rovnice je bud diskonjugo-
vanéd, co’ znamend, Ze ka%dy jejf integrdl mé nejvyse jeden koien, nebo oscilato-
rickd v tom smyslu, Ze kaZdy integrédl md nekonen® mnoho kofend v obou smérech
ke koncdm defini¥nfho intervalu (-, ). Na druhé stran® jsou oscilatorické rov-
nice 2. ?*4du podiazeny teorii dispers{, kterd je zalofena na principech zcela od-
lisnych od teorie Floquetovy. V této situaci se d4 oZekédvat, %e se kombinac{ pojmd
a vysledkd obou teorif, vZetn¥ pi{slusnych metod, otevird novy prfstup ke studiu
oscilatorické Hillovy rovnice. A prév® tato pozndmka urduje zdkladnf my3lenku mé
dne3n{ piedndsky.

II. Zékladni pojmy a vysledky

Na3e dvahy se vztahuj{ na rovnice tzv. Jacobiova typu
y' =g (t)y, ()

na n&% lze obecn&j3{ rovnice 2. ¥4du transformaci proménnych prevést. PFedpokléd-
déme, %Ze koeficient q, tzv. nosi& rovnice, je spvo/jité funkce v intervalu j=(-co,oo)
a rovnice (W) Je oscilatorickd. Pozd¥ji pFistoupi pfedpoklad, %e nosi¥ §q je
periodicky 8 ®:q (t+% )= q(t)(té'])-Poznamenejme, e bézi rovnice () popf.
nosile q' rozumime dvojici linedrn® nezdvislych integréld této rovnice.

1, Teorie dispers{

Teorie dispers{ se vztahuje na rovnice oscilatorické a je zaloZena na dvou
zédkladnfich (ov3em v riznfch smirech specialisovangych) pojmech: féze a disperse

(1), r21).
1. Fdze (podrobn&ji: prvn{ féze)

Rozezndvédme fdze ur&ité bdze rovnice (q) a fd4ze této rovnice. Mluvime také o
f4zich bdze nosile Q' a fd4zich tohoto nosilZe.

Féz{ bdze U,V rozumime kaZdou funkci x(t), kterd je v intervalu j spoji-
téaviude tam, kde v(t)# 0, spliuje relaci 1 (t)=ult):vit)snadno zjistime, fe exis-
tuje préve spo¥etny systém féz{ bdze u V. KaZdd féze mé prévd jeden kofen a ten
Jje kotenem integrélu u, sou¥asn® je ka%dy kofen integrdlu u korenem prévé jedné

-féze systému. JestliZe jeme koif'eny integrdlu u oznadili nap#. ..., t4't° |t1|‘“|
vyjadfujeme fézi ®, @ korenem t, vzorcem
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F4z1 rovnice (0{) popf. nosile q rozumime kaZdou f4zi nikteré bdze rovnice (o{).
Je-1li ®, fédze rovnice (0(), je ka%d4 fdze o této rovnice ddna vzorcem

Sin[“o (t)+a] . (1)
ain [, (¢) + 1) '

Cia,b =zna¥f konstanty vézané nerovnostmi: C(a-b)40; 0 <a b < .

«(t)=yArc 19 C.

KaZd4 féze X rovnice (qr) mé tyto vlastnosti:

oa(4) ety 2.0 ()40 pro te§; 3 limu (t) -6 sgna’ oo (E=21)
+->F00
a jednoznadn& urduje nosil qr ve smyslu vzorce

o{(t)z-{o(‘t}-e("z (¢) (tej) (?)

|

{1 zna¥{ schwarzovskou derivaci funkce « v &isle
| L") 3 ot?(4)
. PO A I S0 L A A AL 5.7 A
et 5 40 " Wty
Féze  se nazjvéd dispersnf, plat{-1i stdle x(t)>t nebo u (t)<%t;
v prvnim p¥*{pad® mluvime o hornf a v druhém o doln{ fézi.

Vyzna&nou dlohu v teorii dispersf maj{ tzv. fdze elementdérni. Fdze « se
nazfvé elementdrnf, jestliZe o (t +x) = a(t)+X.sgnan’ (tej);
v tom pFipad® mé tvar « (t)=1t.49n « + p(t) , priZemz p Jje periodickd funkce
8 X. Je zFfejmé, %e prvn{ a dal3{ derivace &, ... ka%dé elementérn{ féze o jsou
funkce periodické s 7t . Je-1i nZkterd fédze rovnice (or)elementérni, jsou v3echny
féze této rovnice elementdrn{ a ze vzorce (2) vidime, %e nosil q Je periodicky
8 T . qr.(*’- +1c)= qy(t) (tej ). Mno%ina fé4zf rovnic s elemetérnimi fdzemi, spdlu
8 bindrn{ operaci, tzv. ndsobenim, definovanou skléddnfim funkc{ (mluvime o p¥iro-
zeném nésobeni) je grupa; nazyvd se grupa elementdrnich f£d4z{ a oznaluje se f .
Jej{ jednotkou je funkce t (63), kterd je fdz{ rovnice (-1) : y' = -y.

DileZitym pripadem rovnic (0() je rovnice (-1) :jej1 féze nazyvéme specidln
fé4ze. Prdvd jsme vid&li, %e specidlnf fdze t je elementdrnf{. KaZdd specidlni
féze je tedy elementdrn{ a je ddna vzoresam (4),v nZmZ klademe X,(t): t. Ze vsta-
hu (2) vychéz{, %e ka%Zd4 specidlnf fdze je integrélem rovnice {X,t} + X'.2 = 1.
MnoZina vZech speciélnich féz{, tedy féz{ rovnice (-1), spolu s pFirosenym nédso-
benim, je grupa; nazjvd se fundamentélni{ grupa a oznaluje se ‘ Ztejm& je f:‘#

S pojmem féz{ souvis{ pojem tzv. inversnich diferencidlnfch rovnic. Rovnice
(5{) se nazyvéd inversni ku (o{)'jeatlize mé fdzi & , kterd je inversnf funkc{ vzhle-
dem k n¥které fdzi  rovnice (0{) cx(t)= o M(t) (te 7). Z této definice plyne

fada vlastnost{ inversnich rovnic. Zejména:

Symetrie: Je-1i (6{) inversn{ ku (cr)mak(ﬂr) je inversn{ ku (Q)
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Nosig Oﬂ rovnice inverznt ku(*)s fést o‘c, Jje dén vzorcenz)
qa(t) = -1- D14 qR ()] (x0T (tej),

V&imn¥me si, ¥e rovnice inversni ku (O{)tvof'i mno%inu, jejf{% prvky zévis{ na fé-
zich rovnice (§).

Dalsim pojmem, ktery} souvis{ s pojmem féze, je fdzové funkce. Fézovou funkc{
rozumime kaZdou funkci v intervalu jl kterd mé hotrejs{ vlastnosti 1. - 3. féz{i.
Je zFejmé, %e kaZdd fdze libovolné rovnice (?) je fdzové funkce a naopak (v.(2))
Je ka%dd fdzovd funkce fdz{ vhodné rovnice (q).z toho ddvodu mluvime pi¥{leZitost-
nd o f4zich ve smyslu fézovych funkc{ a prendSime na tyto funkce pojmy definova-
né pro fdze (nap¥. dispersnf fézové funkce).

2. Disperse

Pojem. . disperse rovnice (qy) pop¥. nosile’ Y Je specialisovdn v rogmanitych
smirech. Zde se omezime na tzv. centrdlnf disperse 1. druhu, struindji: centrél-
ni{ disperse.

Centréln{ dispersf s indexem V (= *4 12 .)rovnice (c}.) rozumfme funkei ¢
v intervalu j, jejf{% hodnotou v kaZdém &fsle t €3 je IVI-1€ konjugované &fslo
(prvnfho druhu) s t, v&t3{ nebo men3{ ne% t, podle toho zda v > 0  nebo
V<0, pro V:0 Kklademe ’fo (t)=t. Centrdln{ disperse \)0‘ se nazyvé zdklad-
ni.

Centrédlni disperse majf Fadu vyznamnych vlastnost{. Z nich uvddime:
7 .
KaZdé centréln{ disperse y, (V= 0,31,---):}0 fdzovou funkc{. Navic je \',t >0
a déle fy(t) < \f\,(t) (te3). vidime, Ze ‘f\) je norn{ nebo dolnf f4z{ podle toho,
zda V< 0 neboy > 0.
‘f\) a -f_\, Jsou vzéjemn® inversn{ funkce; odtud méme (prot €3 )
\ -1 " "

Ka2d4 centrdln{ disperse sfo Je spjata s kaZdou f4z{ X téZe rovnice (0()
tzv. abelovskou relaci:

-oufo(t) = k() + 9.9 . 59n (tel).
Z ni gejména vychdz{ vyjédfeni funkce \f’o fézemi rovnice (q):
Po (£) -o("[o((t)+9.’i’.sqn « ]

o(" zna%{ ovSem funkci inversn{ k¥ X .

2)Nap¥. q# (t), stru¥nsji: q X | zna¥f sloZenou funkei ‘Y[ & (t)].
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Ka%Zdd4 centrdln{ disperse 'fv transformuje kaZdy integrél y rovnice (q)a je-
ho derivaci g' v ty% integrdl a jeho derivaci ve smyslu vzorci:

1
g g (D= TG W]y (#)
A
LR (£)= (-1 [ (®)] ! [ (@ @) s (). y ey (£)] (el (5)

V prtpadd q(t) < 0, tej, V21, 1ze ¥fslo \f\; (t) vyjéarit hodnotami no-
sile q:

“F‘ () = o{({i) A 4 “’5) . 1(tuo--3) ,| (6)
Y T(ts)  q(tq) ¥ (tuo-y)
efsla t, ... t,, 0dd&lujf kofeny (t=) ap < ... < ay(=§(t)ka%dého integrélu y

rovnice‘(o(),ktory vymiz{ v 1 a koleny b1< ---< by Jjeho derivace, leifc{ v interva-
Tu (44 (£) 2 (£ =) <ty < by <ty <ayctgc ... Sy q <Dy, <
<ayp (= \f\)(t))

3. Bloky rovnic (g).

PFi studium mnoZiny {(0{)} v8ech (oscilatorickych) rovnic (qy)vyatoupi -jako
dlleZity poznatek toto:

MnoZina {(q)} 8e rogpadd v disjunktn{ t#{dy, tzv. bloky, 8 timito vlastnost-
mi:

1° Rovnice (q), (q") leZ{ v témZe bloku, kdyZ a jen kdy% pro kaZdou fdzi x
Jjedné rovnice a n&kterou specidlnf f4zi £ je &€ f4z{ druhé rovnice.

2° Ke ka¥dému bloku U existuje prévé jeden blok u! zv. inversnf, ktery
se 8klddd z rovnic inversnich k rovnic{m z bloku U ; pfitom plat{: (a-YH)"'-:a.

Rovnice (?)| (0{*)3 fézemi &, KE  nazjvdme sdruZené a o rovnici (q*) pravi-
me, Ze je sdruZend s (q) translacf € .

Ze vzorce (2) odvodime:

g () = -1+ [1ege®)] €M) (teq) (1)

a tento vztah 1lze ddle rozvinout aplikacf vzorce (1) (pro x:=€, Xo(t)=t ). Mezi
centrélnfmi dispersemi ~f{, : *f’\,” rovnic (q).(or") plat{ vztah

O ()= €710 gane €(t) (D20, 21 te) (8)

Rovn¥% snadno zjist{me, %e pro ka?dy integrdl y rovnice (q) je
g*(t)=ye®):V 1€’ (¢)l (ted) integrdlem rovnice (q*).
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Ze vzorce (7) vidime, %e nosi¥i vdech rovnic (9) z tého% bloku sou¥asn® jsou
nebo nejsou funkce periodické s T .

2. Pfehled o Floquetov® teorii

NaZe dal3d{ uvahy se vztahuj{ na rovnice (g) s W -periodickymi nosidi.

Ve Floquetov® teorii se k rovnici (q) pfirazuje algebraickd rovnice 2. Stup-
n&, tzv. charakteristickéd rovnice, % - As+1 =0, A = konst., jeji% kofeny Sy Sy
nazyvané charakteristické kotreny rovnice (0() ddvaji informace o povaze integrdlid
rovnice (Q). Koeficient A je definovén vzorcem A = u (x +W)+v'(x+% ), v nemz
"'u,v  zna¥f bézi rovnice (¢) s poldte¥nimi hodnotami v libovolném &fsle ¥ ¢ j:
u(x.)=‘|,u‘u)= O;v(x) =0 v(x)=1. Podle toho, zda |A|> 2 nebo |Al<?,
jsou charakteristické koreny redlné nebo imagindrni a v prvnim p¥ipad& kladné,
kdy:z A > 2, nebo zéporné, kdy: A <€ -2 . Vidycky je oviem Sy-S.4 = 1.

V jednotlivych p¥ipedech existuji béze Yy 1Yo rovnice (0()'5 rozd{lnymi
vlastnostmi:

Kayz A > 2 nebo A<-Q méme S, ¥ S, a existuje béze s vlastnost{:
91({:‘;%):;1_9‘(*,) \ 9_1(t+’1"t,)vs_1.3_1(t) (tej);

kdyz A-2 nebo A=-7,3e(6=)6) =5, =1 nebo (e=)sy=5,=-1a 31(£+T¢) =
= 5.9, (4), 4y (£+%) = oy, () ry, (&) jestite u'(L+X) 40,

popt.
Yy (£4T) - 6.49,(¢) Y (e+T) = 6.y, () jestlite u(r+®)-0,

takZe v tomto druhém pFipad& jsou v3echny integrély rovnice (O{)periodické nebo
poloperiodické s w H
kone¥n¥, kdy% -2<A < ? existuje bédze s vlastnosti:

y, (t +X) = cos a. y,(t) -sin a.y,(t),

3_1(t +X) = sin 2.y, (*c)+¢o¢5.:=\.\_4_1 (), (tej);

pFitom je 5, = cosa + if.6na, 0<a <®, 6= t1.

III. Hillova oscilatorickd rovnice

PFichdzime k jédru této pirednddky, v némZ jde o popis vztahd mezi prvky
teorie dispersf{ a teorie Floquetovy v p*i{pad® oscilatorickych rovnic (0() s W -pe-
riodickymi nosi¥i. Naddle tedy pFedpoklédddme, Ze studované rovnice (q) Jsou osci-
latorické a Cy(t +X) = O((f.) (tej).
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3. Fdze a centrdln{ disperse

V§chodiskew nadich dvah je klasicky poznatek: Pro kaZdy integral y(t) rovni-
ce (q) je také fumkce y(t+%) (t € ])integrdlem této rovnice.

Z této vEty predevdim plyne: Pro kafdou fézi ® (t) rovnice (q) je také
funkce x (1 +%)(tej) rézf této rovnice. A ddle ([3]):

Ke kaZdé fdzi x rovnice (g) existuje specidlni féze £ (e “) splnujfc{ rovnici:

X (t+X)= £ (t) (tey) (9)

Odtud plyne vztah:
x [« (£)+T] - e(k) (tel).

Levé strana je zdkladni diaperse *-ﬁ rovnice 1nversn1 ku (0{)5 féz1 o( , hebo
funkce ‘f" inversni ku \f1 podle toho, zda « > O nebo &' < 0. 0dtud vychdz{:

Féze £ v rovnici (9) je dispersnf,a to hornf{ nebo dolnf podle toho, zda
\
% >0 nebo ' < 0.

VSechny centrédln{ disperse kaXdé rovnice inversnf ku (?) jsou specidlnt
féze.

V souvislosti s timto vysledkem vznikd otédzka, ¥im se vyzna¥uj{ centrdln{
disperse rovnice (q) samotné. Odpov&d ([3]):

V8echny centrdln{ disperse ‘f\, rovnice (0{):)50\1 elementdrn{ féze, takie

Ut +E)= G(t) + X (V=0%1...5 te]) (10)
0dtud vidime (1.1) Ze prvn{ a dald{ derivace "f\)u ... ka%dé centrélni

disperse lf‘) jsou funkce periodické s w .

Studované rovnice (q)jsou Zdst{ (3ir3f) mnoZiny rovnic (0() charakteriszova-
nych tim, %Ze jejich centrdlni disperse jsou elementérni féze.

Vztahy mezi prvky teorie dispers{ a teorie Floquetovy jsou podstatn& rozdfl-
né v pripad® rowvnic (qr) s redlnymi a imagindrnimi charakteristickymi kofeny.

1. Rovnice (t})s redlnymi charakteristickymi koieny
a. Vfzna¥nd &fsla rovnic (Or) .

Ctslo 1 (-,] se nazyvd vyznaané &{slo typu n rovnice (o{) pop¥. nosile
(n prirozené), kdyi '-fn()b) » X +3; mluvime také o vyznaingoh bodech typu n .
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S ka%dym vyznalnym X{slem X typu n rovnice (0( ) je také ka¥dé s nim konju-
gované &islo $o (¥) v§zna¥ngm &fslem typu n této rovnice (V=% {,...). To plyne ze
vatamd: ¥, 9o (x) = ) Ya (k)= Gy (xsx) - fy(x)+%.Zejména je tedy ¥fslo xf’.n(x,)
v§znainé typu n odtud méme: Y_,(x) - x = 7.

V3echna vyznaind &isla rovnice .(0(7. pokud existujf, jsou téhoZ typu. Vskutku,
nechf X,y jsou v§zna¥né ¥isla rovnice (q) typdn a m takZe Y, (x)= x + T, fuly)=y+x.
81sla Y14, (y) jsou sousedn{ koieny jistého integrélu rovnice (Of) a tedy v inter-
valu [y ) (y)) existuje prévé jedno ¥fslo X, konjugované s X . V prfpads x, -y
Je ¥{slo Yy konjugované s X a tedy je typu m = n. Nechi tedy y < X, < ¢ (y).

Pak méme: y + % = i (Y) < P ¥n Cxq) =y (X %) = i (xg) + T < Py (9) = gy (y)4
a vychdzf: y <y, (%)< ¥y (y). V intervalu (4,4 (y)) lezf tedy ¥isla «,,
"rm-nu‘l) konjugované 8 x. Odtud plyne: X, =ufm_n(x1) a tedy m = n.

Nech X je vyzna¥né ¥fslo typu n rovnice (¢) a U,V jejf béze s pol&te&ni-
mi hodnotami: '
u(x)=1, u(x)=0 : v(x)=0,vV(x)=1 (11)

Pak méme: . ‘%,
(89 u (x + 2= (-0 [ (x)]2 (s,") V(e em) = GO [y (x)] (12)

3
W(xem)s 5 [g(x)] Q_ﬁ(x), vix+m)=0. (13)

Vskutku, rovnosti (12) plynou z (4) a rovnosti (13) z (5) pro y = u popf.
=v, V= n, t=x,

b. Vztahy mezi vyznalnymi &isly rovnice (¢) a jejimi charakteristickymi koreny.
Zékladem je tato vé&ta:

Rovnice (0{) mé vyzna¥nd &{sla typu n (n pFfirozené), kdyZ a jen kdy% jejf
charakteristické kofeny jsou redlné. V ka’dém vyznainém &fsle x typu n rovnice
(o{) Jjsou hodnoty

s.,=(-1)"‘1‘f:,(w)l 5.,= ()" Yy, (x) (14)

-1
charakteristickd ¥isla této rovnice.

Ddkaz. 1. Mé-1i rovnice (q) redlny charakteristicky ko¥en S, mé integrél y
s vlastnostf{:y(t+m)=5.y(t) te] (E.2).ProtoZe je oscilatorické, mé integrél u
koreny. Pro kaZdy kofen x plati: g(»):g(bm)‘%tedy p*i vhodném ptirozeném n
méme: ‘fn(w) =AW tak¥e x je vyznainé &fslo typu n rovnice ((}').

2. Nechf ¥ je v§zna¥né &{slo typu n (n ptirozené) rovnice (0().Pak pro bdgzi
A,V této rovnice, s po¥dtednimi hodnotami (11) plati vzorce (12). Z nich vyché-
2: 8y r oy = u (X +X)+V (X +1), s,.’s_pw(uw).v' (x+3) =1 8tsla 5,, 5, jsou
tedy charakteristické kofreny rovnice (9q) 2 druhého vzorce (3) méme: [\f,‘, (:o)].1 *
=¥y Pnx) = @) (e am) =gl (x), taxze 5, = (-1)" Vo (x)

Z tohoto vysledku a ze vzorce (6) vychdz{ [5] :

38



Kdy% charakteristické kofeny s,, S, rovnice (q) jsou redlné a cy(t) <0(tej)
1ze je vyjddFit hodnotami nosil&e q ve vhodnfch &fslech x4 < X3 <...< % ln-1
ve tvaru:

g
ss’ = )n [ i( L‘) . Q’(X’S) . ﬂm)_] 2 (n ?ﬂipozenélﬁ'= !'1)
q(xy) q (xq) Y (Xyy_y)

c. Koexistence poloperiodickych (periodickych) integrdld

Je z¥ejmé, %e rovnice tof) mé v3echny integrdly poloperiodické (periodické)
s ‘E. kdy% oba integrédly n&které jeji bdze maj{ onu vlastnost. V tomto p¥ipadé&
mluvime o koexistenci poloperiodickych (periodickych) integrdld rovnice (o().

Z Floquetovy teorie (II.2) vidime, %e koexistence poloperiodickych (periodic-
kych) integréld rovnice (q)nastévéd préve tehdy, kdyZ rovnice (q) mé dvojndsobny
charakteristicky kofen s=-1 (5-1) a hodnota derivace jejfiho integrélu u s po-
t4te¥nimi hodnotami (11) v libovolném &fsle x& j v bodd x+® je 0 :u'(x+T)-0.

F. NEUMAN ukdzal ([4]), %e ke koexistenci poloperiodickych (periodickych)
integrdld rovnice (9) je nutné a sta¥f, aby n&kterd centrdln{ disperae \Fn 8 1li-
chym (sudym) indexem n ( > 1) rovnice (q) byla linedrn{ a sice tvaru:
$n () =t + T Jingmi slovy, aby kaZdé &fslo t (€3) bylo vyznainym Efslem
lichého (sudého) typu rovnice ((q).

Kombinac{ podminek pro koexistenci poloperiodickych (periodickych) integrdlu
rovnice (q) plynoucich z Floquetovy teorie s vlastnostmi (12), (13) vyzna&nych
&1sel vychdz{ tato vé&ta:

Rovnice (q) mé& v3echny integrdly poloperiodické (periodické) s U prévé
tehdy, kdyZ nékterd jej{ centrdlni disperse ‘fn s lichym (sudym) indexem n a jejf
derivace ‘f’,‘, \ ' maj{ v nikterém isle L€ J hodnoty:

fn(x«)=x.+’)tl uf);(w)=‘l".r:(m)=0. (15)

2. Rovnice (O()s imaginérn{mi charakteristickymi kofeny
O rovnicich (q) 8 imagindrnimi charakteristickymi kofeny plati tato v&ta([6])):

Rovnice (q) md imagindrni charakteristické kofeny sg = expl Fa®i) 0<ac<h
6 =t , préveé tehdy, kdy% pfipousdtf fdzi X s vlastnosti:

x(t+3) = x(t)+(a+27)KX  (n cele, te3). (16)

3. V&ta o setrvaZnosti charakteristickych kofend
Vezm&me v dvahu ndktery blok rovnic (O()s X -periodickymi nosiZi (II.1.3).

O rovnicich (O()z tohoto bloku plati v&ta, které Fikdme vita o setrvalnosti cha-
rakteristickych kofeni:
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VSechny rovnice (Or) z téhoZ bloku maji tyté% charakteristické koieny a vsechny
souZasné maj{ nebo nemaji vZechny integrély poloperiodické (periodické) s .

Dikaz. Nechi (q), (q") jsou sdruZené rovnice s w-periodickymi nosi¥i, pPi-
dem% rovnice ((f‘) je sdruZend e (q) translact ¢ , ozna¥me 6 = 390 € (=%1).

a. Necht charakteristické kofeny rovnice (0{) jsou 1reé:l.né. Nech X je vyzna&-
né &{slo typu n rovnice (0() . Z (8) plyne, %e x*- £ (x) je v§zna&né &fslo
téhoZ typu n rovnice (0(").Podle (14) je

S = (-1)" u ‘fne’ ( ’b) charakteristicky kofen rovnice (q/) a
g*- (-1 )n \, ‘f:' (x¥®) charakteristicky kofen rovnice ( qr*) .

Centrdlnf disperse Vo .~f’3 (Y celé) rovnic (&y) \ (Or*) souvis{ podle
vzorce (3). Z n&j a ze zPejmé relace € £ (t)=t (e3) obdrifme dvojim derivo-
vénim (pro Vv =n,t = x*):

QP:’( ) = "P:\S (x,)l (\)

Pre*) - €M) €€ ) ghg (2).[1- rg (N +E[E€7(2)] . fheln). (1)

Z (17) vychézf: 8™ = 5.

M4-1i nap¥. rovnice (?) vBechny integrély poloperiodické (periodické) s ’ﬁ',,
méme podle 2. a vzorcd (15), (17): ~P.’n(x,) = \P:,(X;) =1, '{fn(bh ‘{’;(X:) = 0,
N liché (sudé), a ddle, podle (17), (18): Py (x) « 1, Y5'(x*¥)= 0.  odtud
vychédzi podle (15), 2e v3echny integrdly rovnice (0(*) jsou poloperiodické (perio-

dické) s W .

b. Nechf charakteristické koteny rovnice (0{)jaou imagindrn{, a jeden z nich

je 5y = exp (fafti) ; 0<ac< ., Podle 3.2 existuje fdze X rovnice (ff) 8 vlast-
nost{ (16). Funkce & x*(t)= 6x € (t) je féz1 rovnice (§™) a spliuje pro

tej] rovniei :
B (4 +T) =B € (L +T) = Cx[E(4)+ 6E] = F(xE(L)+6 (a+2n) ] = 6x™(£)+ (a+20)T.

0dtud a z 3.2 vychéz{, %e Sg je charakteristicky kofen rovnice (ff‘).

Do&lo 20. 2. 1976
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Peapme
O.Bopyexa

nmqupE}mmmom voapmmm Y= Q(T)Y ¢ MEPUOAMUECKMY KOJESMLIMEHTAMM B CBA3M
C TEOPMER IMCIIEPCUIA

B cTaThe ONMMCHBADTCS 3ABUCUMOCTHM MeXIy XAPAKTepUCTHUECKHMM KOpHammu auddepen-
OUaJBHOTO YpPaBHEHMS ['MJa ¥ HEKOTODHMM 3JEeMEeHTaMN TEeOopuM Aucnepcuii,B 0COGEHHOCTH
dasemu ¥ LeHTpansbHHMM Aucnepcuamu.Ocofoe BHUMAHME YIeASeTCS TAK HA3HBAEMHM GJOKaM
ypaBHenuli koxeGanus g' : c‘,(‘t)g (q.('!. )e Coj y J=(-00,00)) .Mocremune xapaxTe-
PUBYDTCH TeM,dTO BCe YPABHEHMS TOro xe OJOK& MOJYyuapTCs X3 HEKOTOpOo#i M8 HuX mpeol-
pasoBaHMaMu HeasaBucumoli nepemennoii pasamu £ (1) ypaBHerus g' = -y b 2 e(r) .
Bce ypaBHEHMS TOro xe GJOK& ONHOBDEMEHHO MMEDT MJM He MMEeDT MNepuoiuuecKue HOCUTE-
au nanpmuep ¢ 9 .0 Giokax melicTByeT Tax HasWBaeMas TEODEMA MHEDLMM XADAKTEPUCTH-
ueckux kopHeli:YpABHEHMA TOTO Xe GJOKA C OU- MEPUHOLMYECKMMN HOCHTEAAMK MMEDT Te Xe
CaMHe XApaKTepUCTHUYECKMe KODHM M BCe MMEDT MJIM He MMEenT OJHOBDEMEHHO BCEe MHTerpa-
m N -noxynepmommueckue,umm me G -nepuommueckme.
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Summary
0. BORBVKA

DIFFERENTIAL EQUATIONS v" - @(T)y WITH PERIODIC COEFFICIENTS IN CONNECTION
WITH DISPERSION THEORY

In the article, the relations are described between the characteristic roots
of the Hill differential equation and some elements of the dispeéersion theory,
especially phases and central dispersions. Special attention is devoted to the
so-called blocks of oscillatoric equations y' = ?(t)g (q ) EC%, j= (-0 o).
These are characterized by that all equations of the same block originate from
one of them by transformations of the independent variable by phases £(t) of
the equation y' = -y : t — €(1).Simultaneously, all the equations of the same
block have or have not periodic carriers, e. g. with A For the blocks the
80 colled theorem of inertia of characteristic roots holds: Equations of the
same block with W -periodic carriers have identical characteristic roots and,
at the same time, they all have or have not all their integrals ‘X -semiperiodic
or W -periodic.
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