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Otakar Boruvka, grafové algoritmy a teorie matroidu

Eduard Fuchs, Zuzana Voglovd

Uvod

Vyvoj kazdé védecké discipliny je pozoruhodnym procesem. Radu proudtl, z nichZ se tento proces
sklada, Ize alespon s jistou davkou pravdépodobnosti predvidat a mnohé tendence lze alespon v hrubych
rysech vytusit. Jsou vSak oblasti, kam ani ten nejpronikaveéjsi duch nedohlédne; bouflivy rozvoj prekva-
pivé nastane v oblasti, kde nebylo témér zadnych naznakt téchto trendi. Jednim z takovych pfipadi se
budeme v tomto prispévku zabyvat.

Kdyz na 2. svétovém matematickém kongresu v Pa¥izi v srpnu roku 1900 rekapituloval David Hilbert!
ve své slavné prednasce o 23 problémech stav matematiky na sklonku 19. stoleti, podal plasticky a
jasnozrivy obraz vyvoje matematiky v nastupujicim stoleti dvacatém. Drtiva vétsina jeho prognédz se
téméf bezezbytku naplnila a jesté dnes, po vice nez sto letech, jsou mnohé jeho tehdejsi tivahy pro
souCasnou matematiku inspirativni.

Ani génius Hilbertova formatu vSak nepostihnul — a ani nemohl postihnout — jednu obsahlou
soucast matematiky 20. stoleti, nazyvanou nejcastéji diskrétni matematika.

Prvotni impulzy, které posléze lidstvo privedly k vybudovani matematiky, byly bezpochyby dvojiho
druhu: pocetni a geometrické. Tyto impulzy také pfedznamenaly jeden z centralnich protikladi, které lze
vypozorovat v celé dosavadni historii matematiky — vztah diskrétniho a spojitého.

Typickymi reprezentanty matematickych objektt, které se nachazeji na strané diskrétniho proudu,
jsou prirozend, respektive celd ¢isla, konecné mnoZiny, konecné geometrie apod., spojity smér reprezentuji
objekty jako mnozina vsech redlnych cisel, primka, eukleidovskd rovina, spojitd funkce apod.

Jak jiz nazev napovida, zabyva se diskrétni matematika prvni z vySe uvedenych stranek nasich
modeld reality.

Je svym zpusobem paradoxni, Ze poté, co matematika na sklonku 19. stoleti zvladla v Cantoroveé
teorii mnozin problematiku matematického nekonecna, patii mezi matematické discipliny, které se ve
20. stoleti rozvijely nejdynamictéji, prave diskrétni matematika, jejiz znacna cast se zabyva studiem
koneénych mnozin.

Mezi centralni discipliny moderni diskrétni matematiky patii pfedevsim kombinatorika a teorie grafi.
Na sklonku 19. stoleti, v dobé Hilbertova vystoupeni, samoziejmé kombinatorika pattila mezi standardni
matematické partie. Jeji postaveni v komplexu disciplin nazyvanych souhrnné matematika vSak bylo
viceméné nevyznamné. S jistou davkou nadsazky lze Tici, Ze to byla predevsim podpurna slozka klasické
teorie pravdépodobnosti. (Takové ostatné poc¢atky kombinatoriky byly.) Nic pfitom nenasvédcéovalo tomu,
ze by v nejblizsi budoucnosti mohla ve vyvoji matematiky sehravat vyznamnéjsi roli. A teorie grafu se
jako védni disciplina konstituovala teprve ve 20. stoleti, jak se o tom podrobnéji zminime pozdéji.

To, ze zejména v posledni tietiné 20. stoleti prodélala diskrétni matematika pfimo bouflivy rozvoj,
bylo zpisobeno fadou faktort. Mezi kli¢ové patfily nasledujici:

e neustale se rozsirujici skdla aplikaci nejen v matematice samotné, predevsim vSak mimo ni, a to nejen

v ,tradi¢nich“ prirodovédnych oblastech, ale zejména v novych a mnohdy necekanych souvislostech;

e intenzivni rozvoj vypocetni techniky, ktera umoznila provadét vypocty a analyzy, které se jesté pred
nékolika desetiletimi zdaly nemozné a presahujici hranice lidskych moznosti.

Neni proto ptrekvapujici, ze tyto faktory nebylo mozno v roce 1900 ptedvidat.

Teorie grafa

Chceme-li struéné popsat vyvoj teorie grafl, nelze se nezminit o znamé wloze o sedmi mostech mésta
Krdlovce, nebot v souvislosti s touto tllohou se v matematice pojem ,graf* objevil poprvé. Pf¥ipomerime
si jeji znéni.

Méstem Konigsberg (Cesky Kralovec, dnesni Kaliningrad v Rusku) tece feka Pregel. V této fece
jsou dva ostrovy, které byly s pevninou a vzajemné propojeny sedmi mosty. Schéma této situace je na
nasledujicim obrazku.

1 David Hilbert (1862-1943), némecky matematik.
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Ukolem je zjistit, zda je mozné vyjit z jednoho mista, projit po kazdém mosté pravé jednou a skonéit
prochéazku ve vychozim bodé.

Tuto tilohu fesil (a dokazal, Ze feseni neexistuje) v roce 1736 L. Euler?. Zn4zornime-li si jednotlivé
Casti mésta jako krouzky v roviné a mosty jako spojnice prislusnych c¢asti, je okamzité ziejmé, ze vyresit
uvedenou tlohu znamend, nazorné feceno, namalovat jednim tahem ,graf* na nésledujicim obrazku:

N

Po uvedeném Eulerové vysledku se vice nez 100 let ,,grafova“ problematika v matematice neobjevila.
A7 v poloving 19. stoleti se A. Cayley® zabyval otézkou, kolik existuje izomerti uhlovodiku C,,Ha,, yo. (Jak
Ctenal patrné vi, prvni tfi ¢leny uhlovodikové fady, tj. metan, etan, propan, maji jediny izomer, ¢tvrty
¢len jiz mé izomery dva — butan a izobutan). Cayley udélal v podstaté tutéz abstrakei jako Euler. Kdyz
si zndzornil jednotlivé atomy jako krouzky v roviné a spojil ,hranou® krouzky znazornujici ty atomy,
mezi nimiz je chemicka vazba, prevedl ,,chemicky“ problém na problém nalezeni poc¢tu ,rtznych grafa“
predepsaného typu, jak je uvadime na nasledujicim obrazku.
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Krouzky, z nichz ,,vychéazeji“ ¢tyfi hrany, odpovidaji atomim uhliku, krouzky, z nichz vychazi jedina
hrana, odpovidaji atomtm vodiku.

2 Leonhard Euler (1707-1783), svycarsky matematik pusobici v Petrohradé a v Berliné. Jeden z nejvétsich matematikii
vsech dob.
3 Arthur Cayley (1821-1895), anglicky matematik.
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Analogicky se pfirozenym zpiisobem k pojmu ,graf“ dostal G.Kirchhoff* ve svjch pracich o elek-
trickych obvodech.

V téze dobé, tj. zhruba v poloviné 19. stoleti, za¢ina historie jednoho z nejslavnéjsich problémi nejen
teorie grafl, tzv. problému cétyr barev. Tento problém byl vyfeSen aZz v roce 1973.

Za rok faktického zrodu teorie grafi byva obvykle povazovan rok 1936, kdy vysla prvni monografie
o teorii graffi, kterou napsal D.Konig® [Kon36]. Jeho kniha Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen byla vpravdé prikopnickd a po dlouha desetileti ve svété prakticky jedina.

Doslova bouflivy rozvoj prodélava teorie grafti od druhé poloviny dvacatého stoleti. Hlavni pficinou
je nepredstavitelné Siroké vyuziti této teorie v aplikacich. I ¢tenaf bez hlubsiho matematického vzdélani
si jisté dovede predstavit fadu situaci, které 1ze pomoci grafi popsat.

Grafem je nap¥iklad automapa CR. Vrcholy jsou jednotlivé obce, hrany jsou p¥islusné silnice. Tento
graf je navic tzv. ohodnoceny — jednotlivym hrandm jsou pfipséana kladné &isla (vzdédlenosti). Grafy
jsou schéma zapojeni barevného televizoru i plan vodovodni sité mésta Brna. Pomoci grafi lze popsat
vyrobni procesy i vztahy mezi pracovniky v daném zavodé, lze jimi charakterizovat strukturu programu
pro pocitaé¢ i rozpis sportovni soutéZze atd. Za grafy lze rovnéz povazovat kazZdou mnozinu, na niz je
definovana binarni relace.

Grafové algoritmy

Mimotadné dulezitou roli ve vyvoji diskrétni matematiky hraji tzv. grafové algoritmy. Chceme-li napii-
klad v kone¢ném, ohodnoceném grafu najit ,nejkratsi cestu“ z jednoho vrcholu do druhého, mohlo by se
zdé4t nejjednodussi vSechny cesty vypsat (je jich pfece pouze kone¢né mmnoho), a pak mezi nimi vybrat
tu nejkratsi.

Nemoznost tohoto postupu vyplyva z toho, Ze jiz pro pomérné ,malé“ grafy — jak zanedlouho
ukazeme — je vSech moznosti tak mnoho, ze ani pomoci pocitact neni uvedeny postup realizovatelny.
Analogickou se na prvni pohled zd4 i tloha tradi¢né nazyvana problém obchodniho cestujiciho: Obchodni
cestujici ma projit danou mnozinou mést a vratit se tam, odkud vysel. Naklady na jeho cestu pritom
maji byt co nejmensi. (Samoziejmé se pfedpokldda, Ze jsou znamy naklady na cestu mezi kazdou dvojici
danych mést.) Je zfejmé, Ze tuto situaci 1ze popsat ohodnocenym grafem, v némz vrcholy jsou jednotliva
mésta, hranou spojime mésta mezi nimiz je pfimé dopravni spojeni a kazdé hrané pritadime naklady
spojené s cestovanim mezi danymi vrcholy.

Koneéné uvedme jesté jeden velmi podobny piiklad, jenz bude v dalsim vykladu hrat centralni roli.

Méame vybudovat kabelovou sit mezi nékolika mésty tak, aby kazdd dvé mésta byla propojena.
Znédme néaklady na propojeni kazdé dvojice mést a pozadujeme, aby vybudovani sité bylo co nejlevnéjsi.

Stejné jako v minulém piipadé jednotlivd mésta znazornime jako uzly grafu, hrany tohoto grafu
budou predstavovat kabelova spojeni. Naklady na vybudovani kabelové sité mezi jednotlivymi mésty
budou odpovidat ohodnoceni hran. V terminologii teorie graft nyni hledame tzv. minimdlni kostru
v daném grafu.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze je dané tloha trividlni. Bude-li danych mést naptiklad deset,
je pocet koster v grafu na 10 uzlech jisté kone¢ny. Probereme tedy vSechny kostry a mezi nimi vybereme
,minimalni“. Skute¢nost je vSak mnohem komplikovanéjsi. Jiz v roce 1889 dokazal jiz zminény A. Cayley
[Cay89], Ze pocet koster v Gplném grafu (coZ je graf, kdy je kaZdy uzel propojen hranami se vSemi
ostatnimi) na n uzlech je roven &islu n"~2. V nasem piipadé tedy dostavame 100 miliont riiznych koster.
V piipadé 100 mést bychom jiz museli probrat 100°% koster, coz presahuje moznosti i téch nejvykonnéjsich
pocitact. I kdybychom méli pocitac, ktery projde milién koster za sekundu, vyhledani vsech koster by
mu trvalo 10'9° sekund. Vzhledem k tomu, Ze stafi naseho vesmiru je p¥iblizné 10'7 sekund, je ziejmsé,
ze ulohy popsaného typu jsou nefesitelné bez vyvinuti vhodnych algoritma.

Mimotadnost algoritmu pro hledani minimalni kostry nespoc¢iva pouze v tom, ze Skala jeho aplikaci
zasahuje do fady oblasti. Jak uvidime, spo¢ivid jeho dominantni postaveni mezi grafovymi algoritmy

Algoritmt pro hledani optiméalnich feseni zadanych tloh na grafech nejrozmanitéjsich typu existuji
stovky. Jejich slozitost a vhodnost pro feseni problémi lze hodnotit z nejrtiznéjsich hledisek. Mimotfadné
dilezitou roli hraje fakt, kolik operaci je nutno provést k nalezeni feseni podle daného algoritmu. To,
7e tato informace je mimoradné dtlezita a pro feSeni konkrétnich problémd mnohdy fatalni, je zfejmé

4 Gustave-Robert Kirchhoff (1824-1887), némecky fyzik a mechanik.
5 Dénes Konig (1884-1944), madarsky matematik.

Rozpravy Narodniho technického muzea v Praze, sv. 200 Rada Dé&jiny védy a techniky, sv. 14, Praha 2006 79



z nasledujici tabulky, v niz demonstrujeme, jak dlouho by pracoval pocitac¢ provadéjici milidén operaci za
sekundu, kdyby pfi vloZeni n vstupnich adaji bylo nutno provést f(n) operaci:

n
10 100 1000
25 25 x 107 %s 25 x 107 %s 25 x 1076
log, n 3,3x 10765 6,6 x 10705 1,2 x 107 %s
n 107 °s 107%s 5x 10 3s
f(n) nlogy n 3,3x 10 %s 6,6 x 107 %s 6,1 x 10" %s
n? 10~%s 0,01s 25
2n% + 5n 3,5 x 10~ %s 0,21s 50s
n?/100 10~°s 0,01s 21 min
2n 107 3s 4 x 10%8 rokii 4,5 x 10" roku

Povsimnéme si napiiklad, ze algoritmus vyzadujici n? kroki by pii 100 udajich potieboval setinu
sekundy, zatim co algoritmus s 2" kroky by nezpracoval tytéz tidaje ani za dobu trvani naseho vesmiru.
Z tohoto hlediska jsou za ,dobré* povazovany tzv. polynomidlni algoritmy, coz jsou algoritmy, u nichz lze
potiebny podet operaci omezit vhodnym polynomem. (Jejich rychlost je vidét na prvnich sedmi fadcich
uvedené tabulky.)

Typickym prikladem polynomidlnich algoritmi jsou pravé algoritmy pro hledani minimalni kostry.
Existuji vSak i problémy, pro néz nejen Ze neni zadny polynomiélni algoritmus znam, ale dokonce prevlada
presvédceni, Ze pro né ani zadny polynomidlni algoritmus neexistuje. Typickym ptikladem je jiz zminény
problém obchodniho cestujiciho.

Nyni jiz mtzeme také vysvétlit, v ¢em spociva vyjimecnost algoritmu pro hledani minimalni kostry.
Lze totiz dokazat, ze v jistém slova smyslu lze vSechny polynomialni grafové algoritmy odvodit z tzv.
hladového algoritmu, coz je jedna z verzi algoritmu pro minimélni kostry a z algoritmu zndmého pod
oznacenim linedrni programovdni.

Jednim z velkych vysledki ceské matematiky je skutecnost, ze objevitelem prvniho algoritmu pro
nalezeni minimalni kostry byl v r. 1926 ¢esky matematik Otakar Boruvka.

Otakar Boruvka

O. Borivka se narodil na sklonku 19. stoleti, 10.5.1899, v malém jihomoravském méstecku Uherském
Ostrohu. Aby se vyhnul moznému odchodu na frontu, prerusil v dobé 1. svétové valky studium na
gymnaziu a odesel studovat na Vyssi vojenskou redlku v Hranicich a poté na vojenskou technickou
akademii do rakouského Mo6dlingu. Po skonéeni valky se ptihlésil ke studiu na brnénskou techniku.

Na jeho dalsi zZivotni drdhu mély v té dobé zasadni vliv dvé okolnosti. Prvni z nich bylo to, ze v r.
1919, po tadé let zapast o zrizeni druhé ceské univerzity, byla v Brné, druhém nejvétsim meésté nové
vzniklého Ceskoslovenska, zaloZena univerzita, kterd byla pojmenovana po prvnim éeskoslovenském pre-
zidentovi, T. G. Masarykovi. Druhou ze zminénych okolnosti byl fakt, ze prvnim profesorem matematiky
na Masarykové univerzité byl jmenovan Matyas Lerch, ktery pfivedl O. Bortivku k matematice a na
néhoz po cely zivot O. Boruvka vzpominal s tictou a vdéénosti jako na svého prvniho a ,celozivotniho“
ucitele.

Matyas Lerch (1860-1922) byl prvnim ¢eskym matematikem svétového jména. V r. 1900 ziskal Velkou
cenu parizské akademie za praci Essais sur le calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires
auz coefficients entiers. Ceské poméry na sklonku 19. stoleti svym zptisobem charakterizuje skuteénost,
7e pres jeho mimotradné védecké vysledky pro ného na ceskych vysokych skolach nebylo misto, které
ziskdvali mnohem primérnéjsi adepti. A tak na pfimluvu a doporuceni svého dobrého pfitele a pfiznivce
Ch. Hermitea®, se stal profesorem matematiky ve §vycarském Fribourgu. Na ceské skoly se vratil az
v 1. 1906, kdy byl jmenovan profesorem na ¢eské technice v Brné. O. Bortivka si viceméné ndhodou zapsal
matematickou pfednasku u Lercha, jemuz se vétsina studentt snazila vyhnout. Lerchovy prednasky totiz
rozhodné pro svou naro¢nost nepatfily k tém oblibenym.

6 Charles Hermite (1822-1901), francouzsky matematik.
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O. Bortivka v r. 1981

Setkani profesora Lercha a mladého studenta Bortuvky se pro Borivku stalo osudové. Jak sam
s oblibou fikaval, stala se matematika jeho zivotnim poslanim proto, zZe ji neumél. Zacatky u Lercha
rozhodné nebyly snadné. Bortvka se vSak s usilovnosti sobé vlastni zacal matematice vénovat natolik,
ze kdyz se Lerch stal profesorem na Masarykové univerzité, nabidl svému studentovi, aby se stal jeho
asistentem. A tak Boriuvka, stile jesté poslucha¢ techniky, zac¢al na univerzité mimoiadné studovat a
soucasné i pracovat jako Lerchiv asistent.

Na Masarykové univerzité pak Bortuvka ptisobil 50 let. Zabyval se matematickou analyzou, dife-
rencialni geometrii, v algebfe vybudoval teorii rozklad®, po druhé svétové valce zalozil moderni skolu
diferencidlnich rovnic. Vychoval celé generace moravskych a slovenskych matematiki (po fadu let po
2. svétové valce kromé plného tvazku v Brné bezplatné pfednasel i na bratislavské univerzité). Po ruské
okupaci v r. 1968 byl po 50 letech prace z univerzity doslova vyhozen beze slova uznéani natoz dikd. Dozil
se vSak névratu demokracie do své vlasti a byt fyzicky ne zcela v pofadku, tak duSevné naprosto sveézi
se dockal i vSestranného uznani za své celozivotni dilo, které se definitivné zavrsilo 22.7.1995, kdy ve
svych 96 letech v Brné zemfel.

Vratme se vSak do zminéného roku 1926. Tehdy se totiz udala zajimavé prithoda, kterd bezprostfedné
souvisi s jinou oblasti Bortivkova dila, s vysledkem, jimz navzdy vstoupil do historie matematiky.

Jak to Casto byva, v prvni chvili si ani sdm Bortuvka ziejmé nebyl plné védom mimoradné dulezitosti
tohoto vysledku. Na jeho genezi sdm vzpominal takto (viz [Bor96]): Studium na Skoldch technického
sméru mné velmi priblizilo inZenyrské védy a zpusobilo, Ze jsem mél pro technické a jiné aplikace
matematiky vidycky plné porozumeéni. Brzy po skonceni 1.svétové wvdlky, na zacdtku 20. let, provadely
Zapadomoravské elektrdrny v Brné elektrifikaci jizni Moravy. V ramci prdtelskych styki, které jsem
mél s nékterymi jejich pracovniky, jsem byl poZaddn, abych z hlediska matematického Tesil otdzku co
nejuspornéjsiho provedeni elektrovodni sité. Podatilo se mné najit konstrukci . . ..

Uvedeny vysledek Bortivka uverejnil v praci O jistém problému minimdinim v r.1926 ([Bor26]).
V té dobé, jak vime, jesté teorie grafii neexistovala. V celé Boruvkové praci se ostatné pojem ,graf“ ani
jednou nevyskytuje. Fakticky vSak Bortivka objevil prvni a v jistém smyslu dodnes nejlepsi algoritmus
pro nalezeni miniméalni kostry kone¢ného souvislého grafu.

Jak tomu jiz byva, byl tento vysledek v néasledujicich desetiletich jesté nékolikrat znovu ,objeven,
Bortvkova priorita je vsak naprosto nezpochybnitelné.
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Ackoliv je Bortivkova préce psana cesky, feSeni samotné bylo v zavéru prace kompletné prelozeno
do némciny, takze bylo pristupné i zahrani¢nim matematikam.

Historie algoritmi pro nalezeni minimélni kostry je natolik zajimava a pro vyvoj matematiky typicka,
Ze se o ni struéné zminime.

Historie algoritmu pro hledani minimalni kostry

Algoritmt pro nalezeni minimalni kostry v koneéném ohodnoceném grafu existuji desitky. Vétsina z nich
je vSak modifikaci jedné ze ti1 zékladnich variant, které struéné popiseme.

Mnohé z téchto algoritmu, véetné Boruvkova, byly pfitom ,objeveny* nékolikrat a i v seriozni
literatute lze o jejich historii nalézt fadu nepfesnosti a zasadnich omylad.

Vétsina praci popisujicich vznik téchto algoritmii za¢ind u praci J. B. Kruskala ([Kru56] z roku
1956 a R. C. Prima ([Pri57] z roku 1957. U fady autori lze pfitom pochybovat, zda tyto prace viibec
méli v ruce, protoze Kruskal i Prim Bortvku korektné cituji. Pfedev§im Kruskal vsak mél nepochybné
zasluhu na tom, ze problematika vesla ve vSseobecnou zndmost a podstatné ptispél i k prvnim pocitacovym
implementacim.

Vsechny algoritmy maji jisté spolecné jadro. Zacinaji od izolovanych uzlid, tj. od grafu z danych
uzlid, jenz na zacatku neobsahuje zadné hrany. Tyto uzly pracovné ozna¢me jako ,trividlni fragmenty “.
V kazdém kroku se pak k jiz sestrojenym fragmenttiim pfipoji ,,vhodnd“ mnozina hran, ¢imz se fragmenty
zvétsuji. Algoritmus konci, kdyz neni mozné zadny fragment zvétsit.

Algoritmus 1

Ptvodni Boravkav algoritmus z roku 1926 je nejstarsi a historicky nejzajimavéjsi. Mimotadné zajimava
je skutecnost, Ze ze vSech znamgych algoritmi je dodnes nejrychlejsi. (V zajmu spravedlnosti je vSak nutno
dodat, Ze nékteré jiné algoritmy lze sndze popsat a pracuji ,prihlednéji“.)
Algoritmus Ize struc¢né popsat nasledovné:
1. Spoj KAZDY trividlni fragment s nejblizsim
Spoj KAZDY takto vznikly fragment s nejblizsim.
3. Postup opakuj, dokud se vSechny fragmenty nepropoji.

i

Jak jsme jiz uvedli, je Borivkova priorita nezpochybnitelnd. Kromé jiz zminéné publikace z roku

MV

1926 o ném navic v roce 1927 prednasel v Pafizi. V akademickém roce 192627, kdy se Boruvka zabyval
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pfedevsim diferencidlni geometrii, byl na studijnim pobytu u E.Cartana”. V ramci tohoto pafizského
pobytu Borfivka navitévoval, kromé jinych, i seminai prof. Coolidge®, ktery v té dobé v Paiizi ptisobil.
Na jate 1927 byl Bortuvka Coolidgem vyzvan, aby na seminafi promluvil o svych vysledcich. Ackoliv
Bortvka viceméné samoziejmeé predpokladal, Ze bude hovorit o svych vysledcich z diferencidlni geometrie,
nabidl v podstaté formélné Coolidgeovi vybér ze t¥i témat, z nichZ jedno se tykalo onoho ,,miniméalniho
problému“. K Boruvkovu nesmirnému piekvapeni si Coolidge pravé ono téma pro seminaf okamzité
vybral. A tak Bortuvka na seminafi referoval na tu dobu o véru netradiéni problematice.

Ponékud pikantni je nésledujici skuteénost: ackoliv se uvedené piednisky zucastnil i Elie Cartan?,
ziejmé na téma predndsky casem zapomnél, nebot v r.1938 doporucil pro Comptes Rendus praci
G. Choqueta [Cho38], v niZ je Borivkav algoritmus bez citace zopakovan.

Jen pro dokresleni dodejme, ze dalsi ,,objev“ téhoz algoritmu provedl v r. 1961 G. Sollin. Rukopis
vsak nepublikoval, ackoliv prace byla jiz dokonce citovana v knize Berge — Ghoula-Houri: Programming
Games and Transportation Networks, Wiley 1965.

Algoritmus 2

Autorem je jiz zminény J. B. Kruskal (1956). Popis algoritmu je nasledujici:

1. Usporadej hrany do posloupnosti tak, ze f(h1) < f(ha) £ ... = f(hn).
2. Utvor graf (U, 0).
3. Pridéavej postupné ty hrany hi, hs, ... , hy, které neuzaviou kruznici.

Nezavisle na Kruskalovi popsali tento algoritmus v r.1957 H. Loberman a B. Weinberger, nejvhod-
néjsi strukturu dat pro implementaci popsali v r.1972 J. E. Hopcroft a J. D. Ullman.

Algoritmus 3

Autorstvi je nejcastéji pripisovano jiz zminovanému Primovi. Nékdy je uvadéno, Ze jiz pfed Primem tento
algoritmus popsali Kruskal, H. Loberman a B. Weinberger. Skuteénym autorem je vsak V. Jarnik!®.
Ten dne 12.2.1929 napsal Bortvkovi dopis, v némz reagoval na ptvodni Bortivkovu praci a navrhoval
jednodussi popis algoritmu. Cést tohoto dopisu byla o rok pozd&ji uvetejnéna ([Jar30]).

Algoritmus pracuje nasledovné:

1. Zvol libovolny uzel a spoj ho s nejbliz§im uzlem.
2. Vznikly fragment spoj s nejblizsim uzlem atd.

Prvni poéita¢ovou implementaci provedl E.W. Dijkstra (1959). Rychlost tohoto algoritmu pozdéji
vylepsili v roce 1972 A. Kershenbaum a R. Van Slyke a posléze v roce 1975 D. E. Johnson.

Zatim jsme ovSem ponechali stranou jednu zasadni otazku. Pfi hledani algoritmu pro feseni néjakého
typu problému nejde samoziejmé jen o to, algoritmus nalézt. Stejné dulezité a mnohdy mnohem obtiznéjsi
je provést dikaz, ze popsany algoritmus opravdu spravné funguje.

Dtikaz spravnosti svého algoritmu popsal Bortvka v feci teorie matic. V té dobé, tj. ve dvacatych
a tricatych letech 20. stoleti, se vSak jiz rodila zcela nova matematicka teorie, ktera se stala v moderni
diskrétni matematice mocnym nastrojem — teorie matroidi. Impulsem k jejimu zrozeni byly praveé nékteré
spole¢né rysy teorie grafii a teorie matic. Pomoci teorie matroidi lze relativné snadno spravnost Bortv-
kova algoritmu dokéazat. V zadném pripadé vSak neni mozné tvrdit, Zze by Bortivka patril k zakladatelim
teorie matroidd, byt se takové ndzory obcas objevuji.

Teorie matroidu

Teorie matroidt vznikla ve tficatych letech dvacatého stoleti. V této dobé dochazelo k rychlému rozvoji
celé fady dalsich matematickych disciplin — jiz zminované teorie grafti, algebry, teorie svazl a dalsich.
Zejména algebra zaznamenala ve dvacatych a tficatych letech velké tispéchy. Ve dvacatych letech napsala

" Elie Joseph Cartan (1869-1951), francouzsky matematik.
8 Julian Lowell Coolidge (1873-1954), americky matematik.

9 Osobni sdéleni O. Bortvky spoluautorovi. Bortivka mél fenomendalni pamét. A tak po vice nez 60 letech dovedl o vsech
svych zahrani¢nich cestach vypravét neuvéfitelné podrobnosti. Prakticky u vSech svych zahrani¢nich prednések (a byly
jich desitky) si pamatoval jejich vyznamné Gcastniky vcetné takovych podrobnosti, kde jednotlivi ti¢astnici sedéli a jak na
problematiku reagovali.

10 Vojtéch Jarnik (1897-1970), Gesky matematik.
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E. Noetherovall dvé dtilezité prace o abstraktni algebie: The theory of ideals in rings (1921)a Abstract
construction of ideal theory in the domain of algebraic number fields (1927) — [viz Noe83], které se staly
zékladnim kamenem pro dalsi rozvoj tohoto oboru. Na ni potom navézal B. L. Van der Waerden'? svym
dilem Moderne algebra [Wae37], které je z velké Gasti zaloZeno pravé na préaci Noetherové. Jeho kniha
zahéajila novou etapu moderni abstraktni algebry a vyznamné ptispéla k rozvoji této casti matematiky.

Ve tficatych letech se zacala formovat také teorie svazi. Prvni zminky vztahujici se ke svaziim se
objevily sice uz v poloviné 19. stoleti u Boola, Pierce a Dedekinda, za otce teorie svazi je vSak povazovan
az G. Birkhoff'3. Spolutviircem ¢eské terminologie v této oblasti je Bortivka, ktery v roce 1939 poprvé
pouzil Cesky termin ,svaz“ pro anglické slovo ,lattice*.

Rozvoj vSech téchto matematickych disciplin pfipravil vhodné podminky a inspiroval amerického ma-
tematika Hasslera Whitneyho k napséani ¢lanku On the abstract properties of linear dependence[Whi35],
v némz se poprvé objevil pojem matroid. Popsal matroid jako abstraktni zobecnéni linedrni nezavislosti
v maticich (jak napovida i samotné slovo matroid), a tudiz i jazyk celé této teorie z velké ¢asti odpo-
vida terminologii linedrni algebry. Pti definici matroidu se Whitney pokusil zachytit spoleéné zakladni
vlastnosti linedrni zavislosti v grafech a maticich. Whitneyho ¢lanek ma t¥i ¢asti. V prvni c¢asti zavadi
pojem matroid a podava nékolik ekvivalentnich definic tohoto pojmu. Ve druhé ¢asti se vénuje nékterym
specidlnim typim matroidd, tématem posledni ¢asti je vztah mezi matroidy a maticemi.

Matroidy ztstaly dlouhou dobu bez vétsi odezvy. Koncepci linearni zavislosti sice pouzil van der
Waerden ve své vyse zminéné knize [Wae37], dalsi prace uvetejnili napiiklad Birkhoff [Bir35], MacLane'*
[MacL36], Dilworth!® [Dil41] a Rado'® [Rad42], teprve v padesatych letech, kdy publikoval své prace
o matroidech a grafech Tutte!” [Tut58], vak zdjem o teorii matroidii a jeji aplikace rapidné stoupl.

Hassler Whitney

Hassler Whitney se narodil v roce 1907 v New Yorku. V roce 1928 absolvoval na univerzité v Yale.
Na Harvardu v roce 1932 ziskal doktorat, disertaci The Coloring of Graphs napsal pod vedenim
G.D.Birkhoffa'®. V letech 1930 az 1935 vyucoval na Harvardu matematiku, v letech 1931 az 1933
byl ¢lenem Ndrodni vyzkumné rady. V roce 1935 se stal odbornym asistentem, v roce 1940 byl jmenovan
docentem. V roce 1946 se stal profesorem a na Harvardu zistal az do roku 1952, kdy piijal nabidku
od Institutu pro pokrocila studia v Princetonu. Od roku 1953 do roku 1956 byl pfedsedou matematic-
kého vyboru National Research Council. Byl redaktorem casopisi American Journal of Mathematics a
Mathematical Reviews. V roce 1976 ziskal Narodni medaili za védu, v roce 1983 byl ocenén Wolfovou
cenou a o dva roky pozdé&ji dostal Steelovu cenu. V roce 1977 odesel do dichodu a roku 1989 zemrel ve
Svycarsku.

11
12

Emmy Noetherovd (1882-1935), némecka matematicka.

Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), nizozemsky matematik.

13" Garrett Birkhoff (1911-1996), americky matematik.

14 gaunders Maclane (1909-2005), americky matematik.

15 Robert Palmer Dilworth (1914-1993), americky matematik.

16 Richard Rado (1906-1989), némecky matematik madarského pivodu.

17 William Thomas Tutte (1917-2002), anglicko-kanadsky matematik.

18 George David Birkhoff (1884-1944), americky matematik, otec Garretta Birkhoffa.

84 Rozpravy Narodniho technického muzea v Praze, sv. 200 Rada Déjiny védy a techniky, sv. 14, Praha 2006



Grafy a matice

Nez ukazeme nékteré spolecné vlastnosti hran v grafech a sloupct v maticich, které vedly Whitneyho
k zavedeni matroid, pfipomernime si nékolik pojmu z teorie grafi.

Grafem budeme nyni rozumét neorientovany konecny graf, ktery mutze obsahovat nasobné hrany i
smycky. Smyckou rozumime hranu vedouci z uzlu do sebe samotného. Jsou-li v grafu dva uzly spojeny
vice nez jednou hranou, mluvime o tzv. ndsobngch hrandch.

Protoze jsme povolili ndsobné hrany i smycky, pfipoustime i kruznice délek 1 a 2. Na nasledujicim
obrazku jsou kruznice délek 1, 2 a 3.

O () A

Souvisly graf, ktery neobsahuje jako podgraf zddnou kruZnici, se nazyva strom. Kostrou grafu G
rozumime takovy souvisly podgraf grafu G, ktery obsahuje vSechny uzly grafu G a neobsahuje jako
podgraf zadnou kruznici.

Rikdme, Ze podgraf grafu je nezdvisly, jestlize neobsahuje kruznici. Mnozina hran nezavislého
podgrafu se nazyva nezdvisld. Naptiklad mnozina I vSech nezavislych mnozin grafu G z nasledujiciho
obrazku 2 je mnozina {0, {e1}, {e2}, {es}, {e5}, {e1, ea}, {e1e5}, {e2, es} {ea, e5}, {eq, e5}.

Nezavislé mnoziny hran kazdého grafu splnuji nasledujici tii vlastnosti:

(I oer

I2)Xel,LYCX=Yel

(IB) U, Vel U <|V|=3eeV —U takovy, ze UU {e} € I.

Mnoziny vytvorené z hran grafu G, které nejsou nezavislé, nazyvame zdvislé; mnozinu vsech zavislych
mnozin grafu G oznacime D. Pro graf G je D = {{es}, {e1, es}, {e1, ea}, {ea, €3}, {es, ea}, {e3, e5}} U
{X CE;|X| 23}

Mnozinu minimélnich (vzhledem k inkluzi) zavislych mnozin ozna¢ime C. Jde o ty mnoziny hran,
které vytvori v grafu G kruZnici a neobsahuji Zadnou hranu, ktera by do této kruznice nepatiila. Pro
graf G je tedy C = {{es}, }e1, es}, {e1, €2, e5}, {e2, €4, e5}}. Je zfejmé, Ze plati:

(Cnoe¢c,

(02) Cl, Cy € O, i C CQ, Ci=0Cy.

Dale plati:

(C3) C1, Cy € C, CLCy, e € C1NCy = 3C3 € C takova, ze C3 C (C1 UCy) —e.

Maximéalnim nezdvislym mnozindm fikdme bdze. (Jsou to ty nezavislé mnoZiny, k nimz uz nelze
pfidat zadny prvek navic, aby ztistaly nezavislé.) Podobné vlastnosti jako jsme popsali u hran grafu,
muzeme najit i u sloupci v matici. Pfipomenme si, ze matici rozumime obdélnikovou ¢i ¢tvercovou
tabulku prvka néjaké mnoziny. Déale budeme mluvit pouze o maticich realnych cisel.

Systémy sloupci matice mohou byt linedrné zavislé nebo linedrné nezavislé. Pokud je néktery sloupec
linedrni kombinaci jinych sloupcti, fikdme, Ze jsou tyto sloupce linedrné zdvislé. V opacném piipadé se
nazyvaji linedrné nezdvislé. Mnozina linearné nezavislych sloupctt matice se nazyva nezdvisld.

Je-li dana matice, mnozinu vsech jejich nezavislych mnozin oznacime I. Snadno se lze presvédcit, ze

pro matici
1 0 0 1 1
A= (0 1 0 0 1> ’

.]e.]ié Sloupce oznacime C1, C2, C3, C4, Cs, je 1 = {(Z)a {Cl}a {CQ}a {04}7 {05}7 {Cl7 02}5 {Cla 65}7 {027 04}7
{c2, ¢5}, {ca, c5}} a tato mnozina ziejmé splituje vlastnosti (I1) - (I3). Ostatni mnoziny vytvorené ze
sloupci matice A jsou zavislé.
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Téchto a dalsich podobnych vlastnosti si vsiml pravdépodobné i Whitney, a proto se pokusil vytvorit
néjakou obecnéjsi matematickou strukturu, kterd by vSechny tyto vlastnosti spliiovala. Tuto novou
strukturu nazval matroidem.

V jiz zminovaném clanku popsal celou fadu vlastnosti, které matroidy spliuji.

Zakladni pojmy a vlastnosti matroida

Matroidem rozumime uspofddanou dvojici (E, I), kde E je kone¢nd mnozina a I je mnozina podmnozin
mnoziny E spliiujici vlastnosti (I1)-(I3). Mnozinu E nazyvame zdkladni mnoZinou matroidu. Matroidy lze
definovat nékolika riznymi, avSak ekvivalentnimi zpisoby, z nichz mnohé byly popsany ve Whitneyho
¢lanku. K jejich definovani lze kromé nezavislych mnozin pouzit také kruznice, baze, zavislé mnoziny
a dalsi. Uvedené definici podle pfedchoziho vykladu evidentné vyhovuji nezivislé mnoziny v grafu i
v matici.

Porddkovou funke? matroidu (E, I) nazgvame zobrazeni r : P(E) — Z definované takto: r(A) =
max{|X|; X € I, X C A (kde P(E) znadi systém vsech podmnoZzin mnoziny E). Ridem matroidu (E, I)
nazyvame ¢islo r(E). PodmnoZina A C FE se nazyva uzaviend, respektive podprostor ¢i flat matroidu M,
kdyz pro vSechny prvky « € E — A plati r(AU {z}) = r(A) + 1. (Jinak feCeno, k A nelze ptidat zadny
prvek bez zvétseni fadu.)

Matroidy, jejichz fad je nejvyse roven tfem, maji velmi uzite¢nou geometrickou reprezentaci v roviné.
Mluvime o tzv. eukleidovské reprezentaci v roviné. Méjme matroid M tfetiho fadu, jehoz zakladni
mnozina ma n prvkad. Téchto n prvkd znizornime jako body v roviné a kfivkou spojime body kazdé
uzaviené mnoziny A, pro niz plati |A| = 3, r(A) = 2. Potom bazi matroidu M tvofi vSechny t¥iprvkové
podmnoziny zékladni mnoziny, které nejsou v diagramu spojeny kiivkou. Je jednoduché se piesvédcit,
7e kazdy diagram v roviné, sklddajici se z bodd a ktivek takovych, ze kazda dvojice kiivek se protina
v nejvyse jednom bodé, reprezentuje matroid, jehoz baze jsou tfiprvkové podmnoziny bodi, které nejsou
v diagramu spojeny kiivkou.

Priklady matroida

Matroid tedy muZeme vytvofit z grafu (resp. matice) ndsledovné. Zékladni mnozinu matroidu tvofi
vSechny hrany daného grafu (resp. sloupce dané matice). Mnozinu I potom tvofi nezavislé mnoziny grafu
(resp. mnoZina linedrné nezavislych sloupct matice). Matroid, ktery ziskdme vySe popsanym zpisobem
z matice A zna¢ime M[A] a nazyvame jej vektorovy matroid. Matroid ziskany z grafu G nazyvame cyklicky
a zna¢ime jej M(G).

Matice A a graf G uvedené diive byly voleny tak, aby matroidy z nich vytvofené byly izomorfni
(matroidy M a N jsou izomorfni, jestlize mezi zékladnimi mnoZinami matroidi existuje takova bijekce ¢,
7e VX CE(M): ¢X) je nezavisld v N & X je nezavisla v M). Matroid, ktery je izomorfni s cyklickym
matroidem, se nazyva grafovy. Tak naptiklad matroid M|[A], ktery jsme ziskali z matice A, je grafovy.

Dalsim typem matroidu je wuniformni matroid Uy, fadu k. Zakladni mnozina E uniformniho
matroidu Uy , méa n prvki, mnozina nezévislych mnozin je I = {X € P(E), |X| £ k}. Baze uniformniho
matroidu fadu k jsou vSechny k-prvkové podmnoziny zdkladni mnoZiny, kruznice jsou vSechny (k + 1)-
prvkové podmnoziny zakladni mnoziny. Plati: r(A) = |A| pro |4| £ k,r(A) = k pro |4| 2 k.

Matroid, v némz je kazda podmnozina zédkladni mnoziny nezavisla, se nazyva volny. Jedna se vlastné
o specidlni pfipad uniformniho matroidu, v némz k = n.

Zajimavym typem matroidu je tzv. Fantiv'®matroid(viz hotejsi obrazek). Jedn4 se o matroid, jehoz
zékladni mnozina je tvofena prvky =i, x2, ... x7, baze tohoto matroidu jsou vsechny t¥iprvkové podmno-
ziny zékladni mnoziny, kromé mnozin {z1, 2, z6}, {71, T4, 27}, {71, 3, 25}, {72, T3, T4}, {22, W5, 27},

19 Gino Fano (1871-1952), italsky matematik.
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{3, g, x7}, {4, ©5,26}. Jde vlastné o projektivni rovinu 2. Fadu. Znazornéni Fanova matroidu v euk-
leidovské reprezentaci je na obrazku.

Teorie matroidt se stala jednou z nejrychleji se rozvijejicich ¢asti diskrétni matematiky a nachéazi
uplatnéni v celé fadé matematickych disciplin. Podrobnéjsi popis vyvoje teorie matroidd lze nalézt
napiiklad v knize [Kun86].
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