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ROCNIK XXIX. TRIDA IL CIsLO 2s.

O kofenech funkci Besselovych.

Napsal

Vojtéch Jarnik,
assistent pfi vys. Skole technické v Brné.

(Ptedlozeno dne 19. listopadu 1920.)

Rovnice Besselova zni
azy 1 ( )
___ — _ _L — __ -
d :\:2 x d x : y =0. (1)

Fundamentalni systém integrala této rovnice poskytuji nam funkce?)
— pro v > — 1, a kladné hodnoty x —

%cos"‘—;wsin (x 2v—1
il v T
J,. (x) = _2 ¥ R - ._2_ e g 2% 00w dGJ,
Vall (v — 1) | sin®+le
0
%cos"";—mcos(x 2v—1 )
Dri-1 4w - w
Y,. (x) == Z i . 2_ e—‘.’t cotgmn dm.
\lnlI v—l/z sin® la

Pro index » = 0 dokazal Schafheitlin?) nasledujici vétu

Vzddlenost dvou po sobé ndsledujicich kladnych kotentt funkce Jy (x)
resp. Y, (x) je mensi nei m.

Véty analogické, alec obecn¢jSi, mozno obdrZeti velmi jednoduse
jak v daldim ukazi.

I

Budiz B, (x) hbowlny realny integril rovnice (1); tedy B, (x)
kidy (%) + ky Y, (%) (R, R

, realné) a obdobn¢ B, (x) = k' J. (x) +
+ k&, Y, (x) (B, kB, realné); potom plati, jak znamo,
3) ibid.

Rozpravy: Rot. XXIX Tt II C. 28.

1) Schafheitlin, Journal f. Mathematik, sv. 114, 1894
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d%[}’x+a3.(x+a)]= E‘H—l).v{ﬁm(x-m),
2l VFTBE e+ 0] = (fE 1) VFF B+ 0

Nasobim-li prvni rovnici Yz + g B, (¥ + B), druhou \x + a B, (v + a),
odettu a integruji v mezich a, b, dostivim
b

(e iy D Bylx ) Bulx + ) v

T IAC +o{VEFaB o+ ﬂ,—xl—ﬁmwa)}— (2)

1
2Vx + B
Oznalme si a, -ty kladny koten B, (x) a . »-ty kladny kofen

B, (x); volme dale v rovnici (2) u =, B, (x) = B, (%), a =, § = .1
a=o0, b= uy.1 — ay;, dostaneme

—Vx+aB.(x+a){Vx+ﬁi¥?? (x + B) + B.ﬂ("+")ll]:'

(422 —1) g-gx_i__“z»l)z - (x_-!— ay)? B

64(x_i_“'u)s.' (x+az‘l)s‘ v (x—f'“an)B'(x+dz41)dx=

V2“x41— Oy va)nlBr(’xfl—ax + [ l) Bv (az‘l)~

Je-lli » > —;—, je 42 —1>0, rovnéZ zlomek na levé strané je

kladny; B, (x L ay) ma v celém integra¢nim intervalu opa¢né znameni
nez B,' (a,.;). Nasledkem toho nemuze miti B, (x - @, 1) v celém inte-
gratnim intervalu stalé znameni, jeito by potom leva strana rovnice méla
opa¢né znameni nez prava. Jest tedy a, o < ay.1 — ax + «,.,, Cili:

A) Jeli v - _;.,

kovent funkce I3, (x) s rostoucim x (1. j. @, . » — e, 1 < @,.1 — ay).

klesd vzddlenost po sobé mndsledujicich kladnych

BudiZ za druhé 0 < v < %, a kladme do (2)

u=v, B,; (x) = Br (x)) & = Qy, p= ®.—1, 4 =0, b = Oy 1 — Ay,
potom plati

Cy + 17 By

v — 1) S--f‘(:' :“;:)).2.; (: ji’;’z By (% + ag) B, (x + ay_y) d 5 =

= V¢~+l — Gy + Gy—1 Vax -1 Bl" (aau-l) Bv (“uo-l — Gy + au—l)-
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Jeito 0 < v < ; , jest jako diive patrno, %e B, (¥ + @,-)) musi
meéniti znameni v intervalu integra&nim, &ili:

B) Jelli 0 <<v < 712-, roste vzddlenost po sobé ndsledujicich kladnych
korenis funkce B, (x) s rostoucim x (t. . a, | — ay > au — a,_3).

Jak znamo, roste-li x do nekone¢na, lze psati B, (x) ve tvaru
2 . 2v—1
B, (x) ==k, V x Sim (.x — o z)
*) —_
—rk.,v - cos(;»—i-- l )—l- &
Y mx

B, (x) = sin (x — C,) + & (x),

¢ili

Vx
kdez C,, C, jsou redlné konstanty a & (x) je nekone¢né mala vy3siho fadu;
tedy plati

lm (a..1 — ay) = =
n=0

Z toho pomoci vét (A) a (B) plyne toto zobecnéni Schafheitlinovy
vity:
N s 1
C) Budi: B, (x) = kyJ, (x) ~ k, Y, (x) (R, k,realn?); je-lv v > 5
je vzddlenost ndsledujicich dvou kladnych koveni funkce B, (x) vétsi meZ =,

je-li 0 < v < 5 je tato vzddlenost mensi neZ =.

I1.

Z rovnice (2) plynou jesté dalsi diasledky, k jejichz odvozeni budu
potiebovati téchto dvou zndmych vét (predpokladam stéile v > 0):

I. Kladné koieny funkci J,(x) a J,.1(x) se oddé€luji, rovnéz
kladné koteny funkcf Y, a Y, ...

II. Kazdy kladny kofen funkce J, jest spojitd rostouci funkce
indexu ».3) Obdobna véta plati pro funkci Y,.4)

Kladme nyni v rovnici (2) p=v + e (0 < &-<1), By (x) == J, (x),
Ba(x) = Ju(x), &= @ 1, f= P @ =0, b=y~ fu, a budiz v > |

Potom dostivame

3) Schlafli, Mathematische Annalen, sv. 10, 1876.
4) Schafheitlin, Sitzungsber. der Berliner Math. Gesellschaft, 1906.
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ﬂ’u l-ﬂx
(e —ne st D esar
4 (% + ayi1)/r (% + Bu)"s
Jv (x + anel) Jv+t (x + ﬂﬁ) dx =
= - Vﬂx*l - ﬂu + O s 1 v‘jx‘l Jr (dx.l - ﬂu + ax-il) J:‘i-.' (f‘z.-l)-
Dle vét T a II jest By < a..1; tedy zlomek po levé strané je zdi-

porny, a z toho stejné jako dtive plyne, 7e J, (¥ + @..;) musi méniti zna-
meni v integradnim intervalu, Cili Ze a,.: < @..1+ B..1 — ['x

0

D) Znaci-li ay x-ty koren J, (x), gy u-ty koven J, (x), a je-li 9
sv<p<v-+1 je
@, 2 —a, 1< B 1— Px

Budiz nyni 0 < v < _;..  Kladme do () 0 — v -L & (e > 0), B, (x) =

J, (%), Bu(x) =Ju (x), « = ax,f fx,a=1 b=4p, ,— p.; dostaneme
B8, .1—7,
\‘ (402 — 1) (v + a2 — (4 (v + & — 1) (8 + ap)?
(% aw)'t (% 1 Ba)
J"('\;_;—al) J,_,(x—l—ﬂ,,)dxz
= — Vﬂx-l_ﬂz L oa, Vﬂz»l "I’(ﬂ':]_ﬁz_%—ak)']‘:’ s(ﬂz.l).

Dle véty II. je B. > a.; tedy zlomek na levé strané je zaporny.
Z toho plyne jako dfive, Ze J,(x + @«.) musi mdéniti znameni v inte-
gradnim intervalu, t. j. @, .1 < ax + B..1 — fdx.

.
0

E) Jeli 0 <v < % a u >~ v, je vzddlenost dvou ndsledujicich koreni

funkce Jv mensi ne: vzddlenost prislusnych dvou koveni funkce J,.

5}
Plati J, (x) = v;—x sin x; tedy vzdalenost dvou kofent J; je
2 2

pravé rovna n; z toho pomoci vét (D) a (E) snadno plyne:

Jelio<v< —;- , je vzdalenost dvou nasledujicich kofenu J, mensi

nez =, je-li v > -;— , je tato vzdalenost vétsi nez .

Véta tato je patrné specielnim pripadem véty (C).
Schafheitlin®) ukazal, Ze vzdalenost kofenu funkce J, (a rovnéz Y,)

je vétsi nez % #. Dostavame tedy daldi vétu, jez ma cenu oviem jen pro

v<—;—:

%) Journal fiir Mathematik, sv. 114, 1894.
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F) Vzddlenost dvou ndsledujicich kovenu funkce J, je vétsi ne:
_é- x, je-li v >0,
Véta tato plyne piimo z viéty (E).

Véty (D), (E), (F), jak z odvozeni je patrno, plati i pro funkci Y,.

ITL.

Ke konci uvedu bez diukazu nékolik drobnosti, tykajicich se kofent
Besselovych funkei.

1. Schafheitlin®) udidva pro nejmensi kofen funkce J, dolni mez

Vo (v —2), horni mez Y2 (v + 1) (v - 3), prov >3 -;— udava horni mez

V2 (v + 1) (v + 2). Podatilo se mné& nalézti dolni mez v -~ 2, pro v > 2

dolni mez V(v-+2)(r-4+-4) a pro viechna » > 0 horni mez

VA; v2 4 24 v + 29
3 .

2. Schafheitlin?) seviel vy$si kofeny funkci J, a Y, do intervalu

v

o Sifce —I—, jakoZ i vyssi kofeny derivaci téchto funkci. V citované praci
podotyka, Ze pro velké kofeny je mozno tyto intervaly zuZit, a slibuje
uveiejnéni téchto vysledka. Jezto jsem vsak tyto dodatky nikde uvetej-
nény nenasel, dovoluji si na né upozorniti sam.
Cv+3) Cv+DH) v+ 1
72 2

2v+3)2v+5)
v 1 )
tx(ktg+g)

Jeli v>6 ; ak> leZi koveny J, (x)

mezt (k + %+%)za(k + %_*.%),,_

@v+5)2v+T)

Jeliv>Tgak> -

v , v ,
— 5 lei koveny funkce J, (x)
2v+5) Qv+7)

1 (k + —:—) n
k zna¢i v obou ptipadech &islo celistvé, kladné, omezené pouze bud prvni
nebo druhou nerovninou.

v

mezi (k+‘%+—i‘ ua(k—}—?—}-%)n— (

Zcela obdobné véty plati pro funkci Y,, pouze misto 2 nutno vSude

Gt k- —

psa 1 9

3. Z rovnice (2) lze zpisobem obdobnym jako diive odvoditi tuto
vétu:

%) Viz Schafheitlin, Journal fiir Mathematik, sv. 122, 1900.
F
) ibid.
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Budiz B, () — k, Ju (x) 4 ks Yy (5), (ky, k. redlné)

Y
Bp (x) = k' Ju (%) + k' Y. (%) . (k' k', redlné).
G) Potom, fe-li v >u > v, Pu > @, fest
Bn_’.l - ﬁx'< @, .1 — Ay,
je-li —;— >v>u>0, ey > fy, plati rovnéZ

By o1 — Pr < @x.1 — ay.

To je véta nejobecné&jsi ze viech vit zde dokdzanych; véty (A) az
(F) plynou z ni snadnou uvahou.
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