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ROZPRAVY II. TRIDY CESKLE AKADEMIEL.
ROCNIK XXXVII. ¢isLo 2.

O mfiZovych bodech ve vicerozmérnych
elipsoidech.

Napsal
Vojtéch Jarnik.

Piedlo2eno dne 23. bfczna 1928.

§ 1. Ovod.

Budiz 7 > 2 celé &islo, Q () = = a,, %, u, budiZ positivné definitni
1

ur=-

kvadratickd forma o determinantu D. Pro x > 0 poloZme Ag (x) rovno
po¢tu mfiZovych bodu (t. j. bodi s celo¢iselnymi soufadnicemi) v elipsoidu

r r

. .,2 x_2
 vpr (TZ + 1)

x do nckone¢na, je patrné lim (do (%) : Jo (x)) = 1. Vystupuje nyni
T = ®

Q (1) < x; Jg (%) budiz obsah tohoto clipsoidu. Roste-li

otdzka, s jakou rychlosti konverguje podil Ag (%) : Jp (x) k jedné; jinymi
slovy: poloZme
dg (x) — Jo () = Po(%);

jest vySetfiti, jakého ,fadu‘‘ jest funkce Pg (x) pfi rostoucim x.
E. Landau!) ukdzal: Jest
r r r—1
(1) Po(x) 0(x* 7+1), Po(x) = Q(x ¢ ).
Pro r == 2,3 je znamo jc3té pon&kud vice; definitivnich vysledku vsak
pro r = 2, 3 dosud dosaZcno nebylo. Jinak jest tomu pro » > 4. A. Walfisz
a E. Landau?) dokézali: jsou-li a,, raciondini Cisla, jest

r

(2) Po(x) =0 (x? )pror >4, Po(x) = O (x logt %) pro » = 4.

1) Srovnej na pt. Landau (1), (8); dile van der Corput (1), Laudau (2), (3),
(4), (56), Szcgd (1). Odkazy se vztahujf k seznamu literatury na konci tohoto para-

grafu.
Rozpravy: Ro2. XXXVII. Tt. II. Cfs. 27.
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Naopak plati v tomto ptipad& (racionélni a,,)3)

3) Po(x) = & (32 ).

Pro > 5 mame tedy v tomto piipadé pfesny fdd funkce Py (x); pro
r = 4 zbyva sice jesté€ jakési neurcitost (mezi x a x log® x), alc pouze loga-
ritmického fadu. Jeito zédlezi pouze na pomércch koeficientu a,,, plati
tyto vysledky patrné ponékud obecnéji vidy, kdyZ a,, jsou vesmés ce-
listvé néasobky téhoZ ¢&isla.

Jaky je fad funkce Pg (x) v jinych ptipadech? Mezi hornim a dolnim
odhadem v (1) jest zde zna&na mezera ; plati zde snad rovnéz (2), (3), aspon
pro dosti velkd »? Tento problém vysetioval A. Walfisz a dospél k témto
vysledkum:?)

Uvazujme formy Q (#) specielniho tvaru

r—1

Q(uw) =2Za,, u,u, +cu? (a,,racionélni, ¢ > 0iraciondlni, » > 10).
Hy=1l

Pro tyto formy plati:

1

A) Po(x) =o0(x* );
t. j. (3) zde neplati.

B) Tento odhad ned4 se zlepditi; t. j. jsou-li a,, (s, v=1,2,....
r—-1) ddna a je-li ¢ (x) kladn4 funkce, pro kterou ¢ (x) = o (x% ),
lze nalézti iraciondlni &islo « > 0 tak, Ze Pg(x) = & (¢ (x)).

C) Abstrahujeme-li vSak od mnozZstvi ¢isel « miry nulové, lze odhad
sub A4) dale zleps§iti:5) pro skoro viechna « >0 jest

r 6 1

Py(x) =0 (x% 5logt x).

Ve dvou pojednanich®) zabyval jsem se, pomoci jiné metody necz
Walfisz, systematicky studiem forem tvaru

(4) QW) =ayui +apth +... +a,ul (r>4,¢ >0)
a dosédhl téchto vysledku:
1. Pro r = 4 je Py (x) = O (x log? x).
3

2. Pror=5 je Py(x) =0 (xzzlogx).

3. Je-li » > 6 a je li aspoil jedno z cisel —:7'- (j=23,.. , 7 ira-
1

’) Walfisz (1), Landau (7); dale viz Landau (8), Petersson (1), Walfisz (5);
pro piipad r = 4 zvlasté¢ Landau (3), Kloostermann (1), Walfisz (4).

) Jarnik v prici Landau (8): d4le Miintz (1), (2), Petersson (1), Walfisz (2),
Jarnik (1), (2).

1) Walfisz (3).

5) ,,Mira‘“ znaéf stale Lebesguovu miru ; ,,skoro véechna o >> 0 znaéi: viechna
a > 0, vyjma nejvyse jisté mnoizstvi &fsel @ miry nulové.

¢) Jarnik (3), (4).

XXVII.



cionalni, je P () = o (x2 ) (a tento odhad ned4 se zlepsiti). (Ptipad racio-
nilnich ¢; je rozteScn vzorci (2), (3).)

4. Pro skoro vicchny systémy kladnych &isel «,, «p. .., « jc

Po(x) = O (x* *") pro kazdé & > 0.

Vysledck sub 3. je tedy definitivni; ostatni vysledky vSak nikoliv.

Prvni problém, ktery sc nyni naskvtd, jest tento: uvaZzujme uréitou
formu Q (u); k ni piisludi urcité ¢islo u = u (Q), definované jakoZto dolni
hranice onéch ¢isel a, pro né% Py (x) O (x9); jo tedv Py (x) = O (x#+7),
Py (x) = & (x#—*) pro kazdé & > 0.

Jest urciti toto ¢islo u = u (Q).

K feScni tohoto problému podal jsem tento piispévek:?)

Budiz 6 >2,72>4()=1,2,...,06); o,7celd &sla, r =7, -7, +
4 7s . UvaZujme viechny formv
(5) Q1) =By (151 +usy ... b)) - Bs (16 Sty 2) -
B (e S .. S ) (B >0,8,>0,.. .. Bs > 0)

Potom plati:

5. Py (x) = & 5279,

6. Pro skoro viechny systémy kladnych ¢gisel 3,.53,. . ... B¢ jost
4 6—1
Po(x) = & (x2 ° log T+ ).
7. Pro skoro vdcchny systémy kladnych ¢isel gy 3, .. .. s jost

Po(x) =0 (x% °"") pro kazdé & > 0.

Tedy specielné: pro ,,skoro v3echny* takové formy Q jest u (Q) =
= 7) -— 0.

Naskyta se oviem jeSté daldi otdzka: u forem tvaru (5) (pfizj > 4)
uréili jsme g (Q) pro viechny systémy kladnych &isel g;, 8, . . . . Bs Vyjma
jisté mnozZstvi miry nulové. Jaké jest u (Q) pro ony zanedbané systémy,
tvotici mnoZstvi miry nulové? Zavisi snad g néjakym jednoduchym zpu-
sobem na aritmetickych vlastnostech ¢isel g,. 3, ..., f0s ? O této otdzce
pojedndvdm na jiném mist&.8)

V této préci chci dokézati tyto dvé véty:

Véta 1. Budii r > 4 celé Cislo; ¢y >0,¢, >0,...,a,>0; Q(u) =
=g, U Foul? +... +e,ub
Potom 1jest

Po(x) =0 (x;'_l) pror >4
Po (%) = O (x log? x) pror = 4.

7) Jarnik (3).
¥) Jarnik (6).
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Tato véta je pro r > 6 obsaZena v tvrzeni 3, pro r = 4 v tvrzeni 1.
Pro r = b je vysledek novy.
Véa?2 Budite > 2, >0(j=12,...,0); 0, rceld isla, r =7 +

g .
+7+... +7,A=2 Min (1’ , 1). Uvakujme viechmy formy

=1

QW) =P, (61 +12, + ... +u)) +B(ha+... +uls) +... -+
+ Bo (Ui + ...t s) By >0, 8, >0,...,0 >0)

Pyo skoro viechny systémy kladwych Cisel B, B, . . . , Bs®) fest

(®) Po(®) =0(x* ")
pro kakdé x > 0.

Tato véta obsahuje pro 7, >4(j=1,2,...,06) tvrzeni 7, pro
rny=7y=...=1r;=1 tvrzeni 4.

Pti dukazu tvrzeni 1, 2, 4,7 v praci Jarnik (3) vychéazel jsem pfi
forméich (4) z formule

1 .
+3i0
x

@ o) =5, S 0 (,9) 0 (@9) ... 0 (a5 e 4]

|
- —t®
x

(@ (s) = e *), platné pro ona x >0, jeZ se nedaji vyjadtiti ve tvaru

x=X my? oy (my celd Eisla). Tato metoda pracuje s relativné konvergent-
i=1
nimi integraly, coZz pusobi jisté potize a vna3i mimo to do odhadi vidy
prebyte¢ny logaritmicky faktor.19)
V praci Jarnik (4) pouZil jsem proto misto formule (17) integrova-
ného vzorce

T+8 ;-+l'm

1 d
SAO()')dy= P S @ (e;$)...0 (e, 5) e**(e**— 1) STS;
x 1

—i®

tim dosahne se absolutni konvergence pouZitych integrali a odstrani se
pfebyteény logaritmicky faktor pfi odhadech. Touto modifikaci byl umoz-
nén teprve dikaz tvrzeni 3.

?) T. j. obsirn&ji: V ¢-rozmérném euklidovském prostoru bodu o pravoihlych
soufadnicich §, B, . . ., B¢ existuje mnozstvi N miry nulové tak, ze pro kazdy bod

(By By - - -, Bo), nelezici v N, pro ktery 1, >0, ..., fig > 0, platf (6) pro kazdé ¢ > 0.
19 Na pf. misto 3. mohl jsem v oné praci pro » > ¢ dokézati pouze Pg (¥) =
r

=0 (z'_i--1 log #).
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V této préaci pouZivim rovnéZ této modifikované metody ; vétu 1. by
pomoci prvni metody viubec nebylo moZno dokézati, ditkaz véty 2. pak
probih4 pfi pouZiti druhé metody jednodu3eji neZ pomoci formule (7).

Posledni paragraf této price obsahuje nékolik elementarnich po-
zndmek.
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§ 2. Podatek dikazu véty 1. a 2.

Budiz 7 > 4 celé dislo; Q (v) = « w + o, L+ ...+ a ul
(¢;>0 pro 1< §<7). Pro x >0 polozme Ag (x) rovno po¢tu miiZovych
bodu v clipsoidu &, # ... —c¢, uy < x; jeho obsah jest

r r
x?x?
Jo (%) ==

Ve e,k r(_'; -1_1)

poloZzme jeSté
Ag (%) = Jo (%) + Po(x).
Budiz
O (s) = 3 s pro R (s) > 0.

N o= — 0

birichletova fada
O (0,5) O (¢y5)...0(a,s) = Xame— it (0=14, <2< ...)

n=1

je pro R (s) > 0 absolutné konvergentni a pro x > 0 jest

Y o= o ();

in<
tedy
§de0)dy =Y an(x— 1)
0 Ly ==
PouZijeme-li zndmé formule
IS:T ds= Max (0,T) (a >0, T reélné)
224 ) ¢ 00T ' ' '
a—im

obdrZime pro x >0,a >0
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M a+im
1 - ds
—_ _ . —2, LY
[aomar= gL, [ Famemoren s,
0 a—i® -
nebot integrand v pravo lze patrné integrovati ¢len po ¢lenu.
Budi? z = z (x) funkce proménné x, definovana pro x > 1 a hovici
nerovnosti 0 < z (x) < 1. Potom jest tedy pro x > 1

EE ¥ ] +io
. l s 3 ds
(8) §Ao(y)dy~2M‘Sé(als)...s(a,s>e =+ —1) —.

Vvsetfovani tohoto integrilu bude na3im hlavnim ikolem. PoloZme

2 . o .
A=Max "X a vySetfujme pfedevsim integral
|=<j, &
1 i A
1 Vo ds
) 5w = 5= S 0 (@s) ... 8 (ws) e (eer—1) %7
i 4
v ‘/ \

Podle zndmé transformacéni formule jest!t)

4

/ e —
® (¢ 5) = \/‘:s (1 + % (s), kde ¥ (5) =2 ) ¢ " e

me |

Polozme s = —i +¢1; potom jest

1) X A
-— = - - . <
iﬁ(_s Vg TCPIO% >0, |t ] <5
Tedy
e . .y __cx
W) | S2e a0 PTG T o T

Pro x > ¢ je tedy

Poznamencjme jednou pro vidy: pro x > ¢ jest predevdim
11) Vsechny odmocniny jest brati s kladnou reilnou &asti. ¢ znadf kladna Cisla,

zavisla pouze na formé Q () ; g znaéf funkce libovolnych proménnych, jejich2 absolutnf
hodnota neptecsahuje 1. Riznd ¢ a @ nerozliduji indexy.
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1 . s
(10) |e*'(7+”)——-l | = le % (coszt+isinzt)—1|=
= |(1+4pc ;)(1 +uczt)—1| =yc-f€ +wuczt;
za druhé
1 .
(11) | G | =pe.
Plati pak
4
‘\/5| e_v(-;-+t'l) *.(14.“) ex
S e~ (e x —1) € T+#e gy —
1 .\z t
K (5 +i)
Vi
A
A cx
’ , 1+ 28
12)  —o| «2*'2 ¢ aagtyat |-
(1 + 22@)7 '
0
A= cx
: * e_1+t'
=0 | 2%z , -4at
(1 —|—t2)7+-2
0
Integrand posledniho integralu nabyva pro ¢ > 0 svého maxima v bodé
—r_1
1 +82= rcx_l—’ je-li x > ¢; velikost tohoto maxima jec O (x * ?2);
ST
je tedy vyraz v (12) roven O (x* z).
Dile jest
_ A
V' ®
x —+0l) 1
e B *l(—-lu)—l)d[ _ _
1 2t
(5 +4)
2 A
V7
% +z¢ -’
=0 s dt | =0 (x4 2)
;‘_ ['-;+-
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Koneéné plati

1 .
dlr) et 1) di =
Lo )\s
(; +41)
liie Liie
(x=3) xS
=l. ~— -ds— ’  ds=
1 LA LA )
52 52
!_.Q —i®
((‘t + z)'*’ L R l) + — 3” xT:10 (2 4.
F( g+ 2) F(E + 1)
Celkem jest tedy
2 2 r ’_
(13) Jy (%) = - ELE O (x4 2) O (x2 ).
\/al (779N ( + 1)
Polozme nyni, pifi daném x > 1, na interval — o0 <! < -i- o

vsechny Farcyovy zlomky Z , Pro néz 0 <k < y/y h -2 0, (k) =
h
k
sousedni Fareyovy zlomky. Budiz 9B, : interval, z leva uzavieny,

a sestrojme jesté jejich medianty, t.j. body h+h , kde h ,.” jsoudva
R+ k

z prava otevieny, jenz obsahuje Fareylv bod Z a jehoz koncovymi body
jsou dvé sousedni medianty. Jak znamo, plati
I h

_/h
Qe hvz kT

u
14
(14) By » by )

Z teorie transformaci funkci @ je znamo: !2) je-li ( / ':) celodiselna

. / k
substituce, Ip —mn =1, n >0, % (tedyn = k nebo # = 5
jest

B lajs—mmn1
(15) @ (qs) = —— ----. —@(—- -;‘-E’—S—:P’”)(l 1<7),
k(a;s—Zuz—)

1) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, B. G. Teubner, Leipzig, 1903;
str. 183 —186.
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kde% jest
bud ¥ (s) = Z g™ nebo @ (s) = 2 (—1)me—m
] (2m=1)°,
nebo @ (s) = 2 2
. l . - . m 2% .
Jeli s , Fha lezi-li ¢ v intervalul) o Ba,x , jest
- ]

lags—m=n 1 i
v = g a6

m(—ﬂt najs —pai/ xr,;zi( ‘g;-+('ft—2‘_k_)-)

nebot |eajt —2 = i | < O , <k Pros = L + t1, ¢t v intervalu
k EVix - x

2; B, rje tedy podle (15)
]

c

(16) 1 O (ajs) - :
' 41 2a h\?
"//"'\/x'-’ I(I -‘:l B

a tedy
c .
(17) |0 (¢5) | < Vi Min (\/x, v .

;u i )l.llin (a,-(l’)-——uj.
o k

Pozndmky. 1. Interval 25‘ Bo,1 lezi podle (14) v intervalu
)

S 2z 1 2a 1

" Vira vel

jestlize tedy néjaky interval -26:' Ba,» ma aspoii jeden bod v intervalu
7

<—A_ , + o), je nutné 5 > 0.
vV

2. Letdi ¢ v intervalu 2" Bas a jedi h >0, je podle (14) | £ —
)

2n h 2% | h h . .
— I < G hVa a tedy CT<t xcz—prox>c.()boutechto

@j
poznimek budeme lasto uZivati.

13) Znaéf-li Jinterval < a,, ag) aje-lia,>> 0, znaéf ag J interval < a, a,, a, ay).
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§ 3. Dikaz vty 1.

Abychom dokazali vétu 1, sta¢i dokazati
! +im
1
(18) J, (%) 2’”’.-5G(a,s)...ﬂ(u,s)e“(e-“-" )—r-

¢! i Vo
{() (x"'—l) pror >4
O (x log? x) pro r =
Nebot, klademe-li v (9) z =z (x) = 1, jest podle (8)
rx1

Y do)dy =J, (%) + T, (8) + I, (3),

kde J, (x) jest velitina soujemné sdruzend k J, (¥) a tedy podle (13), (18)
%=1 r
S Agdv == ~Jdo(x) +0 (x* ' logwx)

X

(@=0pror >4, @ =:2pror = 4).

Jezto Ag (v) je neklesajici funkei proménné x, jest

'

I
Jo(x)  O@®  logvx) ) Ao)dy < Ag(x) < SAQ (v) dy = Jo (%) -

x—1
+0 (2 log vx)
a tedy
Ao(x) =Jo (%) + 0 (x7 ' log#a),
jak bylo dokazati.
Abychom odhadli integrdl v (18), pouZijeme pfedevSim znamé ne-

rovnostialag...a,ga'+a2—:"‘+4', platné pro 4; >0 (1< j<7).
Jest tedy
1
x-f-hz)
J <IZ 16 (js) evs (exr —1) 42
EAURRSD)) @) et e —1) |
~ '\77

: di 1 ;
| & () | Min (1,0, (s= 4 ti)

r
<e )
j=1

A3

w!

v
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(podle (10), (11)). Integra&éni dréhu rozdélime na intervaly -2&-7 Ba,s,
pii ¢emz podle poznamky 1. § 2. jest & > 0 a podle pozndmky 2. § 2. jest
v intervalu 2‘: B, stile ¢ >¢ 2 . Funkci @ odhadneme kone¢né po-
dle (16). Jest tedy

S |6 (og5) | Min (1,8 %!
A

Vi
ﬂMi”(l'!};) dt
Scz‘ T _1 1 22 h
S ) [l DT
i‘;"ah,k
v —1 n Min(l. ﬁ)

<c¢a*d dt p ,
(1= 2) P20k 2™l

r—1
<cx?® 3‘ log (k 1) x'-’ llog°‘(x)
0<I<\/x k"' -t

pro x > ¢, jak bylo dokazati.

§ 4. Dukaz véty 2.
Budiz nyni 6>2, >0 (j=1,2,...0), r, =73 ...+7 =
=7, r >4, q,r celistva ¢isla. Uvazujme viechny formy
Q () = py (1,1 + 2,1 + ... + ¥,
T Pa M2+ ... + W) ...+ P W, 6= ... F %, q),
pro néz g, >0, 8, >0,..., g > 0. Véta 2. tvrdi: pro skoro viechny sy-
stémy kladnych hodnot g, #,..., s jest

4+

Polw) =0 @ ")
pro kazdé & > 0. Pti tom jest

=2Mm( )

Abychom tuto vétu dokazali, statf dokézati: pro skoro viechny
systémy kladnych hodnot 8,, f;..., fs jest

XXVII.
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|
— + 8@
k4 r

19) 3= 4 o S O (315) 0 (By ) . . & (B e+ =1 o+ 25 =

LIS

z V'
PRl
pro kazdé ¢ > 0. Nebot podle (8), (9) jest pro z=1x *
zé:x— :

S AeB)dy =J, (®) +J5 (%) + I3 (3),

kdc J3 (%) je velitina soujemn& sdruzena s J; (x); podle (13), (19) je tedy
I'TTH r

SAQ Y'——— Jg(x).),“‘i-_{_O(l) -rO(x—1)+0(x*—}'+’)

r
—2A +e —_

)z ¢,

tol «

= =Jolxy.x * 4+0(x

nebof 4 < : . JeZto Ag(x) je neklesajici funkci proménné #, plati tedy

o(y)d}'<Ao(x)

+
Q
o
y
{
.3
IR
|'~’5u
v

a tedv

jak bylo dokazati.

Jeito soulet spoletného mnoistvi mpoZstvi miry nulové je opét
mnozstvi miry nulové, staéi patrné dokazati:

Ke kazdému paru kladnych ¢&isel C, D, pro n&x 0 <C < D, lze na-
lézti v 6- rozmé&rmém prostoru bodi (3, B, ..., P3s) mnoistvi N (C, D)
miry nulové tak, Ze pro kazdy bod krychle W : C < g; < D, ktery nele#i
v N (C, D), plati

1
+ éa ,
1 x b d
19 Ji@ o, S & B9).. 0 (o) (= T —per s
1 . 4
—;+.\T—x
T—l+s
=0 (x* )

pro kaidé s > 0.
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Zvolme pti pevném x > 1 n&jaky bod (B, B, . . ., fs) 2 krychle .

Ke ka?dému ¢ integra&niho intervalu < , ) existuje pro kazdé 1

A
2
(1=1,2,...,0) pravé jeden par celistvych &isel &, k; tak, Ze ¢ lezi v in-
tervalu 2—;? By, 4. Tyto hodnoty A, k; jsou tedy ureité funkce pro-

1

ménné ¢, zivislé oviem jest& na x, §,, f,, . . . , fs. Utvoifme nyni ke kazdému
systému celistvych ¢&isel ny, n,, ..., %n5; Ay, Ay, ... hg; ky, Ry, ..., kg,
pronéz hi > 0,0 < ki< Vx, (hj, kj) = 1 mnozstvi onéch hodnot ¢ inter-

valu < , ®), jez lezi v prutezu ¢ intervali’lz—n B« a hovi ¢ ne-
v ] P A ny
X 1
revnostem
1 ﬁ,‘ /I,' . | .
20 _ < 14 < =12, ...,0);
(20 Wi+ 1k Vy 27 ki - ok Vx ¥ ?)

¢

, N L 2
toto mnoZstvi oznaéme Q (h; k; n). PonévadZ v intervalu jn Bay, #s
%)

- By hj 1

est 1t 1 < .
: 2= ki = bV
aspoil jedno z &isel #; je zaporné, prazdnd; podle § 2, poznamky 1, jsou

také ona mnozZstvi Q (h; k; n) prazdnd, pro néz aspoil jedno 4 je

, jsou vSechna mnozstvi Q (k; k; »), pro néz

rovno nule. Kone&né jest kazdy bod ¢ intervalu < o) obsazen

;o
pravé v jednom mnozstvi Q (h; k;n), vyjma SPOCGtI:éxnmoistvi bodit
t = 2137 Z: Staci tedy, dokazeme-li: Pro skoro viechnv bodyv (8, B, - - -,
Bs) krychle W jest ’

S 0 B5).. 005 " -1 LLow

(h); (K); ()
Q(h; k:)

pro kazdé & > 0. Pfi tom, jak jsme zjistili, maZeme se omeziti na ona
Q (h; k; u), pro néz h; > 0, n; > 0. Z davodla symetrie smime se koneénd
omeziti na ona Q (h; k; n), pro néz
2k > 2m b, > > M kg

to v nasledujicim uéinime.

Budtez nyni I;m,, m,, ..., mg ; %y, 0, ..., #e celistva Eisla veétsi
ncbo rovna nule.

Mnozstvi Q (h; k;n) budeme pocitati k ,tFid€ [I; m; n]”, jestlize

B hy <2t 2 <k<2mt) (1=1,2,...,0).

Kazdé mnoistvi Q (h; k; n) patii tedy pravé k jedné tidé. Nema-li mnoz-
stvi Q (h; k;n) tHdy [I; m; #] byti prazdné, musi vzhledem k (20) (a jezto
2m Ry > 2% kprof =2,3,...,0) byti
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1R 1
I B, k! Bi
kdez celistvé &islo ¢ je uréeno podminkou 2¢ < Vx < 2¢+1 V préci I do-
kdzal jsem tuto vétu (Hilfssatz 5):
Budiz 0 < <D, a>0,62>2 6 celistvé; potom existuje v krychli
W: C<yx<D (j 1,2,...,6)6 — rozmérného prostoru mmoistri
N (C, D, a) miry nulové, jeZ md tuto vlastnost:
Ke katdému bodu (yy, 5y, . . . . y6) krychle W, jenz nepatri k mnoZstvi
N (C, D, a), existuje Cislo celé kladné o4 = 94 (31, 72, - - - » Yo , @), takZe pro
ka%dv systém celych cisel

c

hi o
ZI< 2”}k/2" (1_2;3:--"6)'

L; My, Mo, ... g | Ny, By, ..., NG, O

vétdich nebo rovmych nule maji nerovnosti

hy WM /7 @
B,V T kY N 2Ry 2e

A< h <204, 2y < 2mL M < R <2 (j=2,3,...,0)

nejvVse

‘ G ) G ) Qb +mtm+... -mg
e ~1)( - l)!’:ll(mi + I)ige(”i TP gt A 90—y = M
reseni v celistvych Cislech hi, kj (1 = 1, 2,...,0), fe-li 0 > 0,
- . 1 1 1 ..
Uzijeme-li této véty pro C =-_ , D = ,a=c, yj= , 7ji-
) y P D c T

stime toto:
V krychli W.lezi mnostvi N (C, D), je ma tvto vlastnosti:
1. Probiha-li bod (3, ...,Bs mnoistvi N (C, D), probihd bod
1 1
By’ B’
2. Ke kazdému bodu (3, f,, . . . , fs) z mnozstvi W—N (C, D) exi-
stuje celistvé &islo @y = gy (By, Pas - - -, o) > 0 tak, Ze pro kazdé ¢ > o,
(tedy pro viechna x > 2% +1) a pro kazdy systém celych (isel

l .o ’ v ! 4 4
rn jisté mnozZstvi miry nulové.

Ly my, may, ..., Mg ; Ny, fy, .., NG
vétsich nebo rovnych nule jest po&ct on&ch mnoistvi () (h; k; n) tridy
l:m; 0, jeZ nejsou prazdni, nejvyse roven
[ [4 Ql+m+mg+ ...+ Mg
W 20V [logx. (-4 1) 11 (my -+ 1) IT (nj - 1)
- jm2

. g— |
1=1

Qg+ b kg gy 2
Z 1. plyne ov3em, Ze také

3. mnozstvi N (C, D) mi miru rovnou nule.

Budi# nyni a%? do konce tohoto §

(ﬁlv ﬂzc s pﬂ)

XXVII.
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pevny bod mnozstvi W — (C, D); a budiz x > 22@+V, THdy [/;m “1roz-
délime na ¢ 4+ 1 skupin {0}, {1}, {2},..., {g} takto: jestlize ét
z &sel 2% +% (j =1,2,...,6) jsou v&t¥ nebo rovna V%, t.j. j¢ .o

ZmAm S IMAm S tn > Vg SOl 1 > D> Mt

budeme t¥du [/; m; n] pocitati do skupiny {z}. Stali tedy, dokdZeme-li:
pro nas bod (8,, B, - . ., fs), pro kazdé ¢ > 0 a pro kaidé t:=0,1,...0
jest

-7 dt r_ AR
ey ¥ [1o@a.. o006 —ni14i—oui T,

®); (R); (m)
Q (h; k; m)
jestlize Q (h; k;n) probiha vSechna mmoZstvi Q (h; %k;n) tridy {(z}, jez
nejsou prazdna a pro néz 2m ky > 2M ky > ... 2> 2% k.
V mnozstvi Q (h; k; n) ttidy [I; m; u], jez patii ke skupiné {z}, jest
podle (10), (11), (17) a podlc poznimky 2, § 2 integrand v (21) mensi nez

et o,k
Tt 92m, x 2 Tl TG MraTigl e AgrG

cMin(l, x 4 X 4 2 2

om )9k mn kL m

(83

mira mnozstvi Q (k; %; n) jc podle (20) mensi nez

-

c2-m-m x 2,

kone¢né potet mnoistvi Q (k; k; ) tridy [/; m; #], jeZ nejsou prazdni, je
nejvySe roven M. Jest tedy piispévek viech mnoistvi Q (h; k; n) ttidv
[; m;n] k integralu v (21) nejvyse roven!)

i+, rrp1tetrg P _r
cx 2z * ©T7 T zlogq Min (2™, 2% x 4).
¢+ 132 5 (m+ 12 o (8 + 12 ¢ : - L 112
2,., ?‘__ ' T+ T4
2" (?" 1) :
Tento vyraz jest scitati pies celistva nezaporna &fsla I;m,, ..., mg; 9,

..., ng, hovici podminkim
27+ > Vx pro <, 2"+% < Vxproj >t 2% < V.
Vychazi

L] i 2 _ r .
1. ,Z Q’;’I) Min (2m,2x 4) <cx *log3.
-0

') Pfipojen je jeSt& nadbyteény faktor (1, + 1)* > 1.
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. 2 . 2 . 2  9m;
2, oy + 1,’) i + 1) < clogx 2 (m,._:i.- D -—‘\2/—’
2m,~ S \/ v 2m,~ (—?:— - I) 2n’~ 29!1":__‘\/-’ 2»1,(; - l) x
2‘””5 \ ’ .
log*x pror; > 5
<o logx log* % pro7; = -
Vx L
x Yloggxprori=1,2,3
”m ” _"_ -
3. Z (m; - 1)2 (785 - 1)2 2121 ( 2 I)
~‘m1 - n,. - \/T
’j
< clogtx pEd 2" ( 2 ’)
" 2%
2 -\

xt  pror; =5
log x pror; = 4
lpror; =1,2,3

<c Vxlogtx.

Z 1. 2. 3. plyne, ze integral v (21) je nejvysSe roven

r .
l+ F

PR "
cxt logd 30 x =0 (x! )
pro kazd¢ & > 0. Tim je véta dokazana; dokonce je mozno v ni misto

. r -
RS - 3+350

Ox* ") psiti O (x* " log x).

Exponent 3 — 5 ¢ u logaritmu by ostatné bylo snadno jesté sniZiti.

§ 5. Poznamky.

Véta 2. davd ve spojeni s tvrzenim 5. nebo 6. prvniho paragrafu
presnou hodnotu veliciny p (Q) pro ,,skoro viechny‘* formy uvazovaného
tvaru, je-li j > 4. Jak je tomu, neni-li j > 4 pro viechna j =1,2,...,¢6?
Uvazujme tieba ptipad ¢ = 2, t. j. formy

Q (1) =p, (i ~ ...+ u'f,) Py (W g = uf)
By >0,8,>0, y==7, --r)a budiz » > 8.
Jo-li v, > 4, 7, > 4, jest pro skoro vSechny kladné systémy g,, 3,
Po(x) =0 (¥ ') pro kazdé & >0,
a podle tvrzeni 5

1)~

PQ (x) = (x -).
Je-li 7, = 1,2, 3 (a tedy 7, 2 5), je pro skoro viechny kladné sy-

stémy By, Bo
Rozpravy: Ro& XXXVII Tt II C. 27.
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22) Pow) =0 (x* "+ ")
pro kaidé & > 0.1)

Zde se naskytuje otazka: neni mozno také v tomto piipadé (r, < 4)
sniZiti exponent v rovnici (22) na ’; —24-g?

Tuto otidzku lze velmi snadno zodpovédéti negativne pro 7, : 1.
Plati totiz:

Véta 3. Buds r > 2; , > 0,3, >0,

Q(“)z"ﬂx“z{’i‘ﬂz(“g'*‘---» +“f)-

Potom jest
r 3

%0 (v) = R (x*2).
Diikaz. Budiz A’ (x) potet miizovych boda v kouli v; + vi 4 ...
+ v <=x; pro x > 0 je patrné
A @)=Y F @),

) -y =<y

kdez F (n) zna&i polet V\']ddrem ¢isla # jakoZto soudtu » — 1 ¢tvercl.

r 1
Kdyby byloF (1) =o (uE - ~), bylo by 4’ (%) = o0 (x* 2),coZjevesporu
s okolnosti, Ze A’ (x) jest pro velka x asymptoticky rovno obsahu koule

B VL < x, &ili
1
."’ (7—]“ )
r—l--

Lim
v= % x ;T—_—_,
Existuje tedy jist¢ kladné &islo a, zavislé pouze na 7, a nekonecné
mnoho kladnych celistvych c&isel &, &, ..., ¢m, ... (6, < & < ...) tak,
r— 38

ze F (Em) g a gm—z
Na povrchu elipsoidu

ﬂlul -~ i’g( 3”"‘ ey '%’“f) =ﬂzfm
r--3
lezi aspoii a ¢, * miiZovych bodu; totiz viechny body (0, u,,. .., %,)
takové, Ze us 4 ...+ u = §n. Prochézi-li x rostouc hodnotou S, ém,
r—3
méni se tedy A4g (x) skokem, jehoZ velikost je aspofi @ ¢, * ;t.j. Ag (Byém)
r-3
— Ao (B & —0) >afn % . Jeito Jp (x) je spojitou funkci proménné
r_5.
15) Pro 7, = 1 tedy specielnéO (2 ¢ ), kdezto Walfiszuv vysledek C) z § 1
r (] 1

dava pouze O (2 6 log* ).
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r—3

x, jest také Pg(B;&m) —Pq(Byém —0)>afn % , a tedy aspoli jedno
r—8

z 8isel | Pg(dyém) |, | Po(By€m — 0) | je rovno aspoii g b 2 = — ‘:_

26, *

3

r—38 r—3
(B2 €m) 2 ; tedy je Pg(x) = & (x * ), jak bvlo dokazati.

Gottingen, 15. bfezna 1928.
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