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X X . 

Uber die Mittelwertsátze der Gitterpunktlehre. 
V o u \ <UTŘ;(:II J A I I I V Í K . 

(Vorgelefft am 4. Miirz 1931.) 

§ 1. Einleituncj. 

Im Folgenden sei stets r ganz, Ich betrachte in 
dieser Abhandlung ausschlieBlich positiv definite quadrati-
sche Formen der Gestalt 

r 

Q (U) = aj iij2 (<tj> 0), 
7 = 1 

die ich »Quadratfornien« nennen mochte. Eine solche Qua-
dratform móge rational heilien, wenn alle uj ganzzahlige 
Vielfache einer und derselben Zahl sind; sonst moge Q(u) 
irrational heilien. Das Volumen des Ellipsoids Q i u ) ^ x , 
wo x — wie stets im Folgenden — eine positive Zahl ist, ist 

r 
gleich Huč, wo 

V«i«2 • • l + 1) 

Es sei A(x) = AQ(X) die Anzahl der Gitterpunkte im 
abgeschlossenen Ellipsoid Q i i ú ^ x . Wir definieren noch den 
»Gitterrest« P(X) = PQ(X) durch die Gleichung 

A(x) = Hx* + P(z). 

Uber die GróBenordnung von P(x) sind mehrere Re-
sultate bekannt; ich fiihre nur folgende Ergebnis^e an: 
Fiir r ^ b gilt fiir jede rationale Form 

{1) p(x) = 0{Jž~\ 
V ě s t n í k K r á l . O . c s . S p o l . N a u k . T ř . T I . tto<\ 1 9 3 1 . 
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P(x)=íž(x 2 1) 

und fiir jede irrationale Quadratform (ebenfalls fiir r ^ b ) 

(2) p(x) = 0 ( x J - 1 ) . U 

Es ist weiter bekannt, daB fur r = 4 die Formeln (1), 
(2) nieht mehr richtig sind [wenigstens ftir einige Formen 
Q(n) |. 

Wenn man aber statt der Funktion P(x) die beiden fol-
genden Mittelbildungen heranzieht: 2) 

IHX) = Rq(*)=1 f\P«(v)\dy, 
o 

x. 1 
T(x) =-- Tq(x) = ( 1 1 P2q(ij) DY)\ 

O 
kann man Resultate erreiclien, die aueh noeh fur r~ 4 
gelten. Tn Mw I habe ich niimlich u. a. bewiesen: 
fur /'^4 und tur alle rationalen Quadratforrnen ist 

H(x) = Q(xi-3), fíír) = SHx^"1); 

T(x)--=0(xí~ l), T(x) = Si(J"1). 

Und in dieser Abhandlung will ich aueh ein Analogon 
der Formel (2) beweisen: 

SatzL Wenn r^ik und wenn die Quadratform Q(u} 
irrational ist, so ist 

(3) R(x) = o(x^~x), T(x) = oix^1). 
Satz 2. Die Abschatzunfjen des Satzes 1. sind seharf ; 

mit anderen Worten: 

0 Und diese Abschatzung liiíit sieh nieht weiter verscharfen. 
2) Ich habe diese Mittelwerte in den Abhandlungen »t)ber die 

Mittelwertsatze der Gitterpunktlehre«, Mathematische Zeitschrift 
33(1931), S. 62—84 und S. 85 — 97 (Zweite Abhandlung) untersucht; 
ich zitiere weiter diese Abhandlugen mit Mwl und MwII. Eine 
Cbersicht der iilteren Kesultate findet man in Mw I oder noeh besser 
bei A. Walfisz, Uber einige neuere Ergebnisse der Gitterpunktlehre 
Prače matematyeznofizyczne, Tom 36, Zeszyt 2 (1928—9). 
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Es sei r 4, r ganz. sei qj(x) eine fiir x ^ 0 positive 
Funktion, die /vVr .r 00 gegen Null strebt; dann Uiíit sieh 
mne irrationale Qaadratform 

r 

(j( l l) = V „ j U * (<o>0) 
i l 

finden, ///welehe gilt 

If(x) = l>(xlž \/(x)), T(x) = o(x* l<r(x)). 

Zu diesen Sátzen moclite ich noch folgendes bemerken: 
1) Es ist (Sehwíirzsche Ungleiehung) 

) =11 i r(g) I ^ • | / rf// / />2(//) j * = r t e ) ; 

also geniigt es, die o-Behauptungen fiir 7'te), die Í2-Behaup-
tungen fiir //(a;) nachzuweisen. 

2) Fiir ; und fiir irrationale Quadratformen gilt 
(2), also uinsomehr (3). Um den Satz 1. zu beweisen, geniigt 
es also zu zeigen: Weun 

4 

= uiur ( « , > 0) 

eine irrationale Qaadratform ist, so ist 
X 

j PHy)dy = (Áx"). 
O 

3) Tm Wortlaut des Satzes 2. kann man offenbar die 
Funktion cf(x) als stetig und abnehmend annehmen. 

Wir werden nun die Satze 1. und 2. unter Beriick-
siehtigung der eben gemachten Bemerkungen beweisen. Die 
Schwierigkeit liegt im Beweis des Satzes 1; die betreffende 
Methode ist eine Kombination der Methoden folgender Ab-
handlungen: Mw 1; V. Jarník, tTber Gitterpunkte in mehr-
dimensionalen Ellipsoiden, 2. Abhandlung, Mathematische 
Annalen 101 (1929), S. 136 — 146; V. Jarník und A. Walfisz, 
l)ber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Mathe-
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matische Zeitschrift 32 (1930), S. 152—160. Wegen Rauiner. 
sparnis berufe ich mich im Folgenden oft auf die ent-
sprechenden Stellen in Mw I. 

§ 2 . Beweis des Satzes 1. 
Es sei 

4 

y ( t i ) = 2 ( « j > 0) 
j=i 

eine irrationale Form; wir sollen die Abschátzung 
X 

I V\ (y) dy = O (a;3) 
O 

beweiseu. Der Anfang des Beweises verláuft wórtlicli so wie 
der Anfang des § 3 in Mw 1, so daB ich diesen Anfang 
nieht zu wiederholen brauche. Dort wurde námlieh folgendes 
bewiesen (sogar fiir jedeš ganze r < ! 2 und fiir beliebige — 
aueh rationale — Quadratformen):3) 
Wenn wir irgeudeine O — oder o — Abschátzung fiir 

X 

I V\(y) dy beweisen wollen, geniigt es, dieselbe Abschátzung 
o 

fiir die folgenden drei Integrále nachzuweison: 

2 A 2 A _A_ QC x A 

I\ — / dt I )*.dť\L = I dt / ...dť= I dt I dť : 
o o o ZA 2A o 

~vf Vf 

GO X 

M= I dt I . . . dť. 
*A \A_ 
VT Vx 

Der Integrand in diesen Integralen ist 

') Man lese (lort die 8. 68, 69, und die erste Hálftc der S. 70 
nach, dann noeh die letzten 3 Zeilen auf S. 72 und die S. 73. 
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II H ((xj s) -
y-i 

V ((i • . • «r S 

li (*) ((<j s') — 
f 1 

řori . 

und die auftretenden Zeiehen haben folgenden Sinu: 

•> i 
A ~ 2 ;i 1 I max — ; * = r //, = ťi(í, /' reell): 

i < / < / '0 ^ 

O <*> = Š w**. 

die vorkommenden Quadratwurzeln sind mit positivem líeal-
teil zu nehmen. Nun wurden in Mw I4) die Integrále K und 
L bereits hinreicheud seharf abgesehatzt; die damaligen Resul-
tnte heifien namlich (fiir r = ± spezialisiert) 

f{ = 0 ( X í + l loy x) — O tr 2 lny x) = 

LA.1 1 = 0 (x 2 + 2 log x) — 0 U 2 log x) = o (x3); 

es geniigt also, noeh 
J/ = o te3) 

zu zeiffen. 
Zu diesem Zweck setzen wii 

7As)=\(-)(*)\+\y^L 

f II ZUtjs)Z(«js') i 

r í r - . w - i » - i ( i - + i ' i ) 

der Integrand iu N ist offenbar nieht kleiner als der Inte-
grand in M\ also geniigt es, 

*) S 74—75. 
5) Es ware nieht schwierig, die Konvergenz dieses Integrals 

zu beweisen; sie folgt aber nachher von selbst. 



6 X X . Vojtěch J a r n í k : 

N=o(xz) 
zu beweisen. 

Zu diesem Zvveck wollen wir die Irrationalitát der Form 
Q auf folgende Weise heranziehen: Da miudestens eine von 

den Zahlen-—' —» — irrational ist, so gibt es eine fiir x > 0 
«i «i 

definierte und positive Funktion fix) mit 

lim = + 
.r — oc 

so daB aus 

(4) 
hj ganz, kj ganz, li} > 0, kj > 0, 

hi 2 7t 
k} (xj ki ai % %=- 0 —'» 2, 3, 4) 

V x 
folgt 
(5) Max (hi* h2, hA; k\, k2, kSj kA) > f {x). 

Es sei nun x so groB, daB fix) > 1 und es sei (4) er-
fíillt; dann ist entweder 

Max kj>VJ(x)o(}ev . Max jC) < ; 
j =z 1, 2, 3, 4 ; = I. 2. 3. 4 

im letzteren Fall ist also nach (5) 

Max hJ>fix)1 also Max y 1 > V f ( x ) ; 
/= 1,2.3.4 7 -1 .2 .3 ,4/0 

dann sind aber nach (4) alle Quotienten — 1,2,3,4) gros-ICj 

ser als8) cSfix), mindestens fiir x > c; also ist umsomehr 
hj > cíf(x). Also: fiir x > c folsrt aus (4) entweder 

(6) Max M* k2, A-®. A-4) >\f(x) 
oder 

(7) Min /?3, *4) >c\lf(x). 

im Rest dieses Paragraphen sei stets x > l. Eine Zahl 

~ nenne ich eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt, wenn 

6) Mit c bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, welche 
nur von «„ a„ a, und von der Wahl der Funktion / (ar) abhtingen 
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h^O, 0 < ferrí V a?, (h, = Ein tur allemal bemerke ieh: 

wenn ich einen Bruch ^aufschreibe und ihn eine Fareyzahl 

oder einen Fareypunkt nenne, verstehe ich darunter, dali 
der Brach schon in seiner reduzierten Gestalt aufgeschrieben 
ist, d. h. daB h^ 0, 0 < k ^ V x , (h, k)— 1. Zwei Fareypunkte 
(und ebenso spater zwei Medianten) nenne ich benachbart, 
wenn zwischen ihnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante) 

liegt. Dabei bezeichne ich als Medianten alle Zahlen — 
lc + lc 

h Ji li 
w o - » - zwei benachbarte Fareypunkte sind. Wenn - ein Fa-

k k k 
reypunkt mit h> 0 ist, so sei 8/,,* dasjenige linksseitig abge-
schlossene, rechtsseitig offene Intervall, welches den Punkt 
h ̂enthált und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten 

hat. Wenn I = (a,b) ein Intervall ist und ó > 0, so bedeute 
ó l das Intervall <da, <5 6). 

Die kleinste Mediante ist ® " t * , < -i-.. Wenn also bei 
1 f \.Vx] Va 
h 

festem j(j = 1,2, 3 ,4) die Zahl -ý alle Fareypunkte mit h>0 

durchláuft, so iiberdeckt die Vereinigungsmenge der Inter-
valle— k sicher das ganze Intervall / - ^ r + also um-

\(j \x } 

somehr |da ^4>^|auch das Intervall + Bekannt-

lich ist / h & h x. \ 

wo 4r<»< 1 , 4 -2 ... 2 

Zur Abschátzung von N werden wir folgenden Hilfs-
satz oft brauchen: 

Hilf ssatz 7. Es seis = — + ti, rvo t in — at liegt, X f(j 
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x > c; dann ist. 

(9) c - y < t < c - T , li IC 

(10) Z(tt,s)< 7-
K F I / J 

Beweis: Nach (8) ist 

| ř _ ? ř i A 
c(j k < k°vr 

woraus (wegen h>l) die Formel (9) folgt. Nach Mw l, S 
72, Zeile 9. ist 

I »(«/*)|< i 

(lieselbe Abschátzung gilt aber aueh fiir | V-^-l denn (man 
I T UJ S I 

beachte (8), (9) und I c ^ J x ) 

~ > jjflřx = cix > cVk > cV-f-

Uj 

> , . y | > ( . j y i 

Daraus folgt aber (10). 
1 2;i m 

Folgerungen. Es sei .<? = — h 11, j? > ; wenn / in — B* * 

i egt, so ist nach (10) 
(11) Z(ajs)<c\ll-. 

f k 
1 Weiter : wenn = f ti, a? > t so ist 
# yx 

(12) Z < cíx 

(denn t liegt dann in einem der Intervalle — /,*). í(J i 
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Wenn t eine Zahl des Intervalls A t < x ist, so gibt 
\x 

es zu jedem j (.7 = 1, 2, 3, 4) aenau ein Paar von ganzen 
Zahlen 

2 7 ^ 
so dass der Punkt t im Intervall —vhj, k, liegt. Selbstver-

«j 
stándlich ist 

(13) In > 0, 0 < kj < : (//>, k,) = 1 (7=1 , 2, 3,4). 
Wenn umgekehrt acht ganze Zahlen Z/*, /i2, Jh> /i4, k\, k2, 

As, gegeben sind, die (13) erfiillen, so sei 
M(h; k) = M (hi, h2. h3, //4; k2J^kA) (lie Menge aller č des 

Intervalls - I - f i i r welehe gilt 

/*;(/) = /*„ kj(t) = k, í/= 1,2,3,4); 

d . h . M (h;k) ist der Purchschnitt der fiinť lntervalle 

- i * ( 7 = 1,2,3,4). 
\V x I "i 

Jede Menge M ( h ; k ) ist entweder leer oder ein halboffenes 
Intervall; auf jeder endlichen ř-Strecke liegen hochstens 
endlich viele Mengen M(h;k); je zwei Mengen M(h;k) siná 
punktfremd; die Vereinigungsmenge aller Mengen M (h; k) 
(fiir alle zulassigen Werte von hi, h* . . . k4) ist genau das 

I n t e r v a l l 
< é

+

4 

A . Wenn nun eine Zalil t> — in der Menge Af (h, k) liegt, 
\x 

2 ;r so liegt sie im Intervall —• /<:;( /= 1,2,3,4); also ist nach (8) ((j 

«j M A A 
kjVx v v 

woraus 
2tt Jty 2/ř hi 
rej kj ((1 k 1 

^ 2 A 
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folgt; wenn x > c, so muss also entweder (6) oder (7) gelten. 
Mit anderen Worten: 

H ilf ssatz 2. Wenn x > c and wenn die Menge M (/&i, 
h2y /i3, hi; kiy Jc2, ks, ki) nieht leer ist, so gilt entweder (6) oder (7). 

Wir sehreiben nun N in der Form einer unendlichen 
Reihe 

(14) A ' = 5 £ J J • dtdť 
M(h;k) M(h'.k') 

(der Integrand bleibt derselbe wie in N). Wenn irgendein 
Glied dieser Reihe von Null verschieden sein soli, so darf 
weder die zugehorige Menge M (h; k) noeh die zugehórige 
Menge M(h';k') leer sein; also muss nach Hilfssatz 2. (es 
sei nun stets x > c) entweder 

(15) Max (kx. k2, k,h kA% k\, k'3, k\) > \rf(x) 
oder 

(16) Min (hi,h2y hz, h4, Ji i, h'2> /&'3, h'4) > c Vf(x) sein. Wir 
bezeiehnen mit Ni (bzw. mit N2) die Šumme derjenigen 
Glieder der Reihe in (14), fiir welche (15) [bzw. (16)] gilt; 
dann ist also 

N<NX + N2 

und es geniigt, 
(17) A î== o N2 = O(X*) 

zu beweisen. 
Wir greifen nun ein Glied der Reihe Ni heraus und schát-

zen es folgendermassen ab fwobei wir (11), (12), (15) und den 
Satz vom arithmetischen und geometrischen Mittel benutzen]: 

( f ÍIZ(<X,S)Z(<XÍS') 

/ / M \átdť 

r r * '/. v. 
x!> / / TI Z Uc,s) Z 

/ I 71 r-dťdť 



tJber die Miltelwortsatze der Gittcrpuiiktlelire. 11 

»/. 4 
/ Z%ti$)7Áuhs') 

'C-^-Zj I I íLiaiZL? -(lt<u>. 

Daher ist (man beachte, dass a l l e Mengen M(h;k) uber-

haupt genau das Interval! t > — sehlicht iiberdecken) 
v r 

dťdť. 

X X 

4 C C 
x V I I Z>«j.s)Z(c/*') 

0 c~rKT~ & I / 71 T 
f i * ) ' - ' M - M - l y + u - n ) 

i * r i 
Nim wissen wir, dass die Vcreiniguugstnenge der Intervalle 

— k das ganze Intervall iiberdeckt; um also die 
f<j ""\x 

gewiinschte Abschátzung (17) fiir ATi zu beweisen, geniigt es, 
die Abschátzung 

( 1 8 ) S L I z U * ) Z ( « J j O d ť a a 0 t e . , . ) 

2^(8,; , ' /(r-1,2,3,4) 
U) 

nachzuweiseu. 
Ebenso greifen wir ein Glied der Reihe N* heraus [wo 

also (16) gilt] und schátzen es folgendermassen ab :7) 

/ 4 
nZ(<cjS)7AajS') 

> _ 1 dídť 

M(h;k) M (li 

£ / / Z(ais)z\a)lj') -d/dř' 

') Der letzte Teil der folgenden Ung-leichungen ist eigeotlich 
uberflussig; wir macben diesen Schritt nur, um bei beideu Summen 

7 
(18), (19) denselben Exponenten y zu bekoinmen. 
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| / mť 
Betrnchten wir nun, dass die Menge M (hl9.., Ju; ..,/»• im 

Intervall — liegt und dass in N2 nur fílieder mit ((j 
hj> c^x auftreten, und endlich dass entsprechendes auch fiir 
M W\ k') gilt, so sehen wir, dass es zum Beweisder zweiten 
Formel (17) geniigt, wenn wir die Abschatzung 

d9) S í í z t T f - ^ d ť 
J J l.s-l I.9'|. (~ + \t-ť\) 

h>ď[(x) 2 
/«'> <•]!(*) * * k - o (x1') (;=--1,2,3,4> 

beweisen. 

Wir setzen nun (bei gegebenem x und j ) 

/.(*, k,h', k') = min Í - T i _ ? r ) , 

wo min|f— ť\ die untere Orenze von (t—ť) bedeutet, wenn 

t das Intervall — BA,* und ť das Intervall— 9A',*' durch-
(tj (Xj 

liiuft; min bedeute x. Nach dem Hilfssatz 1. ist íilso 

7, u zmz («,*') 
J +\t—ťi) J toj Z-Tm \ # I *>A, * 

<(j (Xj 

cHKhfťJclj^r ' d t 

K J ^ + 
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3/ž i Á K h h \ k') L , f . 4 r , 2/1 li H \ 
-- ex , . , ,3/ — I S u b s t i t u t i o i i t j- — — I . 

h h k u k 4 \ (<) k x I 

Wir setzen noeh 1'iir tr > 1 

wobei liber alle ganzen h, k, //', k' suimniert wird, welche 
den Bedingungen 

0 < k < : V x , h > w , (/«, k) = 1 . 0 < k ' ^ \ f x j ť > /<;,(///, A - 1 • k / > k 

geniigeti. Um (18) und (19) zu beweisen, geniigt es offenbar, 
die beiden Abschátzungen 

(20) 6 T (1) — 0(x), S(CVJW)) - O(J:) 

nachzuweisen (die Einschránkung k'>k ist aus Symmetrie-
grtinden unschádlich). 

Wir sehreiben nun 
(21) S(w) = S1(w) + S2(ic), 

h li wo in Si (w) alle Glieder mit -j = —7, in 82(10) alle ubrigen 
A* /c 

Glieder von S(w) zusanimengefasst sind. Die Abschátzung 
Ji h' von Si(tv) ist sehr leicht: aus~r = -77 folgt h=h'9 k = & \ H IC 

also ist wegen /.(//, k, h\ /»•/) ^ x 

l i \ _ 
<><k^\ .r h " 

also 
(22) iS\(l ) = 0 ( á c ) , Sx(cVf(x)) = o(x). 

Die Abschátzung von S* (w) ist schwieriger, ich brauche 
sie aber nieht durchzufiihren; denn in Mw I habe ich schon 
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alles notwendige ausgefiihrt. Dort wurde námlicli (S. 77) mit 
S2 folgende Šumme bezeichnet: 

Sk(h, k, h\ k') 
krl2~J h k"l2-'V ' 

mit den Summationsbedingnngen 
( X k <Vx, h > 1, (K k) - 1, 0 < Jc r^ V'x, h! > 1, (h\ /,;')-1, k' > k 

A 
k^ k'; 

fiir diese Šumme wurde dann auf S. 77—b() eine Absehát-
zung gegeben, wobei damals in den Resultaten nur die Fálle 
r=2,3,4 beachtet wurden; diese Absehátzung (S. 77, Zeile 
4. v. u. bis S. 80, Zeile 10. v. u.) lásst sieh aber Wort fiir 

7 
Wort auch fiir r- — durchfiihren und ergibt 

S 2 0 ( x u log2*); 
7 

fiir r= — ist aber dieses S2 offenbar mit dem heutigen S2 (1) 
u 

identisch, also ist 
(23) S 2 ( l ) - 0 ( z - l o g 2 x ) -o(x)9 

also umsomehr 
(24) S2(cVf(x))--o(x). 
Aus (21), (22), (23), (24) folgt aber (20), w. z. b. w. 

§ 3. Beweis des Satzes 2. 

Es sei r ganz, r >4 . Die Funktion q> (x) sei definiert, 
stetig und abnehmend fiir x>0 und es sei (p (x)-+Q fiir 
x->oo. Es sei £>(x) die zu <p(x) inverse Funktion; also ist 
o (x) fiir 0< x^:q)(0) abnehmend und stetig, ^(g>(0)) = 0 , 

o(x) ->*> fiir x ->0 . Endlich sei ip (x) -- o a'so ist 

fiir x > —TTT- positiv, stetig und wachsend, i/.i(x)->oc fiir (p vU; 
. r f i i r x^-^-j^y gilt weiter <jj(xp(x))=(p^Q 

wáhlen nun eine i r r a t i o n a l e Zahl « > 1 , die folgende Eigen-
schaft besitzt: 

(o;)) x 
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Es gibt eine Folge von Paaren ganzer Zahlen 
lh> <7i; />2,<72; •. • ; Pn, • • •» so dass 

;>#» > 0, q„ > qn~+ x fiir v x , 
q-AUJ 

(25) JJlL qn 
1 M) 

H<7«2 i/J (qr«) ' 

Wir betrachten nun die Form 
/• / 

Q(U) - S + 2 

i ~ i 

und wir werden zeigen, dass 
X 

(26) J | PQÍ//) I <1// -il (ir :!<f {.i)); O 

damit wird der Satz 2. bewiesen sein. 

Es sei n eine beliebig gewáhlte natiirliche Zahl, jedoclt 
so gross, dass qn 1/' (qn) > 1; / sei ganz, 

(27) <qni!'(qn)— l. 
Wir betrachten i in r-dirnensionalen ( Jartesischen Raum der 
Punkte fvii, ?>e2,..., Ur] den Bereich 

(28) qn qn 

d. h. den Bereich, der zwischen den Ellipsoidhyperfláchen' 
/ + 11 I -f 2l Q(n) — und Q(u) •• - — liegt. Wir selzen noch qn qn 

r 1 
Qn (w)-=E u,2+—Ur2; i-1 qn 

fiir die Punkte des Bereiches (28) ist nach (25), (27), (2S> 
(man beachte, dass aus folgl n 2 ^ Q { u ) ) 

Ur2 ^ Q(u) \Qn(v)-Q(u)\: 3qn2i!'(qn) SqntíAqn) 

8) Die Existenz solcher Zahlen u ist klar. 
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l+l K 1 
3 qftyiqn) 3 qn 9 

also 

(29) —<Qn(u)<1—. 
qn qn 

Fiir jeden Gitterpunkt h/i,vf2, • •.,í/rl ist Qn{u) offenbar ein 

ganzzahliges Vielfaches von — ; also folgt aus (29): im Be-
qn 

reich (28) liegen keine Gitterpunkte; die Funktion 

AQ(x)=--Ilxrí2 + rQ(x) 

ist also konstant fiir ^ x ^ : -; fiir diese Werte von 
qn ' qn 

x ist also 
r „ f - < < . j - „ t ± r - \ 

d;í; 2 2 \qj 

Diejenigen Punkte des íntervalls ( -- \ — — — ) f in wel-
\ qn qn f 

chcn I nx) I 12 qn 2 \qnl 

ist, fiillen dalier hóchstens ein Intervall auš, dessen Lauge 

ns gh hóchstens gleich ist. Daher ist 
6 f /n 

9n 

J | V ( y ) i d . 7 7 T — -5- / / ( — r 

rp(vn) 
r t i v r!2 -1 

J I Piy)! tyhAjrll—i^rr l 
144 qn '>^<7nl/'(?nW 

Daraus folgt aber 
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\pf<ln) 

J I P(y) 1 dt/ 
lim inf ? . f/n>o. 

w== * (riqu)Y13 

d. h. (man beachte — = y UpU/n))) 
qn 

l l[(9n) 

J I nu) i d// 
lim inf > O, 

(Mqn))rl2y(i!>(qn)) 

woraus wegen i/;(</*)-•<» die Abschát/zung (26) folgt. 
Praha, den 16. Februar 1931. 

Résumé. 

Sur les valeurs moyennes dans la théoríe des points a coor-
données entier es. 

Par V o j t ě c h J a r n í k. 

Dans deux mémoires (tíber die Mittelwertsátze der 
Gitterpunktlehre, Mathemat. Zeitschrift 33 (1931), p. 6 2 - 8 4 
et 85—97), j'ai considéré les valeurs moyennes 

X I x 

H(x) = y f | r(;/./) I dv, ( / / ) 
o \ o 

ici, nous démontrons deux thooivmes nouveaux, concernant 
rétude — a Taide de ces valeurs moyennes — des »ellii>soí-
des incommensurables«. 


		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:02:57+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




