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XX.

Uber die Mittelwertsitze der Gitterpunktlehre.

Von VOJTECH JARNIK.

(Vorgelegt am 4. Miirz 1931.)

§ 1. Einleitung.

Im Kolgenden sei stets r ganz, r= 4. Ich betrachte in
dieser Abhandlung ausschliefilich positiv definite quadrati-
sche Formen der Gestalt

Q(w) = ) wjuiz (¢, >0),

=

!

die ich »Quadratformen« nennen mdachte. Kine solche Qua-

dratform inige rational heillen, wenn alle «, ganzzahlige

Vielfache einer und derselben Zahl sind; sonst mige @ (u)

irrational beiflen. Das Volumen des Ellipsoids Q(u) " x,

wo x — wie stets im Folgenden — eine positive Zahl ist, ist
r

gleich Ha2Z, wo

r

2
V(ll(lz u_r I (%-{-l)
Es sei A(x)—= Aq(x) die Anzahl der Gitterpunkte im

abgeschlossenen Ellipsoid @(u) = x. Wir definieren noch den
»@itterrest« P(x) = Pq(x) durch die Gleichung

H=

Alx) = llas? + P(x).

Uber die GroBenordnung von P(z) sind mehrere Re-
sultate bekannt; ich fiihre nur folgende Krgebnisse an:
Fiir r=5 gilt fiir jede rationale Form

1) P(a)= O(xE Y,
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P(x) =Qxz
und fiir jede irrationale Quadratform (ebenfalls fiir » = 5)
r 1)
(2) Px)=o(sz 1),
Es ist weiter bekannt, daB fiir r—=4 die Formeln (1),
(2) nicht mehr richtig sind [wenigstens fiir einige Formen
Q).
Wenn man aber statt der IFunktion P(r) die beiden fol-
genden Mittelbildungen heranzieht: »

RS

R(x) = Ro(x) :% /.l Po(y) | dy,
1
1) = Tol)= (L[ Ptaty) d.«/) :
.’E.o

kann man Resultate erreichen, die auch noeh fiir r=:4
gelten. In Mw I habe ich néimlich u. a. bewiesen:
fiir »>4 und fiir alle rationalen Quadratformen ist

r

—_—

R@) =0T, R)=0(T);

Ha)= O('E l) , T(z) :!Z(.L‘—-’tw_l).

Und in dieser Abhandlung will ich auch ein Analogon
der Formel (2) beweisen:

Satz1. Wenn r==4 und wenn die Quadratform Q(u}
irrational ist, <o st

(3) R(x) = o@? ™Y, T(x) =0T ™).

Satz 2. Die Abschitzungen des Satzes 1. sind scharf ;
mit anderen Worten:

1 Und diese Abschéitzung liif3t sich nicht weiter verschiirfen.

?) Iech habe diese Mittelwerte in den Abhandlungen »Uber die
Mittelwertsiitze der Gitterpunktlebre«, Mathematische Zeitsehrift
33(1931), S. 62—84 und S. 85 — 97 (Zweite Abhandlung) untersucht;
ich zitiere weiter diese Abhandlugen mit MwI und MwIl. Eine
(bersicht der iilteren Resultate findet man in Mw I oder noch besser
bei A. Walfisz, Uber einige neuere Ergebnisse der Gitterpunktlehre
Prace matematycznofizyezne, Tom 86, Zeszyt 2 (1928—9).
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s sel r== 4, r ganz. Es sei @(x) eine fiir x =0 positive
Funktion, die fiir x— ® gegen Null strebt; dann it sich
eine irrationale Quadratform

r
W 2
Q) = RERTRN («¢;>0)
!
finden, fiir welche gilt

’

'y (2), T(x)=Qx2 ).

r

R(x) =02

Zu diesen Siitzen mochte ich noch folgendes bemerken:
1) Es ist (Sehwarzsche Ungleichung)

r &r r I
.-\—;l_l. ) /l‘ ' /. )2 -2._1', .
R(ry = z. | P(y) | dy > (/ (l_l/. Piy)dy | =T(x);

0 4 0

also geniigt es, die o -Behauptungen fiir T(z), die £ - Behaup-
tungen fiir R(z) nachzuweisen.
2) Fiir »=25 und fiir irrationale Quadratformen gilt

(2), also umsomehr (3). Um den Satz 1. zu beweisen, geniigt
es also zu zeigen: Wenn

4

5

(}(u) _= }_‘ o« Ui () > 0)

|

eine irrationale Quadratform ist, so ist

v

/ Py) dy = o(z?) .

0

3) Tm Wortlaut des Satzes 2. kann man offenbar die
Funktion ¢(x) als stetig und abnehmend annehmen.

Wir werden nun die Sétze 1. und 2. unter Beriick-
sichtigung der eben gemachten Bemerkungen beweisen. Die
Schwierigkeit liegt im Beweis des Satzes 1; die betreffende
Methode ist eine Kombination der Methoden folgender Ab.
handlungen: Mw [; V. Jaraik, Uber Gitterpunkte in mehr.
dimensionalen Ellipsoiden, 2. Abhandlung, Mathematische
Annalen 101 (1929), S. 136 —146; V. Jarnik und A. Walfisz,
Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Fllipsoiden, Mathe-
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matische Zeitschrift 32 (1930), S. 152 —160. Wegen Raumer.
sparnis berufe ich mich im FKolgenden oft auf die ent-
sprechenden Stellen in Mw I.

§ 2. Beweis des Satzes 1.

Iis sei
N
Q(u)= L wj 1 (e; >0)

j=1

eine irrationale Form; wir sollen die Abschiitzung
x
/ P (y) dy = 0 (2®)
.0

beweisen. Der Anfang des Beweises verlduft wortlich so wie
der Aufang des §3 in Mw I, so daB ich diesen Anfang
nicht zu wiederholen brauche. Dort wurde néimlich folgendes
bewiesen (sogar fiir jedes ganze r~— 2 und fiir beliebige ——
auch rationale — Quadratformen):3)

Wenn wir irgeudeine O — oder o — Abschidtzung [fiir
z.

/ g (y) dy beweisen wollen, geniigt es, dieselbe Abschiitzung
.D

fiir die folgenden drei Integrale nachzuweisen:

24 24 4 x 4
_ VE 7S TE . e
I\:/dt /...(lt';L:/ dt ...dt’:/ (lt/...rlt':
.o ‘o ‘o .2.1 24 “o
= 7=
» x
M= / dt / dt’
4 4
s Vaz

Der Integrand in diesen Integralen ist

3) Man lese dort die 8. 68, 69, und die erste Hiilfte der S. 70
nach, dann noch die letzten 3 Zeilen auf S. 72 und die S. 73.
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I
r P r
. a2 a2
I & 8) = ——————— || I O(48) —————
j=1 — Y e " Yy
| V(q...(u S~ \al...u,.\" l

(L.
sl 1e ] (F+ 12— 1)

und die auftretenden Zeichen haben folgenden Sinn:

2, 1 I
R S ). .
A= max = is=—-H,"=—-FFi,t reell);
1 <j<ir (G r xS
& .
(.) (,k’) — Z Id n k:
[AREE

die vorkommenden Quadratwurzeln sind mit positivem Real-
teil zu nehmen. Nun wurden in Mw 1%) die lntegrale K und
IL bereits hinreichend scharf abgeschiitzt; die damaligen Resul-
tate heien niimlich (fiir »r=4 spezialisiert)

KN=0 (w' | 7104/:)—()(1 [nq\)“n(L’)

r 1 H
L=0(rz*t Tlogx)= 0 (x % logx) =0 (2%;

es geniigt also, noch
M=o0(z%
71 zeigen.
Zu diesem Zweck setzen wir

Z(.e):-lf-')(s)lJrl \/:‘

4

x x
/ / II Z(j8) 7 («;8) 5)
‘ dt dt' .

“~—‘Is|| S+ 1 1)

VzV sz

der Integrand in N ist offenbar nicht kleiner als der Inte-
grand in M; also geniigt es,

1) S 74—75.
) s wiire nicht schwierig, die Konvergenz dieses Inlegrals
zu beweisen; sie folgt aber nachher von selbst.
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=o (2?)
zu beweisen. A
Zu diesem Zweck wollen wir die Irrationalitiit der Form
@ auf folgende Weise heranziehen: Da miudestens eine von

«@ (¢4 . . . N . ..
den Zahlen 2> =% =% jrrational ist, so gibt es eine fiir z >0
({31 a1 (141

definierte und positive Funktion f(z) mit
Ii_l__n flx) =+ o,
so daB aus
I hj ganz, kj ganz, h, > 0, k; > 0,

(4) 2w 24, [
| k] (t] kl [(3} v ( 2 —; 4)
folgt
5) Max (hy. ho, by, ha; ko, ke, ks, ke) > f ().

Es sei nun x so groB, daB f(z) >1 und es sei (4) er-
fiillt; dann ist entweder

Max; ki >Vf(x) oder 1\;["’( k= Vf (2) 3

F=1 1=1.2.3. 4
im letzteren Fall ist also nach (5)

hj -
h, > als M <L >V ;
7'=l¥l.g.x:z.4 » > F (@), also je= 1o 4 K Vf ()

dann sind aber nach (4) alle Quotieuten i (.= 1,2,3,4) griss-
]

ser als®) ¢ Vf (z), mindestens fiir x> ¢; also ist umsomehr

h, > cVf(z). Also: fiir z > ¢ folgt aus (4) entweder

(6) Max (ky. koo ks ke) > VF(z)
oder -
(7) Min (hy, hs, hs, k) > ¢ VF (@).

Im Rest dieses Paragraphen sei stets z >> 1. Kine Zahl

h . . y .
7. Denne ich eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt, wenn
v

%) Mit ¢ bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, welche
nur von a,, «,, «;, a, und von der Wahl der Funktion f (x) abhiingen.
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h20, 0 < kZ\Vz, (b A)—l Ein fiir allemal bemerke ich:

wenn ich einen Bruch kaufschrelbe und ihn eine [Fareyzahl

oder einen FKareypunkt nenne, verstehe ich darunter, daB
der Bruch schon in seiner reduzierten (iestalt aufgeschrieben
ist, d. h. daB h=20,0 <k =V, (h k)=1.%wei Fareypunkte
(und ebenso spiiter zwei Medianten) nenne ich benachbart,
wenn zwischen ihnen kein Kareypunkt (bzw. keine Mediante)

liegt. Dabei bezeichne ich als Medianten alle Zahlen ;Lii;
e+ e
h . . h .
wo—.= zwei benachbarte Fareypunkte sind. Wenn — ein Fa-

reypunkt mit k>0 ist, so sei 85+ dasjenige linksseitig abge-
schlossene, rechtsseitig offene Intervall, welches den Punkt

-’,éenthéilt und zu Endpunkten zwei benachbarte Medianten

hat. Wenn I =<(a,b) ein Iatervall ist und § >0, so bedeute
é T das Intervall ¢ a, 0 D).
0+1 l

Die kleinste Mediante ist . Wenn also bei

T+ Val

% alle Farevpuonkte mit >0

durchlduft, so iiberdeckt die Vereinigungsmenge der Inter-

festem j(7=1,2,3,4) die Zahl

valle— 8, « sicher das ganze Intervall {——, + 30) also um-
«j [47] VJJ

somehr (da Agﬂ) auch das Intervall <—_,'+w). Bekannt-
aj Vx
lich ist

@I @I ’
@®) B1 s h h

kO k kVal

wo T;/j@'ﬁl,—é—ﬂ@"fl.

Zur Abschitzung von N werden wir folgenden Hilfs-
satz oft brauchen:

. " . ) . .2 .
Hilfssatz 1. Es seis=— +1ti, wo t m—(—:? B, liegt,
’
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x >>c; dann ist.

h h
9) T <t<07,

(10) Z (u59) < 1
Vk [ 1 2 h\?
Vo + (=)

(7]

¢

Beweis: Nach (8) ist
2. h | C
& ==
lt a k| LVz’

woraus (wegen 1) die Formel (9) folgt. Nach Mw I, S
12, Zeile 9. ist

C

l O (¢; ») I << 1
Vi y/1 2 b \?
o
dieselbe Abschiitzung gilt aber auch fiir ! V dd l denn (man
B I Tejsh
beachte (8), (9) und ==V z)
1 [ — (- — Tk
3 __>ﬁykzx=cl’.r>cvk>cv-2—'
\"kv_l+(t_.2_”_,§.)2 "
x? « k

V|

> (:\/JT >
Daraus folgt aber (10).

. 1 . . 2u
Folgerungen. Es sei s = 7+ ti,x>c; wenn t in = By

i egt, so ist nach (10)

(11) 7 (a59) < c\/f";_
. 1 . A .
Weiter : wenn s=—=-4 i, x>¢, t=-=, so ist
T V:r
(12) 7Z (ajs) < CV;

(denn ¢ liegt dann in einem der Intervalle%—" /,k).
7
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. A . .
Wenn t eine Zahl des Intervalls r/ t < o ist, so gibt
x

es zu jedem j (=1, 2,3, 4) c¢enau ein Paar von ganzen

Zahlen
hi= hy(t), k =k (1,

2 .
so dass der Punkt #im Intervall == 85, liegt. Selbstver-
«j

standlich ist
(13) hi>0,0< k=N, h, ) =1(j=1,2,3,4).

Wenn umgekehrt acht ganze Zahlen 7y, hy, ha, hg, I, ko,
ks, ks gegeben sind, die (13) erfiillen, so sei
M(h; ) = M (hy, ho. ha, Iy Ky, ks, ks, ka) die Menge aller ¢ des

Intervalls <—\i_, -+ I). fiir welche gilt
L

hi(t) = hj, ki(t) =k, (j=1,2,3,4);

d.h. M (h; k) ist der Durchschnitt der fiinf Intervalle
)
<—‘i_,4— .’f.). :—' !‘h/‘.kj (/ = l, 2, 3,4).
V:[ (3]

Jede Menge M (h; k) ist entweder leer oder ein halboffenes
Intervall; auf jeder endlichen ¢-Strecke liegen hochstens
endlich viele Mengen M (h; k); je zwei Mengen M (h; k) sind
punktfremd; die Vereinigungsmenge aller Mengen M (h; k)
(fiir alle zulissigen Werte von Iy, ke, ... ky) ist genaun das

Intervall <l;_i’ + w)
T

Wenu nun eine Zahl t>_‘i_ in der Menge M (h, k) liegt,
T

9.
so liegt sie im Intervall ?{ Bhi k;(j=1,2,3,4); also ist nach (8)
G
_ 2 &‘ ~ 4 -4
wj ki~ ki Ve Vo
woraus
2 hi 2 hy

(7} ’i'-; o« l.'l

_ 24
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folgt; wenn x > ¢, so muss also entweder (6) oder (7) gelten.
Mit anderen Worten:

Hilfssatz 2. Wenn x> ¢ und wenn die Menge M (hy,
hay b3, ha; ky, Fea, k3, kg) nicht leer ist, so gilt entweder (6) oder (7).

Wir schreiben nun N in der Form einer unendlichen
Reihe . ) i
w  y=% X [ .. awr
sy h'l,..,h"‘ M(hk) MWK)
Kook k' 1ok’
(der Integrand bleibt derselbe wie in N). Wenn irgendein
Flied dieser Reihe von Null verschieden sein soll, so darf
weder die zugehirige Menge M (h; k) noch die zugehorige
Menge M (h'; k') leer sein; also muss nach Hilfssatz 2. (es
sei nun stets z > ¢) entweder

(15)  Max (hy. ko kg, kay K1, Ko k50 ') > V()
oder

(16) Min (kg he, ks, ha by, B, B's, b)) > cVf(z) sein. Wir
bezeichnen mit N; (bzw. mit N;) die Summe derjenigen
Glieder der Reihe in (14), fiir welche (15) [bzw. (16)] gilt;
dann ist also

NN+ N,

und es geniigt,

(17) Ni=1¢ (2, Na=0 (2%
zu beweisen.

Wir greifen nua ein (ilied der Reihe Ny heraus und schiit-
zen es folgendermassen ab [wobei wir (11),(12), (15) und den
Satz vom arithmetischen und geometrischen Mittel benutzen] :

4
‘III Z(;8) Z (a;S")
j=

1 dedt’
M(h:k) MK K') sl 1s |'(;+|t_t |)

I

— T

1Co7,

' 1 ’
f (.’B) ‘,‘1(""1‘,) -".;h'/'kl) lsl -IS I- (—‘; + It_t l)

. 4 Tis 7is
s I Z (¢;8) Z(a$)
i=1 dtdt’
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[ f &(a,s)/(w” dedr.
5.1 4'“_”)

I
f ("’) M(h,l.) MKk

Daher ist (man beachte, dass alle Menwen M (h; k) iiber-

haupt genau das TIntervall #2 f4 schlicht iiberdecken)

\ir
4
0~ N,— .,“ 2[ [ /‘“’51)7(“’“) dedr’,
o™ sl (S e-r)
Vo ¥V

Nun wissen wir, dass die Vereinignngsmenge der Intervalle
2 N .

=8, das ganze Intervall t> -= iiberdeckt; um also die
7 T

gewiinschte Abschiitzuog (17) fiir N, zu beweisen, geniigt es,
die Abschédtzung

<
(18) Z f f 2 (e 2 dt'=0(a)
ke, bk bl |9| __H — tl)

2/! ”’ A __ﬂ ’ ; 1,2,3,4)

@

nachzuweisen.
Ebenso greifen wir ein Glied der Reihe N heraus [wo

also (16) gilt] und schiitzen es folgendermassen ab:?)

IIZ(«,S)7(a,S)
dide’
151, |e|(—+ ')

M (hik) M (K':k')

- f f é ((I)S)Z(a; S ) dt(]tl
Is]. |«| +|t—t’|)

M(hk) M(h';K')

7) Der letzte Teil der folgenden Ungleichungen ist eigentlich
iiberfliissig; wir machen diesen Schritt nur, um bei beiden Summen

(18), (19) denselben Exponenten —;— zu bekommen.
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4 e
/Cwl/,z [ _ 7(«,.5)/((1,.8) dtdr

jeed

M) mpwarey 1511871 (—‘Hf fl)

Betrachten wir nun, dass die Menge M (hy, .., ha; ko .., & im
2 . . . .

Intervall == %4, liegt und dass in N, nur (ilieder mit
«j i

I;> cVx auftreten, und endlich dass entsprechendes auch fiir

M (W'; k') gilt, so sehen wir, dass es zum Beweis der zweiten

FFormel (17) geniigt, wenn wir diec Abschiitzung

1/2 7/’
7 (;8)Z (ejs’) dedr
(19) g {1 ,
hl(h 5] I.sl.(—-—l—lt—tl)
. X
h )(V/(a Lig 2y,

> e\f(x) T,,' M o W = o(x'h) (§2:1,2,8,4)

heweisen.

Wir setzen nun (bei gegebenem z und j)

b 1Y =i L
iy B, ') = min (a:, min | t—F] ).

wo min|t—¢| die untere Grenze von (t—t) bedeutet, weno

25 2
t das Tntervall == %, % und ¢ das Intervall== %'’ durch-
uj «j

liiuft; min (a;, —]—) bedeute z. Nach dem Hilfssatz 1. ist also

0
) ’7/2 .-": ’
ACEYACT N
1 )
: lsl.ls'l.(———i—lt-—t’l)
5 o .
i!‘h,k e Y *
««j aj

lc I
o1k, by W\ 1) f - L T
k (12+ t——’h))

«;
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D
/ d¥
:/u l '_._‘2_1'--!1’_’_ 2\ /s
o k (7 +(f « I ))
l * du 2
= e i e “( /“(Tm'*/-)
AU NN _O;L_ﬁ)
=z ex ———" W (Substllutlmlf W )

Wir setzen noch fiir « > 1

S () = N B oy 10 )
Sw) = 2= g

wobei iiber alle ganzen R, k, ', k' summiert wird, welche
den Bedingungen
0< k= Ve, h=> w0, (h k)= 1.0 <<k Va, b o0, (W, k) ==1, k"> k
geniigen. Um (18) und (19) zu beweisen, geniigt es offenbar,
die beiden Abschiitzungen

(20) S(1) = O(x), S(cVFx)) == olx)
nachzuweisen (die IFinschriinkung £'> L ist aus Symmetric-
eriinden unschédlich).

Wir schreiben nun

(21) S () =8, 00) + Se (20),

wo in S, () alle Glieder mit i] == —l,:7, in S (w) alle iibrigen
Glieder von S§(w) zusammengefasst sind. Die Abschiitzung
von S (w) ist sehr leicht: (lllSZ——% folgt h= 10, k=1,

also ist wegen 7 (h, k1, k') " x

) O 1 o
Sy (w) " x }J )J W <c 7,

hm_>:_:w o<lk"7N\ ¥
also
(22) $1(1) = 0 (x). Sy(/f@) = o(x).
Die Abschitzung von s (w) ist schwieriger, ich brauche
sie aber nicht durchzufiihren; denn in Ww T habe ich schon
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alles notwendige ausgefiihrt. Dort wurde nimlich (8. 77) mit
; folgende Summe bezeichnet:
Alh, kW' k)
krit—=1 p kA

mit den Summationsbedicgnngen
0<kVg, k=1, (h k) =1,0< kK ZVa, I 21, (W k)=1, k' > I

h, bW
VRE
fiir diese Summe wurde dann auf S. 77—50 eine Abschiit-
zung gegeben, wobei damals in den Resultaten nur die Fiille
r=2,3,4 beachtet wurden; diese Abschiitzung (S. 77, Zeile
4. v. u. bis S. 80, Zeile 10. v. u.) lisst sich aber Wort fiir
Wort auch fiir 7=~ durchfiihren und ergibt
S, == O (x'* log® x);
fiir »r= % ist aber dieses S; offenbar mit dem heutigen S, (1)
identisch, also ist
(23) Sp(1)== 0 (z"*log?r) == o (x),
also umsomehr
(24) Sp (cVf(x)=0 (2).
Aus (21), (22), (28), (24) folgt aber (20), w. z. b. w.

0o

§ 3. Beweis des Satzes 2.

Es sei r ganz, » =.4. Die Funktion ¢ (z) sei definiert,
stetig und abnehmend fiir >0 und es sei ¢ (z)-0 fiir
12—, Es sei ¢(z) die zu ¢ (r) inverse Kunktion; also ist
o (r) fiir 0<27.¢(0) abnehmend und stetig, o(p(0)) =0,

o(z)>» fiir x—0. Endlich sei w(x):=¢ (—l;), also ist ¢ (x)
fiir £ > (10) poqmv, stetig und wachsend, vy (z) - fiir

r->0: fir 2= ——(0—) gilt weiter ¢ (y(x))= Ppie ( ))

wihlen pun eineirrationale Zahl « >1, die folgende }mgen-
schaft besitzt:
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Es gibt eine Folge von Paaren ganzer Zahlen
P Qs Pay Qe o oo 5 PuyQnse.oy SO dass

gn—> % fiir n-> o,

1
Pa > 0, n TN — B
P B )
_ 1 %)

[y 14 - l'l —_—_——
(25) | < T

(n

Wir betrachten nun die Form

o
Q) = 4;14,%- «u?

und wir werden zeigen, dass

r
.

(26) ;f | Palap) | diy =2 (472 ()

damit wird der Satz 2. bewiesen sein.

Fs sei n eine beliebig gewidhlte natiirliche Zahl, jedoclr
s0 gross, dass ¢V (qa) > 1; | sei ganz,

(27) 07I< 4[n',"((ln) — L
Wir betrachten iin r-dimensionalen (artesischen Raum der
Punkte [wuq, us, ..., -] den Bereich

29 LHb—quy~ b,
Un Un
d. h. den Bereich, der zwischen den FEllipsoidhyperfiiichen
Q) (n) = [‘Z‘/" und ) (u) - I—:——— liegt. Wir setzen noch

n

re-1

Qn (1) = z_| 14,2+ ——ur ;

fiir die Punkte des Bereiches (28) ist nach (25), (27), (28)
(man beachte, dass aus «>1 folgt w* @(u))

ur2 -~ Q(u)
IQn (’") —Q(u)l/ 3,,1‘2;'”((]”) ' 3(]1;2'_,’-'(Qn)

% Die Existenz solcher Zahlen « ist klar.
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1+1 1
<
3q*y (gn) 8qn’

also

(29) % < Qulu) < i+1

Un

Iiir jeden Gitterpunkt |y, ..., ur| ist @n(w) offenbar ein
ganzzahliges Vielfaches vonTll—; also folgt aus (29): im Be-
n

veich (28) liegen keine (iitterpunkte; die Funktion

Ag(x) = 2" 4 Po(x)

! ” A 2
ist also konstant fiir u “xz= H——/”'; fiir diese Werte von

(In (n
x ist also
d_[f(—_,l,-) _ —7 , ‘r/2 1 i _Z_ _l_ rf2 -1
d;’l} o 2 I = 2 Il((]n) ’
l + /3 [ 4 /‘!

Diejenigen Punkte des Intervalls ) in wel-

n

N 1
chen | Plz) | <12 P /I(q”)

ist, fiillen daher hochstens ein Intervall aus, dessen Liiuge

hochstens gleich 1 ist. Daher ist

6([n
1425
9n
1 . rl2 1
[ R v I
14 / 6an 12 ¢n & gn
n
Y(4n)
N 7/2 -1
[‘]’(U)l(]Jﬁm?”—,l,zﬁ Ll
(n o,{,}l<q,ﬂ!h(q“)-l

Daraus folgt aber



Uber die Mittelwertsiitze der Gitterpunktlehre. 17

‘l!{(‘]n)
/ | P(y) | dy
liminf °___ qn >0,
n=% ()"
d. h. (man beachte 711— = ¢ (Y(yn)))
ll:(qn)
I e 1ay
lim inf _° ~

N= W ((!f((/”))’lgqr(l/'((lrt)) -

woraus wegen (qu) > die Abschiitzung (26) folgt.
Praha, den 16. I'ebruar 1931.

Résumé.

Sur les valeurs moyennes dans la théorie des points a coor-
donndes enticres.

Par Vojtéeh Jarunik.

Dans deux mémoires (Uber die Mittelwertsdtze der
Gitterpunktlehre, Mathemat. Zeitschrift 33 (1931), p. 62—84
et 85—97), jai considéré les valeurs moyennes

o

x x
1 | A
R(x) = — / | P(y) | dy, T()=|— /1" (y) dy
g ‘-' X o.
ici, nous démontrons deux théorémes nouveaux, eoncernant
I’étude — a l'aide de ces valeurs moyvennes — des »ellipsoi-
des incommensurables«.
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