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Über die Menge der Punkte in welchen die Ableitung 
unendlich ist, 

von 

VojtÖch JAKNIK in Prag. 

Bezeichnungen. J5 bedeute im folgenden stets den eindimension-
alen cartesischen Kaum (d. h. die reelle Zahlengerade mit der übli-
chen Entfernungsdefinition). Das Wort „ Menge " bedeute stets eine 
Teilmenge von E; AdB bedeutet „ A ist Teilmenge von B " ; ceA 
bedeutet „x ist Element von A"; das L e b e s g u e s c h e Mass einer Menge 
A bezeichne ich mit ¡LA (wobei ich, wenn nötig, eckige Klammern 
benutze; z. B. bedeutet p[A(B + C)] das Lebesgxiesclie Mass von 
A(B + C). Die leero Mcngo bezeichne ich mit 0. Jede offene Menge 
A liisst sich auf genau eine Weise als Vereinigung von höchstens 
abzahlbar vielen paafwoiso fremden offenon Intervallen darstellen : 

A=It+I*+L+.... ; 
diese Darstellung will ich die ,, kanonische Darstellung von A " nen-
nen ; die In mögen „kanonische Intervalle von A" heissen. Wenn 
A offen, B offen, A<ZB} so ist offenbar jedes kanonische Intervall 
von A Teilmenge eines kanonischen Intervalls von JS. Eine Mcngo 
A soll „e ine Cr$-Mcnge" heissen, wenn sie sich als Durchschnitt 
einer Folge offener Mengen darstellen lässt: 

A=AIA2A% (AN offen). 
Mit (a, b) (wo a<b) bezeichne ich das (endliche oder unendliche) 
offene Intervall mit den Endpunkten af b. Alle im folgenden auf-
tretenden Zahlen und Funktionen sind reell. 

Es sei nun f(x) eine endliche reelle Funktion der reellen Verän-
derlichen x, die für alle reellen x definiert ist. Es sei M„ die Menge 
derjenigen x9 fü r welche f(x)—+oo is t ; bekanntlich i s t ( ! ) 

( 1 ) Vgl. Bt. Bau ach, Sur les ensembles de points oü la dirivee est infinie, 
CM. 173 (1921), S. 457-450. Ich benutze folgende Bezeichnungen : wird ^TL^Zß^L 

h) gesetzt, so definiere ich die vier Hauptderivierten folgendermassen : 
])+/($) = Y\Msup a>(.r,/0; 7)+/(#)== liminf 9(.r,/i); /i»0+ Ä-0+ 
D~f(z)-\im sup 9(ar,/t); /)-/(#)=1 im inf 

Haben alle vier Hauptderivierten denselben Wert» BO nenne ich diesen (endlichen 
oder unendlichen) Wert die Ableitung von f(x) (Zeichen: f'(x% 
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Es soi weiter MZ> die Meitge derjenigen xf fü r welche D+f(x)= 
+ 00 is t ; wenn f(x) in E stetig ist, so ist bekanntlich die Menge Mm 
eine C?a-Menge(1). Es gilt also folgender Satz : 

Satz 1« f(.v) sei stetig in E; für jedes x existiere die (endliehe 
oder unendliche) Ableitung f{x); dann ist Mao eine G^ Menge vom 
Mass Ntill. 

Und noch etwas allgemeiner: 
Satz 2. f(x) sei stetig in E; in jedem Punkt x, in welchem 

D+f(x)= +00 ist, sei +00. Dann ist M*> cine tí6-Menge vom 
Mass Null. 
(Denn aus den Voraussetzungen folgt M» = Mt.) 

In dieser kurzen Note will ich nun zeigen, dass die im Satz 2 
auftretende Menge M» tatsächlich jede G's-Mengc vom Mass Null 
sein kann, wenn man die Funktion f(x) geeignet wählt ; ich beweise 
nämlich folgenden (noch etwas mehr besagenden) 

Satz 3« Es sei M eine G&-Menge vorn Mass Null. Bann gibt 
es eine Funktion f(x), welche folgende Eigenschaften besitzt : 

1. f(x) ist stetig und monoton (nicht abnehmend) in E. 
& für xtM ist 00. 
3. für xe{E—M) sind alle vier Hauptderivierten von f(x) eiid-

UchC). 
Dem Beweis des Satzes 3. schicke ich folgenden Hilfssatz voraus : 
Hilfissatz. Es seien drei Mengen M, vi, C und eine Zahl v 

gegeben ; MciA, MCZG, A offen, C offen, fiM= 0, pC< 1, t)>0. Dann 
gibt es eine Menge B mit folgenden Eigenschaften: 

1. MdB, BCZA, BC.C, B ist offen. 
2. Ist (atb) ein beliebiges kanonisches Intervall von C, so ist 

( 1 ) Beweis: für ganzes t>0, h>0 sei Um die Menge derjenigen x, die folgende 
Eigenschaft haben: es gibt ein h mit 

% Ii 
aus der Stetigkeit von J(x) folgt, dass Utk offen ist; offenbar ist 

II CJlK: 
oo #,fc* 1 

Der Satz stammt von W. H. Young: On the infinite derivatives of a funetion of a 
single real variable, Arkiv för mat., astr. och fysik | (1903/4), S. 201-204. 

( 2 ) Ob auch im Satz 1 die Menge -V» jede GVMenge vom Mass Null sein kann, 
d.h. ob es zu jeder 0¿-Menge M vom Mass Null eine in E stetige Funktion/(¿r) gibt, 
für welche fix) für jedes x existiert und .Voo=Jf ist, weiss ich nicht. 
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(also pB^V*t*C<rf). 
3. Ist (cy d) ein beliebiges kanonisches Intervall von B und üf 

(a,b) dasjenige kanonische Intervall von Gf, für welches aSc<dgi> 
gilt, so ist 

„ „ ^ d—C , . (i —C c — a> , b—a>—-—. 
4 4 

Beweis: Es sei 
C=It+It+ 

die kanonische Darstellung von C, wo J n =(a n , bn). Wegen pM=0 ist 
E—M dicht in E. Man kann also für jedes /« zwei Folgen xitV) xVl9 

; yi|M, 3/2, so wählen, dass 

^ ^ ^ < + ( I i 7 - J f ) ; 

( 4 = 1 , 2 , 8 , . . . . ) . 
Dann ist also 

4 4 

4 4 

0 < Xktn — .Tfc+i>n < (&n — ö«) — ^T«) ^ ^ ^ C^+M ~~ a » ) • 

b n — > 6« — J/||M > — > ; 
4 4 

4 4 

lim^n—a,,, Iim2/M=6n. 
fc-oo l'-eo 

(1) 
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Wir bezeichnen mit Pn die Menge aller Punkte x*tn, 2/JM 1,2, 
3, • • • *) • 

P n = U*V» &2,n> ; 2/t,n, 2/«n, ]. 

Wegen /a[A/J»]==0 kann man eine offene Menge F« mit 

iT/nC Fn, pVn^VPln 
finden; dann ist 

WN = AVN(TN-PN) 

offenbar eine offene Menge mit 
MlnCl WN> WndA, ] K n C i . C C , II', ; 

ist weiter (c,d) ein kanonisches Intervall von Wn> so ist (c, <J)c(e,/), 
wo (c, /) mit einem von den Intervallen 

i/i,»), (a*+t,«, («/*,«> ( 4 = 2 , ) 
identisch ist. Nach (1) ist also 

4 4 4 4 
Setzen wir nun 

so besitzt die Menge B offenbar alle verlangten Eigenschaften. 
Beweis des Satzes 3. Es sei 

M=AUAT.AZ.... (AT offen, I>M=0). (2) 

Wir wählen eine Folge rju f/2, Vst mit 0<Vn<l> sodass die Reihe 
Vi+v*+Vs+ konvergiert. Dann bilden wir eine Folge von Mengen 
CJy C2f Os, , dio für jedes ganze Ä ^ l folgende Eigenschaften besitzt: 

1*) MdOkCZAk; 2*) Ck ist offen; 
3FC) /MOTSNT; 4FC) OUICFT; 

5*) Ist (a, b) ein beliebiges kanonisches Intervall von Ck9 so ist 

6*) Ist (c, d) ein beliebiges kanonisches Intervall von <7*+i und 
ist (a, 6) dasjenige kanonische Intervall von Ck, für welches a^c< 
d ^ b gilt, so ist 

4 4 
Die Existenz einer solchen Folge Ct, C2 ist leicht durch Induktion 

nachzuweisen: 
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Entens: Wir bilden eine offene Menge D mit MCD, pD^yt 

und setzen Ci~AtD; dann gilt 1*, 2*, 3* für Jfe=l. 
Zweitens: Es sei l ganz, 1^1 und es soien bereit« die Mongon 

Ch ft, .. • •, Ci definiert, so dass die Bedingungen 1*, 2V, 8* für I S f c S i , 
die Bedingungen 4*, 5* 6* für IgfcigJ—1 erfüllt sind. Dann wenden 
wir den Hilfssatz mit My AMy Gh Vt+\ statt M, Ay G, v an und bezeichnen 
mit Gi+i die durch den Hilfssatz gelieferte Menge Ii; dann gilt of-
fenbar l l+1) 2'+1) 3 l+l) 4l) 51) 6l), w. z. b. w. 

Wegen 1* und (2) ist 
. . . (3) 

Für ganzes k^l und reelles x setzon wir 

/ * < a 0 « > , « ) ] ; 

wegen ist die Funktion 

ik»l 

in E stetig und monoton (nicht abnehmend). 
Ich soll noch beweisen: 
I. Für xeM ist f'(x) = +oo. 

II. Für xz(E~M) sind alle vier Hauptderivierten von f{x) 
endlich. 

Beweis von I. Es sei xz M; es sei n ganz, n^ 1. Es ist 
XZÖTOZ GN; also gibt es ein 8>0, sodass für alle |M<S auch 
(x+h)sCtG*... .0» g i l t F ü r Oc | / i |<8, l ^ J f c ^ ist also 

h ±9 

also 

w.z .b .w . 
h 

Beweis von IL Es sei xt(E-M); wegen (3) gibt es also eine 
ganze Zahl p^ 1, sodass xz(E —Cp). Ich behaupte n u n : für jedes 
A>0 und jedes ganze k>p ist 

<5vk+h (4) 
h 

Es sei also h>0, k ganz, k>p. Ich führe eine Zahl 7t'= 
hf (r, hy k) folgendermassen ein : 

1. AVenn {x+h)z(E—Cd> so sei li'—h. 
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2. Wenn (x-bh)tCki so gibt es ein kanonisches Intervall (c9 d) 
von Cfc, so dass c<x + h<d i s t ; in diesem Fall setze ich hf — d—x. 
Es sei (a, b) dasjenige kanonische Intervall von Ct-.u für welches 
aäc<d&b ist; wegen xs(E-Cp), OMC(7p (da k—l^p) ist a^x; nach 

der Eigenschaft 6*"1 ist c - a > — (d - e), also d < 4(c - a )+c < 4h + (x-fh), 
4 

also hf<5h. 
In beiden Fällen ist also h ^ h f < 5 h und der Punkt &'+// liegt 

in keinem kanonischen Intervall von Gk. Die kanonische Darstellung 
von Gk sei durch 

gegeben. Dann ist 

» 

dabei wird über diejenigen n summiert, fü r welche 
l i e f e fr+A#) 

ist. Nach 5* ist aber 

H rt 

daraus folgt aber (4). Für jedes ganze k ^ O und jenes // 4=0 ist aber 
offenbar 

ÖS J w ( x + h ) ~ M x ) g i (5) 
h 

Für jedes h>0 ist also 

h ä-1,+1 
also sind dio beiden rechtsseitigen Hauptderivierten endlich und der-
selbe Beweis gelingt auch für die linksseitigen Hauptderivierten 
(d. h. für h<0). Damit ist der Satz 3. bewiesen. 

Prag, den 16. Dezember 1932. 
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