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Uber die Menge der Punkte in welchen die Ableitung
unendlich ist,

von
Vojtéch Jarnik in Prag.

Bezeichnungen. I bedeute im folgenden stets den eindimension-
alen cartesischen Raum (d. h. die reelle Zahlengerade mit der iibli-
chen Entfernungsdefinition). Das Wort ,, Mengoe “ bedeute stets eine
Teilmenge von E ; ACB bedeutet ,, 4 ist Teilmenge von B *; ved
bedeutet ,, 2 ist Element von 4*; das Lebesguesche Mass einer Mengo
A bezeichne ich mit g4 (wobei ich, wenn nétig, eckige Klammern
benutze ; z. B. bedeutet u[A(B4+C)] das Lebesguesche Mass von
A(B+C). Die leere Mongo bezeichne ich mit 0. Jede offene Menge
A ldsst sich auf genau eine Weise als Vercinigung von hochstens
abziihlbar vielen paarweiso fremden offenon Intervallen darstellen :

A=L+T:+ L+ .. ..
diese Darstellung willich die ,, kanonische Darstellung von A4 nen-
nen ; die I, mdgen ,, kanonische Intervalle von A4 heissen. Wenn
A offen, B offen, ACB, so ist offenbar jedes kanonische Intervall
von A Teilmenge eines kanonischen Intervalls von B. Eine Menge
A soll ,,eine Gy-Menge“ heissen, wenn sio sich als Durchschnitt
einer Folge offener Mengen darstellen lisst :

A=AIA2A3 e e (An Oﬂ‘en).

Mit (a, 8) (wo a<bd) bezoichne ich das (endliche oder unendliche)
offene Intervall mit den Endpunkten a, . Alle im folgenden auf-
tretenden Zahlen und Funktionen sind reoll.

Es sei nun f(z) eine endliche rcelle Funktion der reellen Veriin-
derlichen z, die fiir alle reellen- « definiert ist. Es sei M, die Menge
derjenigen z, filr welche f'(z)= 400 ist; bekanntlich ist(')

(1) Vgl 8t. Banach, Sur les ensembles de points ol la dérivée est infinie,

C.R. 173 (1921), 8. 457-459. Ich benutze folgendo Bezeichnungen : wird Szt —f(x)

o
=¢(x, ) gesetzt, 8o definiere ich die vier Hauptdernvxertcn folgendermassen :
])*f(1)=l’m‘1)snp o (x, hy; Daf(2)= hhmomf P, h);
iss 04 =04

])-f(a:)=lihmosup @2, h); I).f(z)=li;n ‘H\f ®(a,h)

Haben alle vier Hauptderivierten denselben Wert, so nenne ich diesen (endlichen
oder unendlichen) Wert die Ableitung von f(x) (Zeichen : f/(x)).
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pM,=0.

Es soi weiter M: die Menge derjenigen z, filr welche D* f(x)=
400 ist; wenn f(x) in [ stetig ist, co ist bekanntlich die Menge M &
cine Gy-Menge('). Es gilt also folgender Satz :

Satz 1. f(v) set stetig in E; fiir jedes x cxistiere dic (endliche
oder unendliche) Ableitung f'(x); dann ist M. cine Gs-Menge vom
Mass Null.

Und noch etwas allgemeiner :

Satz 2. j(x) sei stetig in E; in jedem Punkt z, in welchem
D*f(x)=+00 ist, sci f'(x)=+00. Dann st Ma cine Gy-Menge vom
Mass Null.

(Denn aus den Voraussetzungen folgt Mo,=M1.)

In dieser kurzen Note will ich nun zeigen, dass dic im Satz 2
auftretende Menge M. tatsichlich jede G3-Menge vom Mass Null
scin kann, wenn man die Funktion f(x) gecignet wiithlt; ich beweise
niimlich folgenden (noch etwas mehr besagenden)

Satz 3. s sei M cine Gy-Menge vom Mass Null. Dann gibt
s cine Funktion f(x), welche folgende Eigenschaften besitzt :

1. f(2) ist stetig und monoton (nicht abnehmend) in E.

2. fir aeM ist fl(z)=+00.

3. fiir xe(l—M) sind alle vier Hauptderivierten von f(x) end-
lich(*).

Dem Beweis des Satzes 3. schicke ich folgenden Hilfssatz voraus :

Hilfssatz. Es scien drei Mengen M, A, C und cine Zahl 7
gegeben ; MC A, MCC, A offen, C offen, uM=0, pC<1, n>0. Dann
gibt es cine Menge B mit folgenden Eigenschoften :

1. McB, BCA, BCC, B st offen. .

2. Ist (a,h) ein beliebiges kanonisches Intervall won C, so ist

(1) Beweis: fiir ganzes i>0, k>0 sei Un die Menge derjenigen «, die folgende
Ligenschaft haben : es gibt ein % mit
0< h<—'!i:’ f_(f"_'!'.’;z_ff‘f)> s
aus der Stetigkeit von f{x) folgt, dass Uu offen ist; offenhar ist
M =11 U
o fkul

Der Satz stammt von W. H. Young: On the infinite derivatives of a function of a
single real variable, Arkiv f5r mat., astr. och fysik { (1903/4), 8. 201-204.

(2) Obauchim Satz 1 die Menge .Mw jede Gz-Menge vom Mass Null sein kann,
(.h. ob es zu jeder (3-Menge M vom Mass Null eine in F stetige Funktion f(2) gibt,
fiir welche S'(x) fiir jedes = existiert und Mew=J{ ist, weiss ich nicht.
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p[B(a, b)1=npl(a, b)l=n(b—a)
(also pB=9.pC<y). .
3. Ist (¢c,d) cin beliebiges kanonisches Intervall won B wund 4st

(a,b) dasjenige kanonische Intervall von C, fir welches ase<d=0b
gilt, so ist

d—c d—c
c-a>——Z , b—d> 7

Beweis: Es sei
C=5L+1:+

die kanonische Darstellung von C, wo I,=(ans, bn). Wegen pM=0 ist
E —M dicht in . Man kann also fiir jedes I, zwei Folgen 2y, %2,
i Y Yon. ... 80 wihlen, dass

ant b"2:;?” <L A< ant bL;?a—”, e (BE—M);
bn — 0 bn—an v L
bn—_—‘>yk'n>bn— " ) xk‘ns (E_‘]‘I)

2&.
Dann ist also
wl,n<£',%b"‘ <Y1ny

bn—a [T
Tin—0n > "4 n - ./‘l,n414',, .

bp—a Yin—2
bu— g0 > 22 LIS Y1,n 1, .
Pnm™g 1

1 1 bn—a
O<x‘-"—' < ba-' n (‘—“ ‘,)<-—" %<4 (a -_ H
ke — Teal,n ( a ) ot gkre o (’Lu-l.n an) L )
b”_xk,” > b“_ yl,-u> by Z Qy > Lrn '—4ﬂ$k+1.$§ :
0< e n—Yen<(bn—n) (’;T— 2—111-4-2 < Aﬂ'gigl <4(ba— Yrs1n) ;

Yen— Qn >'-L'l,n'— an> bn; dn > ?/l~+l.n4‘— Y

limayn=as, limye,="Dba. J
Kwoo k=co
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Wir bezeichnen mit P, dioc Menge aller Punkte wy, yen (A=1,2,
3 ....):
Py= lwl.m Damy o oo o3 Yty Yoy -0 o }.
Wegen p[MI,]=0 kann man eine offenc Menge 17, mit
MLCV, pVasaqul,
finden; dann ist
Wa=AVu(l,— Py)
offenbar eine offene Menge mit
MI.CW, W,C4, W,CLCC, pW,snpl.;
ist weiter (c,d) ein kanonisches Intervall von W,, so ist (¢, d)C(e,f),
wo (e,f) mit einem von den Intervallen
(a's,n, y.,..), (wk+l,n, wk,n), (y;c,n, yk“,,,)_':g.';"(lc=1, 2, e )
identisch ist. Nach (1) ist also

c—a,.?_e—an>‘f-e = d—c : b,,-dgb,,._f>.-£:°_g.‘_1:1‘_"_

Setzen wir nun
B=Wi+W+....,
so besitzt die Menge B offenbar alle verlangten Eigenschaften.
Beweis des Satzes 3. Es sei
M=A,.4:.4s.... (4. offen, pM=0). (2)
Wir withlen eine Folge #y, s, 73,.... mit 0<9,<1, so dass die Reiho
m+n2+73+ .. .. konvergiert, Dann bilden wir cine Folge von Mengen
Cy, Gy, Csy. . . ., dio fiir jedes ganze k=1 folgende Eigenschaften bositzt :
1Y) MCCOC A 2%) (. ist offen;
3k) F’Ck§ﬂt; 4k) Cia1C Ok
5% Ist (a,d) ein beliobiges kanonisches Intervall von Ci, so ist
. ”’[(a" b)ak-o-t]—s-’)lcnlb[(a, b)].
6*) Ist (c,d) ein boliebiges kanonisches Intervall von Ci.: und

ist (¢, b) dasjenige kanonische Intervall von C;, fiir welches a=¢<
d=b gilt, sc ist

d—e¢ d—c¢
b > T e
c—~a> , b—d

Die Existenz einer solchen Folge C;, C: ist leicht durch Induktion
nachzuweisen :
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Erstens: Wir bilden cine offene Monge D mit MCD, uD=1,
und setzen Cy=AD; dann gilt 1% 2% 8" fiir k=1.

Zweitens: ¥s sei I ganz, {=1 und os scien bereits die Mengon
Cy, Cs, .. .., C, definiert, so dass die Bedingungen 1%, 2%, 3* far 1=ksI,
die Bedingungen 4, 5%, 6% fir 1sk=l—1 erfiillt sind. Dann wenden
wir den Hilfssatz mit M, 4., Ci, 7044 statt M, 4, C, » an und bezeichnen
mit Gy, die durch den Hilfssatz gelicforte Menge B; dann gilt of-
fenbar 1*+7) 2'*') 8**1) &) 5% 6%, w. z. b. w.

Wegen 1* und (2) ist

M=CCCs. ... 3)
Fir ganzes k=1 und reelles « setzen wir
Je(@)=p[C(—00,2)];
wegen 0= fi(x)spCi=n ist die Funktion
S@)=2fe(z)
Ausl

in E stetig und monoton (nicht abnehmend).

Ich soll noch boweisen :

I. Fir xeM ist f/(x) = 4+00.

II. Far xe(E—~M) sind alle vier Hauptderivierten von j(x)
endlich.

Beweis von I. Es sei xe M; es sei n ganz, a=1. Es ist
2xeC,Cs....Crn; also gibt es cin 8>0, sodass fur alle |h|<$ auch
(x+h)eCiCs. .. .0, gilt. Fir 0<|h|<8, 1sk=n ist also

Silet ) —fi(2) _4
h ’
also
*Igﬁ'"—")-_—ﬁﬁ)—én, w.z. b. w.
L
Boweis von IL. Es sei ze(£—2M); wegon (3) gibt es also cino
gonze Zahl p=1, sodass ze(£ —C,). Ich behaupte nun: fir jedes
h>0 und jedes ganze k>p ist

.fk+1(1?+h’1—fk+1(“) <BPesr. (4)
Es sei also >0, %k ganz, k>p. Ich fithre eine Zahl A=
X (x, h, k) folgendermassen ein :
1. Wenn (x+h)e(E—Cy), so sei li'=h.
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2. Wenn (2+h)eCy, so gibt es ein kanonisches Intervall (¢, d)
von Ci, so dass ¢<a+h<d ist; in diesem Fall setze ich A'=d —z.
Es sei (a,d) dasjenige kanonische Intervall von Ci;, fiir welches
asc<d=bist; wegen 2¢(E —Cy), CieyCCp (da k—1=p) ist a=x; nach
der Eigenschaft 6*'ist ¢ —a >—411- (d—c),also d<4(c—a)+c<4h+(x+h),

also b/ <bh.

In beiden TFillen ist also h=Ah'<5h und der Punkt x+7A' liegt
in keinem kanonischen Intervall von C;. Die kanonische Darstellung
von G sei durch

Co=I¥+IE+I¥4....

gegeben. Dann ist

Ser1(@+ 1) =fen @) S fraa (@ +0") = finlr)

=p[Chir(t, 2 +1)]= Zp[In Cenl;
dabei wird tiber diejenigen n summiert, fiir welche
I¥C(x, v +0')

ist. Nach 5* ist aber '

'ZI"[ wOri1]=Mear 'Z‘#I = <OMerih ;

daraus folgt aber (4). Fir jedes ganze k=0 und jenes h#0 ist aber
offenbar

0.§:f,‘+,(a:+h) —fi(z) =<1. (6)

h
Fir jedes A>0 ist also

osSEEMN=F@) 1145 3 s
h Keap+1
also sind dio beiden rechtsseitigen Hauptderivicrten endlich und der-
solbe Beweis gelingt auch fir die linksseitigen Hauptderivierten
(d. h. fir 2<0). Damit ist der Satz 3. bewiesen.

Prag, den 16. Dczember 1932.
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