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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXIII. CIisLO 36.

O mfizovych bodech v roviné.

Napsal
Vojtéch Jarnik.

Ptedlozeno dne 24. fijna 1924.

Budtez dany v roviné dv¢ pravouhlé osy «, v. Budiz x > 0; ozna¢me
A (x) poéet miizovych bodu (t. j. bodu s celotiselnymi souiadnicemi)
uvniti a na obvodé kruZnice #? + v2 = x, pii femz body na obvodé
kruznice se pocitaji s vahou !/,. Sierpinski!) dokazal po prvé veétu:

Véta (). Piseme-li

Ax) =nx+Q ),
jest
Q (%) =0 (x").

Tento vysledek byl zlepsen teprve v roce 1922 van der Corputem,?)

jenz dokazal vétu:

Véta (3). Existujec jistd konstanta @ < ‘1 tak, ze
0 (x) = 0 (x9).

Tim jest idd funkce Q (x) odhadnut shora; ale téZ zdola je mozno
nalézti jisté odhady. Prvni vysledky v tomto sméru podali Landau 3)
a Hardy %) v r. 1915. Cituji v tomto sméru pouze tuto vétu z jedné z po-
slednich praci Landauovych: 3)

1) O pewnem zagadnieniu z rachunku funkcyj asymptotycznych, Prace matem.-
fizyczne, sv. 17; str. 77—118; 1906.

?) Neue zahlentheoretische Abschiatzungen, Mathematische Annalen, sv. 89,
str. 215 —234.

3) Uber die Gitterpunkte in einem Kreise I11., Géttinger Nachrichten, 1915,
str. 161 —171.

4) On the expression of a number as the sum of two squares, The quarterly
Journal of pure and applied Mathematics, sv. XLVI (1915), str. 263 —283.

5) Ther die Gitterpunkte in einem Kreire, Gottinger Nachrichten 1924.
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Véta (y): Lze nalézti dvé konstanty K, > 0, K, > 0 tak, Ze kada
z nerovnin
+0Q () > K, %"

ma v intervalu ¢ <x <% + K, Vr (r > 1) teSeni.

Zobecnéni vét (a), (B), (y) muze se diti dvojim smérem. Predeviim
jest mozno, zobecniti tyto véty na obory, omezené obecn&jsimi kiivkami
nez kruznice; véty (a)®) a (8)7) zobecnil v tomto sméru van der Corput;
zobecnéni véty (y) v tomto sméru (spolu s pripojenim né&kolika dodatku)
jest pfedmétem této prace.

Zobecnéni tato mohou v3ak sledovati jesté jiny smér. Jest toti,
polozime-li U (n) = poftu vyjadieni ¢isla # jako soudtu dvou &tvercd,

A (x) = E U (n), pfi éemz ¢arka u souctového znameni znaci, Ze
0<n<s

pro celistvé x jest misto U (x) vziti pouze -;— U (x). A (x) jest tedy suma-

torickd funkce Dirichletovy fady 2 __Uni_n) , jez hovi, jak zniamo, jisté
n=l

funkcionalni rovnici, analogické rovnici Riemannové pro funkcei § (s). Jest
tedy téz' mozno, ptati se po zobecnéni vét (a), (B) a (y) na obecné&jsi
fady Dirichletovy, hovici obdobnym funkcionalnim rovnicim. Piisluiné
zobecnéni vét (@)®) a (p)?) v tomto sméru provedl Landau.

Tato prace jest rozdélena na tfi paragrafy:

V § 1. vytykam piedpoklady o uvaZovanych kfivkach a odvozuji

jisté identity pro A4 (x) a S A (y) dy. Identity toho druhu byly diive
1

odvozovany — dosti namahavé — pomoci t. zv. Pfeifferovy methody 1°) ;
jak vsak Landau !!) ukazal, lze je jednodu3eji odvoditi ptimo ze zndmé Di-
richletovy formule z theorie fad Fourierovych. Moje odvozeni identity I
pro 4 (x) je zcela obdobné Landauovu odvozeni analogické identity pro

kruznici.’?) Identitu II pro SA (¥) @ y odvozuji integraci z identity I.,
1

%) Over roosterpunten in het platte vlak (Noordhoff, Groningen 1919); Uber
Gitterpunkte in der Ebene (Mathem. Annalen, sv. 81, str. 1—20.). Srovnej téz:
Landau a van der Corput, Uber Gitterpunkte in ebenen Bereichen, Géttinger Nach-
richten 1920.

7) Viz préci citovanou pod 2).

8) Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen II., Gottinger
Nachrichten, 1915, str. 209 —243.

%) Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, IV., Géttinger
Nachrichten 1924.

19) Viz na pf. pojedninf od Landaua a v. d. Corputa, citované sub 6.

1) Die Bedeutungslosigkeit der Pfeiffer’schen Methode fiir die analytische
Zahlentheorie, Monat h. fiir Math. u. Physik, 34.

12) Viz § 3 pojedndni, citovaného sub 11).
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coz je pohodlnéjsi, nez dokazovati ji pfimo z Dirichletovy formule. Abych
dokazal, Ze jest dovoleno integrovati jisté fady ¢len po ¢lenu, odvozuji
v 1. pomocné vété jistou vlastnost Dirichletovy formule. JeZto podminky
pro integraci fad ¢len po ¢lenu jsou jednodussi, uzivame-li Lebesgueovy
definice integralu, pouzivam ji dusledné v této praci (ostatné maji viechny
integraly, jez se vyskytuji, smysl i tenkrate, beru-li je ve smyslu Rie-
mannové).

V § 2 odvozuji asymptotickou formuli pro dvojné integraly, vv-
skytujici se v identité pro 4 (x).

V § 3 odvozuji pak hlavni véty II., III. a IV. Spole¢nym kli¢em
k nim je 4. pomocna véta. Véta III., bezprostiedni to dusledek véty II.,
jest primym zobecnénim Landauovy véty (). Pro uplnost dokazuji v tomto
paragrafu také vétu I. (jez je znama v piipadech jesté obecnéjsich,!?)
zobecnéni to véty (a) na nas piipad.

§ 1. Odvozeni identit pro 4 (z) a SA (»)dy.
1

Budtez diny v roviné dvé pravouhlé osy #, v a jednoducha, spojita,
uzaviena, konvexni kiivka L, obsahujici potatek soufadnic uvnitf. —
Oznaéme L (x) krivku, jez vznika z L homothetickou transformaci v po-
méru Vx : 1 vzhledem k poatku, t. j. geometrické misto bodu (Vx u, Vxv),
kdyz bod (#, v) probihd kiivku L (ptedpokladim zde i v dalsim vzdy
x > 1). Budiz A (x) potet miiZzovych bodi uvnitt a na obvodé L (x), pii
¢emz miiZové body, poloZené na L (x), po¢itim s vahou —; . Oznatme J (x)
obsah oboru, omezeného kiivkou L (x); jest patrné J (x) = J . x, kladu-li
J (1) = J. Nasim kone¢nym cilem jest odvozeni asymptotickych vztahu
mezi A (¥) a J (x) pro velkd x. K tomu cili musime uliniti o L jesté
dalsi predpoklady (jez budu vétsinou potiebovati az v § 2). Predpoklady
tyto jsou nasledujici:

Existuji tti positivni ¢isla & %k, K takova, Ze plati toto:

Zavedu-li pii libovolném ¢ nové souiadnice £, 5 rovnicemi

E=ucosp + vsing,
= — using + vcos @,
jest kiivka L dana rovnicemi

n="r,e ), n=/lne ),
kdez ¢ probiha jisty interval

§/ SE<E; pro &y <E<i&y jest fLo () > oo (®) 2 fio §) (1=1,2)
méd spojitou prvni a druhou derivaci pro ¢ < § < §,. (Ototim-li osy

13) Viz price citované sub ¢).
l.
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o m, je patrno, ze .. = — &/, €pa = — &y frLe (§) = — fropen (— &),
f::.w (6) = - /l.¢+:r (— 5))
Pii tom plati pro §, — e <§E<§,

hop =1 +hy b~ &+ kg (B — &) 1y (&, — 8+ By (8),
oo =g —hy N bp -~ & T ke (b — &) — lp (6 — 8"+ & Dy ().
D;p (§) (1 =1, 2) maji pro §, — e < § < &, prvni a druhou spojitou
derivaci,¥) a jest
Di., (&) = DPiyp (§,) =0,
i/ (§) monotonni a absolutn¢ mensi nez K. Dale jest
k<hy, <K, |l,; <K.

Pro —§,.. —-e<¢E< g, — & ma fi', ($) nejvyse K intervalu mono-
tonie a jest co do absolutni hodnoty mensi nez K.

Z téchto predpokladu plyne mimo jiné, ze kiivka L ma v kazdém
bodé kiivost, jez v Zidném bodé neni rovna nule.

Pristoupim nyni k odvozeni identit pro 4 (x) a S A (v)d v. Viechny
1
integraly, jez s¢ budou v naSich dvahach vyskytovati, pojimam ve smyslu
definice Lebesgueovy.
K odvozeni iecenych identit poticbuji zndmou Dirichletovu formuli,
kterou bez dukazu uvadim (specialisuji piedpoklady tak, jak je budu
potiebovati):

Budiz y<d; yp — ‘1) = celé (islo, & — L celé Cislo; budi? f (§)

2 2
funkce, definovand pro y < E< 9, jeZ md v intervalu (y, ) koneCnou va-
riact ; potom plati

. + % L}
f(1z—0)1—/(1z+0)_= Z '(os2na£./(g)d£. (1)
r<n<d = am —xy

Soucet vlevo vitahuje se na vsechna celd Cisla n mezi y a 9.

K této formuli budu potiebovati jesté nasledujici, ostatné na snad¢
lezici dodatek:

1. pomocnd véta: Je-li 0 —y <u, |f(&)| <D, a jeli totdlni
variace funkce [ (§) v (y, d) mensi ne: N, jsou viechny Cdstecné souctv rady
na pravé stranc rovnice (1) mensi ne: A uw (M — N), kde A je jistd abso-
lutni konstanta.

Dikaz:

Jeito pii m >0, n > 0 plati

2 fcos2ua£./(§)d§=; L 2 _'_‘12_ Z '

o —my a= —m a=—n

1) Zde i v dalsim, mluvim-li o derivaci n¢jaké funkce v koncovém bodé jejiho
defini¢niho intervalu, rozumim tim vzdy ptislusnou jednostrannou derivaci.
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5

stac¢i, omezime-li se pii dukazu na soulty tvaru

m

Sn ZScos’uag [ dE- 5

a= —m

sin(2m + 1) n ¢
sinmé

.

-
7

Interval integraéni rozdélim na intervaly o délee |

(r.r+~;-), (,,+,é ,r+1),...,(d‘— _]_,,d).

sin (2m — 1)n&

. staci vysetfovati
sinx § °

Vzhledem k periodicité funkce

na pi.
g‘ )”z+1’t£/(€)d€-

sinm§

V intervalu (O - ) lze psati 7 (§) = f(0) — p (§) — n (&), kdez p (§)

resp. # (§) jest positivni resp. negativni variace funkce f(§) v intervalu
(0, §). Plati

”

eyt —~

(2 m 1 0
Sﬂ( ;;:z';_)' = rode=/0\a+ 2§lcos 2mal)di= —f-(__,)- :
tedy jest
C sin 2m+1)n& el M
S sinmé _7—/(O)d£‘<":2

0 !

Funkce p (§) jest neklesajici a > 0; tedy jest dle 2. véty o stiedni
hodnoté
l I_

m-1)xE
é 'smu&

§5m Cm+1Nxf pE)dE =

sin(2
e p(&)de—§

0 (U]

= >P( )gfﬂ—m—“—”” £ (0<11<;-)

em oy

1 1 g
S 2)SME, dE.

2m+1l)my
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Jeito viak p ( ; ) < N a jezto integral Sﬂg—g- d § konverguje, jest
0

posledni vyraz mensi nez A’. N, kde A’ je jistd absolutni konstanta.
Tedy jest

o -

e

|
sin (2m + 1) i ,
V sm;,{,,*,p@)dg !<A N

a obdobné

|

sin (2m 4+ 1) =m g ‘n(E)d&! < A’ N.
i

sinmk

Sl 1t~

Uvazim-li jesté, ze takovych intervali o délce —;- jest v (p, d) nej-
vySe 2 @, jest spravnost naseho tvrzeni patrna.

Koneéné budu k dukazu onéch identit pottebovati jesté znamou
vétu Lebesgueovu:

Budi% vada a, () +a, ) + ...+ a. (&) + ... = [ () konvergenini
pro a <E < B; budte: a, (E) v intervalu (a, B) integrace schopny a budi:

} Z a, (£) ’ < M pro vSechna & intervalu (a, B) a vSechna celistvd m > 1;
n=1

potom jest f (£) v intervalu (a, B) integrace schopna a plati

ac

B B
Vierag=Y fa @de

n=1
DokaZme nyni identity pro 4 (x) a S A (y)dy. Budiz x > 1; potom
1

kladu F (u, v, x) =1, lezi-li bod (%, v) uvniti kiivky L (x), F (1, v, x) = % ,

lezi-li (#, v) na L (x), F (u,v,x) = 0, lezi-li (1, v) vné L (x). Budiz

fl, x) = Z F(u,n+0,2) + F ,('ﬂ__oﬂ; 13)

2

potom jest f (u, x) = po&tu bodu o abscisse # a celistvé potradnici, lezicich
uvnitf L (x) a na L (x), piicemz body na L (x) jsou po¢itiny s vahou 9
vyjma ten ptipad, Ze u jest abscissou bodu, jenz lezi na L (x) nejdile na
levo nebo na pravo — v tomto piipadé jest vidy f (u, x) = 0.

%) S¢itd se pres vSechna celistva éisla%o.
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2

mzité patrno, Ze tento soulet jest roven po&tu miizovych bodu uvniti L (x)

Vytvoime nyni 15) Z fm+0,%+fim—02 ; jest téméf oka-

a na L (x), pii ¢emZ body na L (x) jsou potitiny s vahou' !

-, pouze nej-
vy$si a nejnizsi bod kiivky L (¥) — i kdyZ néktery z nich je mfizovym
bodem — jsou politiny s vahou 0.

Je-li x dano, lze nalézti ¢isla a, g, , 8 (@ < B, y <4d) tvaru celé

cislo + = tak, Ze L (x) (a tedy i L (y) pro véechna y < ) leZi uvnitt ob-

délniku ¥ =, u =B, v =y, v =4 jeito f (4, x) je rovno 0 pro # < &
au>p aF (v, x) =0 vné feteného obdélniku, lze na zdkladé¢ toho,
co pravé bylo fefeno, psati:

fm—+0,% + f(m—0,x)

A (%) — & (2) — & (x) = 2

a<m<f

kdez {‘1 (%) } rovnd se -, je-li {“el."?’,si‘ } bod kiivky L (x) miizovym
& (x) 2 nejnizsi
bodem ; jinak jest {81 (x)} rovino 0. Pii tom jest
& ()

/(“’x)= 2 F(u,n+0,x)42—}«‘(u'n_0,x)

y<n<d

Na funkci f (u, x) lze oividné uziti Dirichletovy formule, rovnéz
tak na funkci F (u, v, x); jest tedy

+o f
A(x) — & (x) — & (x) = Z ScosQauu./(u,x)du:
@)
+ o e (+ac L) )d
= cos2amu F (u, v, 2b d u.
a=zl§. 1 b—_zm;g u,v,x)cos2bmxvdv

Integraci posledni formule dostavam (jeito & (x) = ¢, (x) = 0 v3ude
aZ na diskrétni mnoZinu hodnot x)

x +o B
A(y)dy:S( 2 )'cos2aaru./(u,y)du)d_\'. (3)

= —®» g

Ll B W

Z definice funkce f (1, y) jest patrno, Ze f (#, v) jest ohrani¢ena pro
viechna #, v, jez hovi nerovnindam e« <#<g, 1 <y <« (pii pevné
zvoleném x); rovnéz variace f (#, ¥v) v intervalu e <u < B jest pro
1 <y < x mensi nez jisté ¢islo, nezavislé na v. Tedy jsou astetné soucty
tady

+ %

8
jcos2anu.f(u,y)du
a

a= —x
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dle 1. pomocné véty pro 1 < v < x ohraniteny, a je tedy dovoleno dle
Lebesgueovy véty integrovati tuto fadu ¢len po ¢lenu dle v v mezich
1, x. Plati tedy dle (3):

- v X

j \)d\'—Z)(jcos2au1t/uvdu)d\'—

a=—-»

% s (4)

[5' ccs ’anu( Z SF u, v, V) cos ’buvdv du]d\

Z definice funkce F (u, v, v) plync okamzité:

L |F v,y <1

2. Variace F (u, v, v) jakozto funkce # je pii libovolném v, v v libo-
volném intervalu pro # nejvyse rovna 2.

o -~

+‘t.\

a=—1x

Z toho vyplyva dle 1. pomocné véty, zc ¢aste¢né¢ soulty rady

Z ST v, vV)cos2bmvdv

b= —x y

maji absolutni hodnoty vesmés mensi nez jisté ¢islo, nezavislé na # a na y,
jelia <u< g, 1 <v < Ztoho plyne dle Lebesgueovy véty, ze muZeme
tuto radu nasobiti cos 2 a # # a integrovati ¢len po ¢lenu dle u pies libo-
volny kone¢ny interval; t. j.

gcos’auu( E SF(u v, v)cost:rvdv)du—

b=—x 7

) 8
= XduScos"auu cos2bmv . F (1,v,y)dv = (5)
« 7

Z S cos2anu.cos2brxvdudv,
Liy)

kdez dvojny intcgral jest vzat pfes obor, uzavieny kfivkou L (v).

Casteéné soutty posledni rady jsou oviem té2 pro 1 < y < % absolutné
mendi nez jisté &islo, nezavislé na y; lze tedy tuto fadu dle Lebesgueovy
véty integrovati ¢len po ¢lenu dle y v intervalu (1, %), t. j.

“ré = !
§[§coslanu(_z SF(u,v,y)cos‘..’bzvdv)du]d_v=

=* ) 2 2brxvdudv)dy 'dl X ;
§(=E_ZS‘§) cos2anucos2brvdu v) y [dle (5)] (6)

fdyfj cos2amucos2brvdudv.
1

- Lty)
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Z (2) a (5) plyne vsak, klademe-li

S'Scos2azucos2buvdudv =P (x,a,b),
L(x)

hledana

Identita I.: pro x > 1 plati

A (%) — & (x) — & (x) = 2 Z P (x, a, b). (7
a= — 2 b= - %
Z (4) a (6) plyne pak hledana
Identita 1l.: pro x > 1 plati
(A a y—z Z s'Pnabdv (8)
1 a= —x b= —x 1

V obou identitach nutno provésti napied summaci dle b a potom dle a.

§ 2. VysSetfovani integrilu F (z, a, b).

K dosazeni naseho kone¢ncho cile jest predevsim tieba, vysetiiti,
jak se chovaji dvojné integraly P (x, a, b), vvskyvtujici se v identitach (7)
a (8). V tomto paragrafu dokazi nasledujici vétu:

2. pomocna véta.
Budtez a, b cela ¢isla, ¥ > 1; potom plati
P (%00 =Jx=4J.x (9)
a pro a? +— b% > 0 plati

P (x,a,b) =
x'/a -
= A h, s'-n(’ Va: L bhva i, — )—
TV T (a2 b 2 fosin(2a 4 (10
l(f:*-a-
+ f (%, a, b).

Pti tom je 5, = 2, je-li a b = 0, jinak 5,5, = 1; summace vztahuje
- 1 b
se pro a * 0 na vSechna ¢, hovici podminkdim 0< ¢ <2z, lfgp = L e
3=n
poa=0nag= -, ¢g=—.

|

f (%, a, b) jest jista (ocividné spojita) funkce x, jeZ jest co do abso-

lutni hodnoty mensi nez kde C lze voliti nezavisle na

<
XV (@2 + b%)*.
x, a, b.

NXXVI.
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Dakaz: (9) jest trividlni; nebot
P (, 0, 0) SSdudv—J(x)
L (x)
Zbyva tedy pfipad a? + b2 > 0.19)
Polozme # = Vz 4/, v = Vxv'; potom jest

P (x,a,b) =xﬂcos2an\/§u'.cos2b<zV;v'du’dv’
L

. cos(2aVr@aw +bv]duw dv
2[5;5 (109
—.LSS cos [2n\/;(au'—bv’)]du’dv']
L

=2 [4@bn+ 4 @—b2)]
klademe-li
A (a,b,x) = Sjcos[2nx/x(au +bv)du dv'.

Integruje se nyni pies vnitiek kiivky L.
Zavedu nyni nové proménné &, 5 rovnicemi

_awtbv bW tav
Vet ' Vaib

t. j. oto¢im systém soutadny o uhel ¢, stanoveny jednoznaéné podminkami

L
v

»

sSinep = —:; Potom jest (viz

0{op<2m cosp = \./;2__+2b_,2__'

4
Var b2’
pocatek § 1!)
A (a,b,x)=SScos(2n\/a2 + b2 \/;E)dﬁdq
L

- o
=3 cos (27 Vat + 02 VEE) [}, E) — fop E)AE

_ 2”,‘1_21?5“/ Ssm(2z\/a2+b2\/x5)[/ @) — fho €))dE
s¢p+:¢

(po integraci per partes, jeito integrovany clen nasledkem

fl.tp(gtr) —f2.¢(5¢) =fl.q=( gw*-ﬂ) _f" (— -.up+n) =0
vypadne).
Polozme pro zkriceni 2z Va? + b2Vx = A (plati 4 > 1), a roz-
lozme interval integra¢ni (— Ep.ax, &) body —%,.. 4 ¢ &, — & na tii
taste¢né intervaly.

16) Vzhledem k » > 1 jest pak ovSem (a® + b v > 1.

XXXVI.
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&p
L [sin A& . [fi,p€) — firp E)14E
E,, Eq,_.h
= SsinA 3 [——\EL—? — 31 VE, —E+ B, () — Py (E)] ag
E’,—a ?

=§smA(E,, a)[_ ARl oVE + D,y (5 — &) —d>2.¢(5¢—£)] dz

Tento integral odhadnu; pii tom zna¢im pismenou C positivni kon-
stanty, nezavislé na a, b, x; pimenou @ konstanty nebo funkce libovolnych
proménnych, pro které plati |®| <1; rizna C a ® nerozliduji indexy,
takze je na pi. C+C=C, C.C=C, 6.0 = 0 atd.V)

Plati

F

Dile jest

¢ ot  e—ide i C et
AT NS )
S R YR S g 4%

Ae Ae

Dle 2. véty o stiedni hodnoté (applikované zvlast na realnou a ima-
ginarnou &ast) je pro kazdé B > A e:
B
et ceoe ceoe
TEL at = (Ade- A

Ae
(kdez C nezavisi ani na B); tedy jest i
T e Co
e s (v
[ Sae=",
Ae
17) Jezto dolni hranice §p pro 0 < ¢ < 2= je olividné kladnd, lze psati

F— = C 0, &ehoz v nasledujicim uzivam.
P
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Plati tedy

SC‘A(.:‘P_E).%=€‘AS¢V T (1 — i) FieidtEpma . l C@. (11)

24 A Ve + A
(1]
Dale jest
A~ VEdi= —-—e'4(~¢-') Ve — i gidlip— 9 ag =
A 24 VE
h . 0 (12)
— ¢ id(5, —€) 4/ _1_§H 1
T ¢ e \E i “dle (11)".
Kone¢né
feitto a0, (G — 2 — B o 5, —O]dE=
0
T . .
=T e 4G (‘pl,cp Gp— &) — DL, Gy — 8)) +
. ¢
1 o . ’y P vy - »\ »
+ .‘1_5 e P (5, — 5 — D'y (5 — 9).dz.
0
(Viz predpoklady o funkci @;, v § 1!)
Dle 2. véty o stiedni hodnoté jest (pro i =1, 2)
. coe ce
el«“(‘v -)(p (Q, —C)da=—_—= 1 ’
§ 8 \Sr A A
takze

£

§edeesi@p, € —2 — @, @ —9jdi=
[}

ce
- ; E4G = (D] o (G — &) — Bhy Gy — 8] + i,

Sectu-li formuli (11), ndsobenou — #,, formuli (12), nasobenou — 3/,
a formuli (13), a vezmu-li pouze imaginrni ¢ast, dostdvim

(13)

¥
Vsin AE. [l €) — 12,9 €))dE =

§p— ¢
=h V—“’S(A‘v L ELLLE, [\/” +31, Ve -
v cCe 14)
_¢i,w(g'l‘—‘) +¢é,¢p(;¢_ )] + A = ( /

=h, V—-—cos(AE,,, 4)-1—COSA§ ——)—[/1,,, — & —

S A E

XXXVI.
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—fp+ate 520.1
L (SindB.fi 0@ - fhp@1dE= |sim AL g~ 8 — fip (-5 dE.
—Sp+n fp-a-

Jak v § 1 bylo poznamenano, jest

flfp _Q)——f"vwl ) f w(_c:)’——"/llp+1(v)

Tedy ‘
fg (=8 = frgua @), fp (=8 = flp-x (). (15)
Jest tedy posledni integral roven
Sp+
Vsin AL igra@) — frpen (.45
Sp+a—*
=h-,,-,.v cos (A Epsn - ) — (16)
cos A (Gg-n—8 , . . ceoe
‘_’1 ) /l(p+n(-:q>+n_£)'—f'.‘,tp+n(1_:p«-:z_‘)_ A
(dle L).
Sp
II (sin AE{fi,p &) — fip O)]dE =
'"Eqv+1l+‘
cos A (Zp — e . -
= A ) 6 — fhp G — )] -
, 0SA(—Epint € ., , L -
+ A e ) (et ) S (— gm0 D)
1
| s AE U, @) — fip 043
-5¢+1+‘
Dle predpoklada o funkcich f;';, () maji tyto funkce v (— &g 4+ 2 + ¢,

Zp — &) nejvyse K intervalu monotonie a jsou absolutné mensi nez K.
Jest tedy (applikujeme-li na kazdy interval monotonie 2. vétu o stiedni
hodnoté)

t

-.¢"¢
2.2. K. K C ceoe
E oz STl = =T
| ‘S‘cos.‘lw./,,,,(,)di | < q F e
“Sp+a~f

Uzijeme-li jesté na druhy integrovany c¢len v (17) vztahu (15), do-
stavame

5?\—« ¢
Vsin A8 fi,p (B) — fip (5). 43
“Sprate
AE,—8) ., . (18)
= AL T G )~ fin G — )
A E ’ - ’ v o C ]
_ C0s 4 (Q¢4+ — -e)— (fp+aBp+n— &) —frpralq+n— ).+ U

XXXVIL
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Se&tenim rovnic (14), (16) a (18) dostavam, nasobim-li

1
2z\/a2 Vi a kladu-li 4 = 2x Va2 + b2 Vx :
— 1 2 2
A(ab,x)= 2\/§zx’/«(a2+b2)” Zh cos(Zz\/a +b \/xiq,-i- )+
tw=--
ceoe

+ 2@t + b’)‘T .
dostavam

0).

Pri¢tu-li k tomuto vyrazu 4 (@, — b, x) a nasobim-li -72

dle (10%) P (x, a,d), a to vskutku ve tvaru, daném formuli (1

§ 3. Vlastnosti funkce A4 (x) pro velké hodnoty .

V § 1. dokazali jsme identitu
A(x) =¢ (%) +6&(x —|—2 Zanb

G= —® b= — @
Dle 2. pomocné véty lze tuto identitu psati ve tvaru

4 (x) =J x +Q (x), kdez!®)

ac

+

+ X

'PUMﬁ%HWJJH

't'l

Q) =& (x) +&(x

klademe-li

P, (x,a b)_%bm% E he sin (2 aVa? 152 VxE,— —) .21

gg= :|:

C .
Vzhledem k | f (x,4a,0) | < o @ F oy jest tedy

Q (%) =0Qo (v +0 (1),

0o (%) = 2 EEme

klademe-li

Kladme dale pro r celé, » > 1, a 4 b2 > 0:

+ ®
I ] 2’ znadi zde i v nasledujicim, Ze ¢len s a=b=0 jest vynechati
G —® d= — @

XXXVI.



P, (x,a,b) =
2r+1
4 h
=1a, ad e Z ? sm( uVa’-i-szxc,,—r 1), (24)
— cr+d 4
4V2'r+l(a2+ b?) 4 ‘w-*-k P
0w=Y YP(xab (25)

(jest patrno, Ze pro » > I tato fada konverguje absolutné a stejnomérné
v kazdém kone¢ném intervalu proménné x).
Tvrdim nyni: pro r > 0 jest
o 2r+1
SP(y a,8)dy=D, , \(x,a,b)+0 --——-L.-- ol —F2 | 2
." 2r+ 5 '1 -7
+0) ] L@t

Dikaz: pro 4 >0, B%O ]est

\
27+ 3
Sy smA\@—i—B)dy:'zSt * sin(dt+ B)dt=
1

2r+3 \E;
2 n
=2[ A——sm(At-{—B—j)]
\'x r+1
__27_‘:—_1_’)_St——2* sm(At—}—B— - )dt-

29 4

-

== xg_'a'sm(A\/x—l—B——)-{—O( )+0({

(posledni integridl odhadnu dle 2. véty o stredni hodnoté).
Kladu-li sem

A——Zﬂ\/az-rbz-q,,B.—_-_—r{:.__’; ,

Nl...

)

nasobim-li
1 h

L4
Na, 0~ e g T

4V2ar+t@+ 8y 07

i. do-
a

a seCtu pro viechna @, hovici vztahim 0< @ <2 =, tgp = +
stavam vskutku formule (26).

Se¢tu-li rovnici (26) pro viechny pary celych hodnot a, 6 kromé
a =1b =0, dostivim pro » > 1 (nasledkem absolutni a stejnomérné kon-
vergence prislusnych rad)

27 +1

SQ' y)dy—Qm(x)+0( ‘—). (27

XXXVI.
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Rovnice (27) plati viak i pro 7 =0, coz nyni dokazi (v piipad¢
r =0 je tfeba jist¢ opatrnosti, jelikoz dvojna iada pro Qo (‘x) nekonver-
guje absolutne).

Integruji-li (19) od 1 do «, dostivam vzhledem k (20) a k okolnosti,

+ % +- x

zc £ X' f(x,a,b) lze integrovati ¢len po c¢lenu:

a=—2b=-x
ISA Wav=s% — ;.gw__tsf va,b)dy

Z identity (8) z § 1 plvne vsak, z¢

\A(.\')d,\'er-'«; - g — 2 E’gf()',a.b)dﬁ'+

i P e
- a;)j_‘ b;; .}‘PO (v,a,b)dv.

Srovnanim dostivam

M*
IIM

= Q-l (%, a, b) — O (x").

Plati tedy (27) i pro r = 0.

Rada v (25) konverguje pro » > 1 absolutné, mohu tedy jeji ¢leny
libovolné picmistit. Toto piemisténi provedu timto zpusobem: &, ma
jakoZto funkce @ jistou positivni dolni hranici. Jest tedy pocet onéch
dvojic celych ¢iscl a, b a onéch dhlu @, pro ncz a2 442 >0, 0< 9 <2,

b . 0= i e .. . ,
lgp =L 4 apronéz=x \'a? = b2 E, zistava pod jistou konednou mezi,

rozhodné konceny. Jest tedy mozno srovnati veSkeré hodnoty, jichz
n Va® + b%%, nabyva, kdyz a, b probihaji vetkerd celd ¢isla kromé

b
a=0b=0 a ¢ vicchny uhly, pro néz 0 < @ < 2m, tgp =+ _, dle

velikosti; ozna¢me tyto hodnoty VA, Vg, Vig, ... 0 <A < <...).

XXXVI.
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Pisme dale

\=n ! v 4
(lu) = . L Ya. b ht/ Y

bV
nVa‘+I;':,‘. =\ry

lyp = * :
potom jest odividné pro 7 > 1
2941 x (,' . , r
O, =x 4 A sin (2 Vi -7 — ’1’) . (28)
n=1 l” -
.. J(A,) . ,
Dirichletova iada ).(-‘ ) jest pro s > 1 absolutn¢ konvergontni,

n=1

jezto vznikla piemisténim ¢lenu absolutne konvergentni iady

20 E Moo \ 7 2 I,
4 V22 (a2 DP) 25

a-—-7 h=- ¥ b
¢ = +
44 a

gt

Nasledkem toho jest 1 iada (s cleny ocividne kladnymi)

pro s > 1 konvergentni a tedy, je-li 0 lll)ovolné ¢islo kladné, pros >1 @
stejnomérné konvergentni.!') Kazdy jeji ¢len konverguje k 0 prolim s = o,
tedy i fada sama konverguje k 0 pro lims — oe. Lze tedy nalézti jisté
celistvé cislo kladné ¢ tak, ze

” U 1 (4,) (29)
By~

NGO TIE SR R A 4 tY

2o0+3 2o+ 79 BT

¢ili ze
ll 4 n=2:= A" + '{l 4
Zvolme nyni ke kazdému celému kladnému cislu ¢ dve cisla a9 (g),
1,'® (g) rovnicemi

LTI S I AN
(65 +2em+

xl(i') (g) = — 4 A
1

4 T 7 \*

(" S e = 3)
;‘"2(0) (:\') == o l A
1

T kg
T —
w Nebot jest otiviane 37 U E BT et s ta
n=m ( 'l"_") n=m ( 1"‘ )
1 1
Rozpravy: Rof. XXXIIL Th 1L C. 30, 2
XXXV
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Plati patrné
0 < 50 (g) - %, (g) <C.g%)
O<<xe (e 1) --a@@E)<C g

e 0wanw -t 0w,
Al

9
- -1)“"

2

%' (g) —

3

sin (‘_’ VAN (g) —

q 1

sin (2 \ A X (g) — o
just tedy dle (28) a (29)

e’

ool . PR
Qo 5 (v) >[mle(g): 4 -]) ‘ 2(::?; >Cy *,
2
. . Fe-l 1 U (4 2l
Qe 0 (g) < — Ay (9. * PJ pary < — Cg *
P
Dokizi nyni, 7¢ ohdobny vysledek 1ze odvoditi 1 pro funkei Q) (v);

t. j. dokidzi nasledujici vétu:

3. pomocna véta. Jost mozno piiraditi kazdému celému kladnémn
cislu ¢ dve Sisla " (), %M (g) tak, Zc plati
0 <KV — () <C.g 0<H (g 1) -y (g <C.g
n? n?
[ (@)= -0, %) ="-¢+0(F
Al A’l

a Ze jest
4

O (" (@) >C.g*

(,)1 (xz(l)( ) <-=C 'g:
pro vsechna g > C.
Jak jsme prave ukazali, jest obdobny vyrok spravny pro funkci
(), (x). Abychom dokazali tuto v¢tu, staci tedy dokédzati sprivnost nasle-
dujiciho indukéniho kroku:
Budiz 7 jisté celé ¢islo > 2 a < ¢ (je-li ¢ = 1, je véta jiz dokazana);
necht je spravny tento vyrok:
Ke kazdému celému kladnému &islu g je mozno piiiaditi dve
¢isla %, (g), x,7 (¢) tak, Zc
0 <K () =K R) <C.g 0<% +1) —x" () <C.g
2 2
Mm@ =" #+0@ n@=7 ¢+0@
1 1
a ze jest
_ 2r+l 2r+1
O %" @I >C.¢ 2, G %E<—-C.g *
pro vSechna ¢ > C.

) ’ismenou C znalim nyni positivni Cislo, nezivislé na g; raznit C nerozlisuji
indexy:.

XXXVI.
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Tvrdim: potom jest vyrok (1) sprivay i tehdy, pisi-li v ném » 1
misto 7.

Dikaz: dle (27) plati

W @ 2y
Y oamdy—0 5w 0 o olg )
1, ()

Zrel 2r
>C.g * UQ”)
pro ¢ >C [dle vyroku (1),

2r+1

>C.g * proyg >C.
Jezto délka integragniho intervalu je < €. g, musi existovati aspon
juden bod x,' b (g) tak, 7z
%0 (8) < %70 (g) <%V ()

2r -1

O 1 5D (e) >C .0 = proyg >C.

¢

Obdobne¢ existuje v intervalu
O (g — 1), X0 (g) jisté cislo a7 D ()
tak, zc
2r 0

O 1 %D <—C.g * proyg>C,

Jest oviem
0 <X (g) — T (g) <C g,
0<% N(g=-1) —ar-big) <C.yg,
s x?
XD (g) == EHO0(Q), () = T g2 0(y);
i 2 % -
tim jc vSak spravnost vyroku (d) pro r — 1 misto 7 dokizina, a tedy
i 3. pomocna véta.
Z 3. pomocné véty vyplyva pak snadno nisledujici
4. pomocna véta. Lixistuji tii kladna ¢isla €, €, Gy, takze plati toto:®)
kazdému kladnému c¢islu celému g lze priraditi dve cisla x,™ (), 4,0 (2)
tak, zc plati

{

I

0 < KO () — KO () <

Cg
0<% (g--1) —xW) <Cg,
., |,
G0 ) = 8 00, B0 ) o0 )
1

a pro ¢ >C, jest

2) Od nynejska budu konstanty C,, C, ... &islovati, abych e vvhnul piipad
nému nedorozumeni. C,, C,... znaci nyni konstanty, nezdivislé na ¢, po piipade
(pozdéji) na x.

2‘

NXNVIL
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\ (L)(\)th>( u'a (30)
“( ,(L)
WD)

| Q) dy < — Gy (31)
PRI

Dukaz: Volme cisla x'" (g), X, (¢) jako v 3. pomocné vete; dle (27)

plati

A.("(g)
QWdy O () O wO () -0 ().

x:(l)(g)

Dle (22) jest vSak

.v.("‘ (2) e ’(g) (e
[ dv_- y Qdy - [ omdy
1) RO O

=0 %M@ — O V() 0w
>C - O(g) pro g >C;
(dle 3. pomocné vety).

Tento vyraz je vsak pro g > C, vitsi nez Cggily, ¢imz jest (30) do-

kdzano. Analogicky sc dokdze (31).

Z této vety plyvnou jako snadny dusledek vety I1L, IIL, IV, které
tvoii hlavni vysledck této prace. Diive viak, nez tyto véty odvodim,
dokazi nasledujici vétu I. Vita tato jest sice znama,®?) jezto vsak vice
k jejimu dukazu poticbné jsme odvodili, provedu zde na nckolika radceich
jeji dukaz.

Véta 1.

d ) =S x -0 ().
Dikaz: Dle identity IL z § 1 plati, je-li v x% > 1,

2 sz ‘.I[ (M dy -~ ‘:l-)' ((\ + x)? '\.2)
1 i oo vk
Z Z j P \’ d, ]; d \.

a= -2 b= -
Dle 2. pomocné vty jest
‘l 1‘
, . () )
P (v,a,l) ((u- by
a tedy

'
!

‘. r ();’ a, [)) d y 0 ( (“..;VI..I;:-’)“" ) .

#%) Viz pojedndni citovana sub ©).
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Dle (10) a (26) jest viak téz

TR azn'h ada'ls

\' P(v,a,b)ydv — S f(y,ab)ydy -- 5 Py(v,a,b)dy=

r.t.t"“- tt‘ll‘

I ' 1
_ S 0 ( Ve (ad «bz)./‘ )d Vo [1)l (v, a, b)]‘ L

200 ) (T ) =0 (D)

v
‘nebot Py o(x, a4, b) = 0 ( (a? L 1)2)““) dle (24)1.
Jest tedy

vix'ls
’ xhe xVs

AMWdy = = Jx'h - o) ) 32
;S‘ L(y)dy - = Jx 0 (x%) -0 .?a: (@t b2 ( ;b: (@ b (332)

(4 ,u‘lb-‘f\”»- wopr M

Oznacme r (1) pocet representaci Cisla # jako souétu dvou étvercu;

potom jest
1 o rm .
Z (@* -~ 03" Z R 0O (x'),

@b . ‘5“5.&»'/‘
RN T XL

jak znamo, a

1 N r (n) "
) D L !

a,b . Wk
a* bt o

jak zniamo.
Plync tedy z (32):

1y

.\' AW dy = =-J x% + 0 (x).

Jezto pak A (x) je ncklesajici funkei x, plati

Jx o O(x) — x- 5 dwydy Za4x) < ,\'-‘/~-S dWydy =Jdx 0@,

vl A
¢imz veta I jest dokdzana.

Véta 1. Existuji tii kladndé konstanty €, €, Cy takové, z¢ mnozina
bodu x, jez lezi v intervalu x,M (g), v (¢) a pro n¢z ¢ (x) >C; "y, mi
miru vétii nez Cgg’s a mnozina bodu x, jez lezi v intervalu  x" (g),
M (g -+ 1), a pro nez Q (x) < - C;x", md miru vétdi nez Cgg™, je-li
¢ > C,.

Dikaz: Dokazme ticba prvni polovinu veéty (druhd se dokdaze ana-
logicky).
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Ozna¢me m miru mnoziny bodu x, v nichz joest
X0 () <x <), Q@) >C;

Dle véty 1. jest pro vscchnu x>
Q) <Cy
Pro nase x plati vak
¥ <Gy
tedy jest

"'l(l)(l{)

S QW dy <mCy Gyl Crg.

PARITH

C,

(’10

‘/l gl/' .

Dlc 4. pomoené véty jest vyraz v levo veétsi nez Cy g’ pro g > €,

tedy jest
n. Cy . Chyligh = € C; Gyl g

Volim-li

just tedy

(.;

mn [ . «7/..;('8.

20 Cr
¢imz dukaz proveden.
Bezprostiednim dusledkem této véty jest

’

A 4
= /cag/z.

Véta . Kazdému celému &islu g >C,; lze piiraditi dvé c¢isla

xl (g)’ x2 (g) t‘d.k, Zc

N<xlg -1 x@<

n? n?

v, (g) A g2+~ 0(9), v, () = 1
1

Nebof, je-li g dosti velké, existuje dle vety LI vintervalu a9 (2),

W ()i resp. " (g), %Y (¢ - 1)] aspoil jedno takové dslo ay (

X, (g + 1).

g) resp.

Je-li kiivka L kruZmice u? + v? — 1, redukuje se tato veta na

Landauovu vétu (p), citovanou v uvodé.
Viéta IV. Oznaéme

{Q( )\ Q) >01

[ je-li l

(\)+ (V) l(}(t)__/_U" (L)_('v) l

Potom pro x > (3 plati

Yo+ dy >C, 7,
1

XXXVIL
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1
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YO~ () dy >Cpyate (34)

Dokazme tieba (33), (34) s¢ dokdze analogicky.
Plati

Mg ,(l)(g,
lS() (\’ d\’>z‘s() (l\/Z ([\'>( Z,\,,

-8 v (D C.< g z(“(g)

(I)(g)\x \(”(g)/x (l)(n)/ x

(dle L pomocné vity).

Vzhledem kx4, (g) ~o Af g% (pro velkd ¢) jest horni mez ciscl g
pics néz sc scitda, asymptoticky rovna \ j“x-; jest tedy
Vz.

Z t\aSu/du.—Ch:w.

Ce- g.
(l) 8-

Jest tedy pro x >C,3.
Cus
S()+ w)dy >Cy. ) M == Clyx’e,

¢imz dukaz proveden.
Dasledek: Jcito patrné

SQ:Mdy*SQ+ dv+SQ o) d v,

jest pro x > Cy:

f1om dy >2C,a%.

1
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