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R O Z P R A V Y I I . T R I D Y Č E S K É A K A D E M I E . 
R O Č N Í K U . Č Í S L O 2 9 . 

O lineárních nehomogenních 
diofantických aproximacích. 

Napsal 

Vojtěch Jarník, Praha. 

Předloženo 22. listopadu 1941. 

§ 1. Úvod. 
Buďte dána celá kladná r, s a vedle toho rs reálných čísel (1 i r, 

1 < |<s). Budeme vyšetřovati vztahy mezi přibližným řešením homogenní 
soustavy 

Í M f + ť — bj = 0 ( j = 1, . . . , s ) 

celými čísly blt . . . , 6r+sl) a přibližným řešením nehomogenní soustavy 

2 Ona, + at+s + oč.- = o (* = 1, . . r ) 
;=i 

celými čísly alt . . .ar+s 2), při čemž <xlt . . a f jsou libovolná reálná čísla. 
Všechna čísla v tomto článku — s výjimkou Dodatku — jsou reálná; 
písmena a, b, c, d (s libovolnými indexy) značí vždy celá čísla. Pro t > 1 
zaveďme tyto funkce: 

'/'i (t'f <*!, . . ., a,) == min (max |0tla! + . . . + + ai+s + a,|); 
0 < max | a;-1 ±t 1 i é= r 

1 S / < s 
' (t\ alf . . . , 0Lr) = min (max | + . . . + + a.+s + a»(); 

max | aj \ A t lězi^r 
í<i<s V2 (/; /?lf ..., fis) = min (max |O^+j + . . . + — bi — 

0<wax|6s+||:-5 t 1 s 
1 < i^r 

(nezavádím již funkci if>2', protože ji nebudu potřebovati). Pro zkrácení 
pišme 

*) Ovšem s vyloučením triviálního řešení = . . . = br+s = 0. 
2) Zde ovšem nemusíme systém a, = at = . . . = 0 vylučovati. 

Rozpravy: Tř. II. Roč. LI. Čfslo 29. 1 
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Vi(t) = Vi('; o, . . 0 ) , = o, . . 0 ) . 
Poznámka 1. Funkce (1) jsou nezáporné nerostoucí funkce proměn-

né t. Dále je zřejmo, že se tyto funkce nezmění, změním-li čísla oc, nebo /?,• 
o celá čísla (stačí, změníme-li vpravo příslušným způsobem čísla ať+s nebo 
ty); je proto lhostejno, vyšetřujeme-li na př. všechny systémy hodnot 
ailt . . . , a, nebo [pouze ony systémy, pro něž je 0 ;< a l < 1, . . . , 0 a, < 1, 
což učiníme v důkazech vět 6,8. Dále je tpi (t; a^ . . . , ar) < Vi (/; alf . . . , af). 

Známa je tato 
s 

Věta 1. lim sup V'i (t).ť < 1 (a tedy, následkem symetrie, /̂ i 
<—V 00 

r 

lim sup tps (t).ts < 1). 
i—v • 

Dále potřebujeme tuto větu: 
f s 

Věta 2. Je-li lim inf if>2 (t) ts > 0, lim inf ^ (ť)ť > 0. 
< >- 00 t — 00 

Cíl, který jsme si vytkli, lze vysloviti takto: máme srovnat i řád funkce 
V>2 (t\ 0, . . . , 0) (při rostoucím t) s řádem funkce (t; alf . . . , a,) (nebo též 
s řádem funkce </'i (2; • • ar), chceme-li vyloučiti případ ^ = . . . = 
= as — 0). V tomto směru jsou známy následující věty 3, 4, 5, kterým 
předešlu tyto poznámky: <p (ť), a (t) budou vždy značit i funkce spojité 
a rostoucí v intervalu t > 0. Dále budiž (p (0) = a (0) = 0 a nechť existuje 
číslo rj > 0 tak, že funkce (p (ť).ť'> je rostoucí v intervalu t > 0, lim (p(t).t~'' 

. j t -V 00 = 00 ; tedy je 
(2) <p (a/) > a* (p (t) pro a > 1, t > 0. 

Znak (>(*) bude vždy značiti funkci inversní k <p(/), takže q (t) je rostoucí 
a spojitá v intervalu t > 0, q (0) = 0, lim (>(/) = oo. Platí pak: 

t >>00 

Věta 3, Budiž lim inf <p (t) if>a (/; 0, . . . , 0) > 1; potom jest3) 
t V " 00 

(3) lim sup q (t).Sup Vi (t\ ai» • •<*,) < ((r + s)\ (r + s)). " i— 00 o ̂  aj < 1 
Tim spíše platí tedy pro každý4) systém (alt . . . , ar) nerovnosti 

lim sup q (t) tpi (t\ alř . . . , ar) < lim sup (> (t) V'i ('i ai> • • • > ar) 5. i •0D >- 00 
v+i 

< ((r + s)! (r + s)) - . 
Z věty 3 plyne tato 
Věta 3'. Budiž 

(4) lim inf (p (t) V'2 (/; 0, . . . , 0) > 0; 
t —v- od 

potom je pro každý systém (alt . . . , af) 
•) Sup f{aXt . . a f ) značí supremum čili horní hranici funkce f(aL, . . a r ) pro 
o^ať <1 

()<*! < 1, . . . , 0<a f < 1. 
4) Viz Poznámku 1. 
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(5) lim sup <) (ť)íp\ (t; « ! , . . . , ar) < lim sup q (*) tpt (t; *lt ..., «,) < oo. 
t -V- 00 I—v co 

Důkaz. Nechť platí (4), takže existuje číslo A > 1 tak, že 

lim inf ^ qp (/) V. (/; 0, . . . , 0) > 1. Podle (2) je ? (417*) > 4 <p (*), takže 

můžeme užiti věty 3, v níž místo <p (t) klademe q> (A'1 ť)\ inversní funkce i _ j. 
k této funkci je A q (/), takže vskutku lim sup̂ 4 *'q (ť) Ví (t\ ax, . . o c f ) 

n+l 
< ( ( r + s) !(, + s)) " < 00. 

Věta 4. Budiž 
(6) lim inf (p (ť) tp2 (t\ 0, . . . , 0) < oo; 

i - > • oo 

potom existuje systém (alt . . . , ar) takový, že 
(7) lim sup (> (tf) (/; a,, . . . , ar) > lim sup q (t) if>i (t\ otlf ..., ot,) > 0. 

/ — >- oo t —» ao 

Věta S.Platí-li (6), platí nerovnosti (y) dokonce pro skoro všechny systé-
my (cLlf . . a , ) * ) . 

Věta 4, jež ukazuje, jak ostrá je věta 3', je ovšem důsledkem věty 5. 
Věty 3, 5 jsou známy®), takže se jimi nebudeme dále zabývati. Budeme však 
vyšetřovati obdobný problém, v němž lim sup, lim inf jsou vyměněny. Do-
kážeme předně tyto věty: 

Věta 6. Budiž 
(8) A > 0, lim sup tp (t) V'2 [t\ 0, ..0) > A ; 

t —>• co 

potom je 
lim inf q (/). Sup </»! (/; alf . . . , <xr) <: A, 
t —>- oo ' 0 ě=«, < 1 l 

kde (9) J = | (r + s)! <r + ,). Max (1. (<" + ^ + 

Tedy je tím spíše 
lim inf q (t) V i {t\ 0Llt . . . , olt) < lim inf q (/) ipx (t\ a1( . . . , af) <_ A 

/ > Ot t - OD 
pro každý systém reálných čísel xít ..., ocr. 

Odtud plyne zřejmě 
Věta 6'. Je-li lim sup q (ť) i/>2 (/; 0, ..., 0) > 0, 

t >- 00 

je pro každý systém (<*!, . . . , ocf) 

lim inf q (t) </V (t\ alf . . . , af) < lim inf q (/) i/'i (*; . . . . a,) < oo. 
t >- 00 / — >- OD 

•) „pro skoro všechny systémy (a1( . . . , ar)" znamená: pravšechny systémy 
(alt . . . , ar), s výjimkou nějakých systémů (a1( . . a f ) , jež v r-rozmérném prostoru 
bodů (a,, . . a r ) tvoří bodovou množinu, jejíž Lebesgueova míra je rovna nule. 

•) Viz časopis pro péstování matematiky a fysiky 68 (1939), str.103—111. 
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Věto 7. Budiž lim sup q> (t) ?/'«(/; O, . . . , 0) < oo; 
t—bCC 

potom existuje systém (%lt ..., ar) tak, že 
lim inf q (t) (t\ cli, . . . , af) > lim inf q (t) tpi (t\ oclf . . . , a,) > 0. 

/ > a t —v ao 

Je patrno, že věty 6, 6', 7 jsou zcela analogické větám 3, 3', 4. Hledá-
me-li však větu, odpovídající větě 5, dostaneme tyto dvě věty, jež mají 
zcela jiný charakter než věta 5: 

Věta 8. Budiž řada 

(,0> i , 
konvergentní. Potom je pro skoro všechny systémy (xlt . .., af) 
(11) lim inf a (t) i/> 1 (t; a l f . . a r ) = lim inf a (t) tp^ (t; <x.lt . . a , ) = oo7). 

/ — >- ac / - x 

Věta 9. Budiž lim = oo ; budiž lim inf i* if>2 (t; 0, ..., 0) ^^ 0 
t—>- X t—> X 

v 
(podle věty i je tedy 

r r 
0 < lim inf tl t}-2 (ť) < lim sup ť* if>2 (t) < 1). 

t - X t » X 
Potom plati: 

1. Je-li rada (JO) konvergentní, platí pro skoro všechny systémy (ALF ..., 
y.r) rovnice (JJ). 

2. Je-li rada (io) divergentní, platí pro skoro všechny systémy (alf ... 
ar) rovnice 
(12) lim inf a (/) </'/ (/; alf . . ., af) = lim inf o (/) (/'j (/; aIf . . ., af) = 0. 

t V X t • X 

Poznámka 2. Krátké důkazy vět 2 a 6, provedené v § 2, neposkytují 
metodicky celkem nic nového8); musil jsem je však provésti, ježto se v lite-
ratuře nevyskytují. Velmi speciální případ věty 7 byl dokázán v Acta 
arithmetica 2 (1937), str. 161—172. Tamtéž byl nadhozen, ale nikoliv 
rozřešen, problém, vyřešený zde větou 9. 

Poznámka 3. Věty 3 až 9 mají limitní charakter; z toho je viděti, že 
tyto věty platí i tehdy, splňují-li funkce <p, a podmínky jim před vyslovením 
věty 3 uložené pouze pro dostatečně velká / (a ne pro všechna / > 0). 

Poznámka 4. Podstatný rozdíl, který je mezi větou f> a větou 9, vy-
svitne z tohoto příkladu. Budiž a = l a pišme zkráceně místo 0fl, takže 

V'a (0 = min | OiCi + . . . + 0rcr — c0\, ípi(t] a,, . . ., af) = 
o < max | c^ | S, t 

1 <»<f 
7) Zde ovšem lze psáti lim místo lim inf. 
•) Viz Časopis pro pěstování matematiky a fysiky 68 (1939), str. 93 až 

102 a 103—111. 
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= min (max10, i + d{ + ocj). 

Zvolme specielně 0U . . . , 6r tak, že čísla í,0lt . . . , 0, jsou lineárně nezávislá 
čísla9) reálného algebraického tělesa stupně r + 1. Potom jest, jak známo10) 
(13) 0 < lim inf ť tyt (/) < lim sup ť tyt (t) < 1. 

/ - • X i X) 
Ve větách 3', 4, 6', 7 položme cp (t) = /r a dostaneme: pro všechny systémy 

i 
(alf . . . ,a f ) je lim inf (*; a1# af) < oo, ba dokonce 

* OD 
J. 

lim sup (t; ollt . . . , 0Lr) < oo; existují však systémy (at, . . . , af) 

takové, že platí lim sup tr tyx' (*; <*i, •. ar) > b a dokonce 
i 

lim inf tyx (/; alf . . . , af) > 0. Až potud jsou výsledky stejné pro 
lim inf jako pro lim sup. 

Pro skoro všechny systémy (cLlt . . . , af) je však podle věty 9 a pro každé 

(5 > 0: lim inf tr (log ť)r tyx' (/; alf .. ., ar) = oo, ale 
i £ 

lim inf ř (log /)r tyi (t\ y.lt . . . , ar) = 0, tedy též 
i 

lim inf ť tyi (t; a1} .. ., af) = 0, kdežto z vět 3', 5 plyne pro skoro všechny 
systémy (ô , . . . , ar) 

i 
0 < lim sup tr tyi (t\ alř . . oc f ) < oo. Odtud je jasně viděti rozdíl 

mezi charakterem věty 5 a věty 9. 

§ 2. Důkaz vět 1, 2, 6.-) 
V tomto paragrafu budeme pracovat i v q - rozměrném euklidovském 

prostoru, jehož body X = (xlt ..., xq) jsou dány pravoúhlými souřadnicemi 
xit ..., xq. Body o celočíselných souřadnicích nazýváme mřížovými body. 
Znak o bude značiti vždy počátek: o = (0, . . . , 0). Jsou-li x (xlt ..., xq), 
y = (yi, •. - ,yq) dva body, u, v dvě čísla, značí ux + vy bod («*, + vyXt ..., 
uxq + vyq) a pod. ftíkárne, že bod x je nezávislý na bodech x(1), . . X ( 0 ) , 
neexistují-li čísla tu tak, aby bylo x = /iX(1) + . . . + tvx(vK Budiž 
dána funkce / (x) bodu x, jež má tyto vlastnosti: je-li / libovolné číslo a 
jsou-li x, y dva libovolné body, je 

•) To značí, že neplatí žádná rovnice c ^ + . . . + Cr(*r = Co, v níž 
max (| C| . . .,|cf|) > 0 . 

10) Pro pohodlí čtenáře podávám krátký důkaz nerovnosti (13) v Dodatku 
(věta 10.). 

") Známé výsledky, uvedené v tomto paragrafu před důkazem věty 1, jsou vy-
loženy podrobněji na př. v časopise pro pěstování matematiky a fysiky 68 
(1939), str. 103—105; důležité nerovnosti (I) byly po prvé dokázány tamtéž, str. 
93—102. 
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(14) / (x) > O pro x 4= o; / (ft) = | <|/(x). / (x + y) < / (x) + / (y). 
Je-li a libovolné kladné číslo, pótom množina všech bodů x, splňujících ne-
rovnost / (x) < o, je v důsledku vlastností (14) konvexní těleso, souměrné 
vzhledem k počátku. Budiž J objem tělesa / (x) < 1. 

Zavedme nyní q bodů x(1), . . . , X(í) takto: budiž x(1) onen mřížový bod 
různý od počátku, pro nějž má /(x) nejmenší hodnotu12). Jsou-li mřížové 
body x(1), . . X { v ) (1 < v <Cq) již určeny, budiž x(" + 1) onen z mřížových 
bodů, nezávislých na bodech x(1), Xřl,), pro nějž má / (x) nejmenší 
hodnotu12). Položíme-li /(x(ť)) = ov, je 

(15) 0 < a, < a, < . . . < aq 

a čísla <jv, t. zv. postupná minima funkce /, jsou funkcí / jednoznačně určena 
(body x(ť) však nejsou jednoznačně určeny, viz poznámku 12)). Platí pak 
důležité nerovnosti 

2? 29 

(16) ^ < " . . . . 0 ^ 7 . 

Buďte dále 

Xh = $Auxt. Yk = 2 A'u,yk (h = 1, ...,q) A-l A-l 
dvě substituce takové, že je identicky 

X1Y1 + ... + XqY, = xlVl + ... + xqyq. 
Položíme-li 

(17) F(x) = max | i A» *A |, G (x) = i | i A'* xh | l^h^q k—l A=1 A-l 
(při čemž x = (x1} ..xq)), splňuje funkce F i funkce G podmínky (14) 
(píšeme-li v nich F nebo G místo /). Budte alt . a q postupná minima 
funkce F; budte xlt . . . , %q postupná minima funkce G. 

Potom platí toto: 
(I) 1 <ok Tq-k+i < q\ pro 1 < h < q. 
(II) Ke každému bodu v = (vlt..., vq) existuje mřížový bod x = (xlt ..., xq) 
tak, že 

(18) F(x + V) = max | 2 A* (xk + vk)\< . 
l^h^q A-l ~~ * 

Až do konce tohoto paragrafu budiž q = r + s a pro z > 0 položme 
(19) F(x)=F, (x) = max ( ! # „ * ! + . . . + 0ux, + 1 * , ..., 

| 0 f l + . . . + 0f$ Xs + Xt+r | 7* , 

u) Ježto / (x) = / (—x) (viz (14)), jsou takové body aspoň dva a může jich býti 
více; jeden z nich si vybereme. 
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(20) G(x) = G.(x) = i l ^ M + i * 10„* i+1 + . . . + S ^ x ^ - x A . 
<-i| * | 1 | | 

Potom jsou Ft G ve vztahu svrchu zmíněném. Těleso F(x) <. 1, vznikající 
z krychle | xv | < 1 (1 < v < q) lineární substitucí o determinantu 1, má obj em 2* ; 
těleso G (x) < 1, vznikající z „oktaedru" | x11 + ... + | xq \ < 1 lineární 
substitucí o determinantu 1, má objem —y 2q . Podle (16) je tedy 

( 2 1 ) q\ = G l ' " ° 9 < l t ! = T l T f = ? ! 

Tělesa -F(x) < 1, G(x) < l a tedy i čísla alt . . . , oq, tx, . . . t i q závisejí ovšem 
na z; budeme proto někdy psáti ax (z) místo ax atd. Z (20) je patrno, že %x (z) 
je spojitou funkcí proměnné z. 

Důkaz věty 1. Podle (15), (21) je ax* <ax . . . oq< 1, tedy ax< 1. 
i 

Budiž / > 1 a položme z =» > 1 . Podle definice čísla ô  existuje tedy 
mřížový bod a = {alt . . . , ar+s) 0 tak, že F(a) < 1, t. j. (viz (19)) 

s 
(22) max I o, | < = t, max|^1a1+ . . . + + as+>\<z~s= * " < 1. 

l^i^s l^i < r 

Kdyby bylo ax = ... = at = 0, bylo by podle (22) též = . . . = as+r = 0, 
t. j. a = 0. Tedy je 

« 

max | a, | > 0 a z (22), (1) plyne (*) < t~r pro každé t > 1, čímž věta 

1 dokázána. 
Důkaz věty 2. Budiž splněn předpoklad věty 2, takže existuje číslo 

r 
A (0 < A < 1) tak, že ip% (t) >At~s pro všechna t > 1, tedy ip* (z*) > 4 r 

pro všechna z > 1. Podle definice (1) potom platí: je-li z > 1 a je-li 
b = (&!, . . &,+,) libovolný mřížový bod různý od počátku, je bucfto 
max | | > zs nebo max | 6xj bs+x + . . . + 0fj bs+r — b, | > A z~r nebo 

konečně 6,+! = bs+i = ... = bs+r = 0 a potom jistě (ježto b =|= 0) 
max I tixj bs+x + . . . + 6rj b,+r — M = max 16,1 > 1 > Az"\ tedy (viz (20)) 

G (b) > A, tedy T, > A. Podle (21) j e tedy T^"1 T, < tx... rq < q!, rq < q! A -«+:1 

a tedy podle (I) 
(23) > 1 > 5 pro z > 1, kde 5 = (q! 

Budiž ř > l a definujme z > 0 rovnicí t = ^ B z r , takže > 2 B - X > 1 
a tedy platí (23); pro každý mřížový bod a = (aXt ..af+,) 0 je tedy 

F(a) > ax>B. Je-li tedy 0 < max I a, I < tt je (1 </ < *) a 
~ ~ ~ ~ | * | * — — 

tedy podle (19) max I 6ix ax+ ... + 0* a. + I > B*- ' = £ ( i £ V' T 7 ; 
~ ~ \£ J 

1 4 
tedy ť tyx{t)>B(iz B)r pro t > 1, čímž věta 2 dokázána. 
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Důkaz věty 6. Nechť platí (8), takže existuje posloupnost tlt ... tak,že 
(24) lim tv = oo, tp (tv) <pt (tv) > A (v = 1, 2, . . .)• 

V 00 1 1 
Budiž 2>0, >q\ Podle (21) je %x< (Tt...*f)« < (?!)* < 2f. Dále existuje 
mřížový bod b = . . . , br+s) o tak, že G (b) = tedy 

(25) max|fts+ť| < Ti2:s, max|^-6s+1 + . . . + Orj b5+r — fty | < < 1 . 
l<»<r l±j<s Z 

Z poslední nerovnosti plyne 
(26 ) m a x | bs+i | > 0 ; 1 <» <_r 
kdyby totiž bylo bs+1 = ... = bs+r = 0, bylo by podle (25) též 

bx = ... = bs = 0, tedy b = 0. Z (25), (26) plyne tedy ZS > 1, 

(27) *)<x*<m**-. 

Ježto rx závisí na z, pišme pro větší zřetelnost rx (z) místo T̂  Ježto podle (24) 
je V'2 (tv) > 0 , 4 oo pro v - oo, a ježto if>2 (t) je nerostoucí, je </'2 (t) > 0 
pro každé t > 1. Podle (27) je </«2 (z). zs) -> 0 pro z * oo, takže je nutně 

(z) .zs >oo pro z > oo. Ježto je Tx (Z) spojitou funkcí z, nabývá Tx (2). pro 
2 v 00 všech dostatečně velkých hodnot, takže lze zvoliti celé k0 > 0 tak, 

1 
že ke každému celému k >k0 existuje číslo zk > (</!)*', vyhovující podmínce 
(28) T, (**).**•= fc; 

při tom lim zk = 00. Podle (24), (27), (28) je potom 
k >00 

<29> * l ) <\ = A M * • > • 
Budte nyní a,, . . .,af libovolná čísla, 0< a , < l (1 < i < r). Podle (II), 

kde klademe vx = . . . = vs = 0, vs+i = • • v5+r = ocf, existují celá 
čísla . . . , ar+s tak, že 

(30) F,k (alf ...,as, a5+1 + a l f . . ., as+r + *r) < ' 

t. j. (viz (19), (28), (29)) 

max | On + . . . + as + as+i + a,1 < ^''\ - = ^ 
2 Tx (z*) V ^ 

Položme 1 
. . . J ! 5 = max ( h (~2~A~)" ) ' Tk = v (B tk)i takŽ6 B = h 

tk - l Q (Tk), Tk > B» (p (tk) > S^í 9 (/,) 
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(viz (2)); potom máme 7* • oo pro k -oo a dále 
q\Q B 

(31) max | a, | < Tk, max \8ila1+ ... + a, + a$+i +• 041 < y ; -. 

Tím je dokázána nerovnost (viz (9)) 

CÍTaJVV (7*; ai, . . . , a f ) < J J. 

o \ o B Abychom zvládli též funkci ip1 (t; ax, . . a f ) , p o l o ž m e = M*azvol-
^ (> (i k) 

me ki > tak velké, že Mk < ^ pro k>kx\ budiž v dalším k > kx. Je-li 

(32) 2Mk<aa< 1 — 2 Mk 

aspoň pro jednu hodnotu i (\ < i <r), plyne z (31) zřejmě max | a, | > 0 ; 
14:1^5 

neplatí-li však (32) pro žádnou hodnotu i, položme y, = a,- pro 2 < i < r, 
y1 = 2Mk pro 0 < a x < 2 Mk, yv = 1 — 2Mk pro 1—2M*<a, <1. Potom 
existují podle (31) celá čísla clt .. ., cr+s tak, že 
(33) max | q | < Tk, max \t)ilc1+ ... + f)is cs + cs+i + ji | < Mk. 

i<s l<^4'• 
Ježto 2 Mk < ;'i < 1 — 2 Mk, je max | q | > 0; ježto | — at | < 2 Mh pro 

1 
1 < i <r, je podle (33) 

max I On cx -f ... + cs + cs+i + a* | < 3 Mk. 

V obou případech (ať (32) platí pro některé i nebo ne) dostáváme tedy 
(viz (1), (9)) 

A 
*ťi (Tk\ «x, .. ., ar) < 3 Mk = - ^ 

pro k klf čímž věta 6 dokázána. 

§ 3. Důkaz věty 7. 
Rozeznávejme dva případy: I. budto existuje číslo t > 1 tak, že 

tf)2 (t) = 0; II nebo je tf>2 (t) > 0 pro všechna t > 1. V prvním případě existují 
celá čísla BXt ..., Br+S tak, že 

(34) B = max \Bs+i\ > 0, k Bs+i— B,ř = 0 (j = 1, . . . , s ) . 
1 ě=ié^r i = 1 

Zvolme čísla ax, . . . , ar tak, že 

(35) -Sa iBs+i = 
i = 1 

Kdyby pro některý systém celých čísel alt . . . , af+4 bylo 
s 1 i 

(36) \2 0ij a, + ai+s + | < ^ pro i = 1, .. r, 
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bylo by 

a tedy podle (34), (35) 

\2 í dj Bs+t + Í Bs+i as+i + 2 Bs+t a, | < ^ 
J = 1 $-1 «-l * = 1 A 

I + + i I < I . 
|/ = 1 »=1 ^ | * 

co/ je nemožno, neboť levá strana má tvar ,,celé číslo plus Tedy neplatí 

(3ti) a tedy je (t\ <xx..., <xf) >; A g Pro každé / > 1 a tedy 

lim inf q (t) \px' (t\ cnlt . . . , otf) = oo, čímž věta 7. v tomto případě dokázána. 
/ —V 30 

Předpokládejme tedy až do konce tohoto paragrafu, že nastává druhý 
případ, t. j. ifjt (t) > 0 pro každé t > 1. Podle věty 1 je lim t/>2 (t) = 0. 

* OB 
Dále je z definice (1) patrno: je-li n libovolné přirozené číslo, je funkce (0 
konstantní v intervalu n < t < n + 1. Zřejmě tedy existuje posloupnost 
přirozených čísel tx < t2 < ts < . . . tak, že (t) je konstantní v každém 
intervalu tk t < tk+1, ale^2 (*A+I) < V2 (*A) (£ = 1 , 2 , . . . ) . Existují pak 
ke každému k > 1 celá čísla bltk, . . . , tak, že 

(37) 0 < max | bs+i,k \ < tk, max 1 2 bs+iik — bh k | = ip% (tk). 

Při tom je dokonce 
(38) max \bs+ifk\ = tk pro k = 2, 3, . . . ; 

kdyby totiž bylo max | 6s+w*| = /? < tk, bylo by podle (37) tf>2 (p) ty2 (/*),což 
lě^iár 

není možno podle definice čísla tk. Podle předpokladu věty 7 existuje číslo A 
a celé číslo x > 0 tak,že pro t > tH je <p (ť) ty2 (/) < A; ježto ty2 (t) je konstant-
ní pro tk < t < tk+i, je speciálně<p (t) if>2(t) = tp(ť) if>2 (tk) <A pro tk<t<tk+ v 
k > x; ježto je (p (t) spojitá funkce, plyne odtud 
(39) q>(th+i) ty2 (tk) <A pro k > x. 
Dokážeme nyní: 

1. pomocná věta. Existuje posloupnost přirozených čísel 
1 < < k2 < k9 < ... tak, že 

hv^>(2r + \)tkv ,V2(tkv)<— jA-.-
9\(2r + l ) « ^ + i ) 

Při důkazu rozeznávejme tyto dva případy: 
I. Od jistého k počínaje je stále 1 < (2r + 1)/*. Potom lze zřejmě 

vybrati posloupnost kx < ^ <£,<... (kY > x) tak, že (2r + 1) thv< hv+1 
< (2r + l)2 tkv ; potom je podle (39), ježto <p je rostoucí funkce: 
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* = ^hz)<WÚ-a>( i A t \ 
\(2r + l)2 k" + iJ 

Tím je pomocná věta v tomto případě dokázána. 
II. Nenastává případ I, takže existuje nekonečně mnoho indexů 

k > x, pro něž je th+1 > (2r + 1) h\ označme tyto indexy po řadě 

h < z2 < z* < • • • i t a k ž e 

(40) 1 > (2r + 1) t,v (v = 1,2, ...),*! >* 

(41) ti + 1< (2r + \)U yozv + l<i<zv + 1 (v = 1,2, . . . ) . " ) 

Definuji nyní: množina nechť se skládá z jediného čísla ttl\ množina 
(v = 2, 3, . . . ) nechť se skládá z čísel 

(42) ^ i + i . ^ i + i . <v 
Z každé z těchto množin 3JÍ„ (v = 1, 2, . . . ) vybereme nyní jistou část 8«> 
podle tohoto předpisu: skládá-li se SK® z jediného čísla budiž = 9R« 
(tedy speciálně 9ti = SKi). Skládá-li se SK, z více čísel (42), lze podle (41) 
zvoliti mezi čísly (42) čísla 
(43) tWl > tw% > ... > t9c (c > 1) 
tak, že 

(44) tmi = t.v, ^-L-j tWi > t,i+1 > tm. (l<i< c); < (2r + 1) t 

Prvky množiny bučíte pak právě čísla . . . , tWc. Čísla množiny + 21« 
+ 9Ta + . . . , srovnaná podle velikosti, označme 

<*i ^ < tk» < 
Tvrdím, že tato čísla mají žádané vlastnosti. Patří-li totiž tkH, <*„+1 do téže 
množiny 2Í„, je podle (44) (všimněte si, že čísla (43) byla srovnána sestupně) 
(2r + 1) t„n < t„n+1 < (2r + l)2 hn a tedy podle (39) 

A A A 

9 l(2r + l)2 U2r + l)2 

Patří-li však do 91, a <*n+1 nepatří do 9t», patří /*fi+1 do a jest podle 

(44) ť*„ = t,v, t,v + x < /*„ + x < (2r + 1) + x ,") 

a tedy podle (40) 

M) tato podmínka neříká ovšem nic pro zp+i = zv + 1. 
M) Uvédomte si, že (44) platí i v tom přlpadé, že = se skládá z jediného 

čísla ; potom je ovSem c — 1, ^ + 1 = x, 
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</'. (<*.) = V. (U < -7A -x ž —: r— r < 

Tím je pomocná věta úplně dokázána. 
Píšeme-li stručněji Tn = tk%, Bv,n = bVikn (v = 1, . . r + 5), můžeme 

obsah této pomocné věty a vzorců (37), (38) vysloviti takto: 
Obdrželi jsme rostoucí posloupnost přirozených čísel Tlt T2, ... tak, že 

(45) Tn + x > (2r + 1) (r.) < - - A 

/fč každému celému n > 0 existuje pak r + s celých čísel BltH, ..., Br + „„ tak, fč 

(46) max | Ba+ť>n | = max /I ' |\ _ 
1 Ji» < r 1 < |J ~ Vij + i,n Í'H\) ~ ' n'' 

Budeme nyní, v tomto i v následujícím paragrafu, vyšetřovati r- roz-
měrný prostor bodů (04, . . . , ar). Slovem „krychle" budeme vždy rozuměti 
krychli, jejíž hrany jsou rovnoběžný s osami souřadnými. Zvolme číslo A 
a potom /2 tak malé, že je 

<47> 0 < A < 7Ť^Tíi\ř s A f1'' (2r + ^ < *Á~A> 0 < X < < 1 * (2r + l)2 v ' ' ^ 8 r + 4' ^ A + 4' 
zvolme tak, že q> (fxTno) > 1. Pro n >^nQ budiž množina oněch bodů 
(a,, . . . , af), jež mají tuto vlastnost: existuje číslo t intervalu qp (A Tn) 
t <(f(fi Tn + l), pro něž je q (t) xpx'(t\ a lř . . . , ocr) < f2. 
Je-li tedy (a,, a2, . . . , a,) e 93„15), existuje číslo t a celá čísla alf . . . , ar+s tak, že 

(48) SBM0Í+ * + , + 1, . . . ,r) , 
y-i I Q \l) 

max | a, | < tp (A 7M+1), t > 9 (A T„), tedy <> (/) > A Tn. 
1 = * 

Podle (45), (46), je potom při vhodném celém čísle Dx 

| i 2 6^ a, B5+,, n + Dx | < s V'i (Tn) <p (A ?« +1) 

<*>(A ^ i n /o. . i\2« ^ < 5̂ 4 — - < S A fxi (2r + l)2" < 8 r + 4 

(viz též (2), (47)). Dosadím-li sem podle (48) za 2 H^ ajt dostanu při vhod-
ném celém čísle D 

") A € M značí: X je prvkem množiny Af. Znak 0 značí prázdnou množinu. ,/»Af 
značí Lebesgueovu míru množiny M. 
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| i ,„«, + + ' f ^ g ^ l + f f 

Podle (47) vidíme tedy: je-li (*lf a, . . . , af) e 8„ (n > n0), existuje celé číslo 
D tak, že 

2 
Tvrdím nyní: každá uzavřená krychle W o hraně — 1X ~— (« > n0) (Jr + 1) ln-i 

2 
obsahuje uzavřenou krychli W' o hraně ^— t ^ , jež neobsahuje žádný 

bod množiny 93„. Důkaz: Bez újmy obecnosti budiž Bs + i,n = Tn (jinak by-
chom event. změnili pořadí indexu i (1 < r) a po případě ještě změnili zna-
mení u všech Bv>n). Budiž (y,, . . . , yr) střed krychle W. Pro zkrácení položme 

(50) X = ~T~ 2 Bs + i,Hyi») 
In »-2 

a zvolme celé číslo E tak, že 
1 E E + 1 1 

~ (27+Vřfn~x < X + T~n<X + —T~ < 1 / 1 + (2r + 1) T~: 

to je možno, ježto Tn > (2r + 1) Tn i. Položme nyní 
E + l - i Bs + i.„ Yi + E + \ 

(51) é 
*n £>s + l,n 

2 a sestrojme uzavřenou krychli W' o hraně ^r + t) T a ° 

.... JV). Zřejmě je W' ( W, neboť ̂ T y T „ < (2r+l) 7VT {2r + \)Tn < Wn 

Budiž (a, a,) e W', takže | a, — < - j ' 

I - y í \ < ( 2 7 + i y r , <2 < ^ ' ) • T e d y <viz (51)- <46» 

(52) I i a, Bs + (> — E — ~ I < I <5, Bs+1, n + i yť Bs+i,n — E — J- + 
| <-i £ I I >'=* A I 

+ I («,—(5.) Bs +i,. + Í («<—; i) B, + ,• J = 
I <<t I 

= I (*, — ÓJ Bs +,,„ + i (ať—y<) Bs + i, J 
I •'=« I 

^ rT% _ 1 1_ 
= (2r + 1) Tn 2 Ar+2 

") Pro r = 1 jest klásti 2 = 0. 
1 - 2 
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Kdyby bylo současně (ax , . . . , a,) € bylo by podle (49), (52) při vhodných 
celých číslech D, E 

| D + E + 2 | ^ | + D ) + 

+ { E + i - i « < ) | < ^ r + 2 + s - í t í 2==2' 

což je nemožno, neboť číslo D + E + ^ má tvar ,,celé číslo plus \ " a ne-
m z 

může tudíž míti prostou hodnotu menší než Tedy žádný bod krychle W' 
neleží v množině 9SW, což bylo dokázati. 

Podle tohoto výsledku lze sestroj iti posloupnost uzavřených krychlí 
2 

W»o ) W"o+1 ) ^0+2 ) • • • t a k ' ž e hrana krychle Wn je + ^ a že pro 
w > «0 je ®n = 0. Existuje bod (a1} a2, . . . , ocr), ležící v průniku 
Wno W^+i Wno+2 . . . Tento bod neleží tedy v množině +1 + 3$n0 + 2 + • • •; 
to znamená však — podle definice množiny SJn —, že q (/) </;/ (11\ ol1, . . 
<*r) > /2 pro t > (p (/, Tno +1), tedy lim inf q (t) e/V (t; a,, . . ., af) > 0, čímž 

t 00 
věta 7 dokázána. 

§ 4. Důkazy vět 8, 9. 
Důkaz věty 8. Budiž řada (10) konvergentní. Pro každé celé w > Oje 

2» xs-1 2<s -1) (»- i) 2ns 
2 > 2" -1 • = 2~s 

x = 2n~1 + i ° r (*) ~ ~ a ' (2n) o'(2-) ' 
• 2ns takže řada —konverguje. Budiž W krychle 0 < oc* < 1 (1 <. i < r) 

n= 1 Or (Zn) — — 

a budiž A/* (£ = 1,2, . . . ) množina oněch bodů (alf . . . , af) krychle W, 
pro něž je lim inf a (/) Vi' ai> ar) < £; máme dokázati, že 

t 00 
/i + Aí2 + . . . ) = 0, a k tomu cíli stačí dokázati, že n Mk = 0 pro 
£=^1,2, Pro celé n > 0 budiž M*,n množina oněch bodů (alř . . . , af) c W, 
jež mají tuto vlastnost: existuje číslo t intervalu 2W < t < 2 n + 1 tak, že 
a (ť) ift 1 (t\ a,, .. ., af) < £. Je-li (ax, . . . , a,) c Mu, existuje ke každému 
celému 2V celé číslo n > N tak, že (olu . . . , ar) f Af*,n, takže 

Mh ( Í MA,n a tedy 
n=N 

(53) u A/* < 1 // Af*,n pro každé celé N > 0. 

Dokážeme-li, že řada 
(54) V fl Mk,n 

1 
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je konvergentní, vyplyne z (53) limitním přechodem N oo ihned hledaná 
rovnice p Af* = 0. 

Je-li (ax, . . . , otf) e Mhtn> existuje číslo / a celá čísla alf ..., at +, tak, že 
' k 2»< /<2» + 1J max max12é^a, + a ť + s + a<| tedy 

(55) K | < 2» + Ml < / < [ i a* + «< + . + « # | < < 1 í 1 5 ť 

je-li n dosti velké. Jsou-li au a, dána, platí pro každé číslo 
<k+t (1 < i' < r) podle (55) nerovnosti 

— 2 6i1a, — 2<ai + t<—2eitai + 1 
/-i /-i 

(neboť 0 <_ a, < 1), což dává pro číslo o, +, nejvýše čtyři možnosti; každé 
z čísel au .. .,as má podle (55) právě 2n + 2 — 1 možností; když pak alt ..ar + s 

2k jsou dány, je bod (ô , . . . , a,) podle (55) omezen na krychli o hraně —̂ r—• 
(7 ) 

Pro dosti velká celá n je tedy 
« + 2 $ r / 2 b \f 2$ + 8f f 2WS 

, * m < ( 2 - 1 ) 4 ( ^ < 2 A . ^ , 

takže řada (54) vskutku konverguje. 
Důkaz věty 9, Buďte splněny předpoklady věty 9, takže existuje 

podle věty 2. číslo A > 0 tak, že 
s 

(56) ipx(t) > At~ pro * > 1. 
r s 

Podle věty 6 (v níž klademe q> (/) = ts, g (t) = t7) existuje ke každému 
celému m > 0 celé číslo / (m) > 1 tak, že 
(57) Vi (/W;a l f . . . ,a f ) <2~m~2 

pro všechny body (ax, . . . , ar).17) Konečně je patrno, že první případ věty 9 
(s konvergentní řadou (10)) je obsažen ve větě 8; předpokládejme proto 
v dalším, že řada (10) diverguje. 

V dalším budou nejenom písmena at b, c, d, nýbrž i písmeno h (s libo-
volnými indexy) značiti vždy celé číslo; písmena w, n (s libovolnými 
indexy) budou značiti celá nezáporná čísla. Znakem p (a{, . . . , a, +,) budeme 

s 
značiti obecně bod o souřadnicích — 2 0t; a,- — (ť = 1, . . . , r). 

/-i 
Je-li b9 4: a* aspoň pro jednu hodnotu M l ^ f l ^ r + s^je 
p (bXt ..., bf^t) 4= p (alt ..af + ,). Kdyby tomu totiž tak nebylo, bylo by « 
2 0i} (bj — a,) + (bi+t — ai+t) = 0 pro 1 < i < r\ zde nemůže býti 

17) Viz „Poznámku 1" v § 1. 
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max | bj — aj | = O, neboť potom by bylo též bi+, — ai+t = 0 pro 1 < i < r, 

tedy = av pro 1 v < r + s. Tedy t0 = max | bj — a, | > 1; definice (1) 

dává potom tpi (t0) = 0, což je ve sporu s (56). 
Bod p (alt ..., af + s) nazveme bodem n-tého řádu, je-li 

max \aj \ < 2n; nazveme jej primitivním bodem «-tého řádu, je-li 
1 šj^s 
n > 2 r + 4 s, 2 " - 2 ' - < max | a, | < 2\ Znak W(hlthit ..., hf\ m) bude 

\<J<S 

značiti krychli 2 ~ m A, < oc< < 2~m (Ať + 1 ) (1 < i < r). Budiž P (hlt ...,hr\ 
m\ n) resp. Q (hu ..., hr\ m\ n) počet oněch bodů «-tého řádu, resp. počet 
oněch primitivních bodů n-tého řádu, jež leží v krychli W (hlt ..., hr; m). 
Zřejmě je 

(58) ' i " ' . . . 2 i ' P(hlt ...,hr\m\n) = P (0, . . . , 0 ; 0 \n) = (2*+ 1+ 1)' 
hx = 0 hr = 0 

(to plyne z toho, že při daných alt ..., as existuje právě jeden systém 
as+i, . . f l s + f takový, že bod p (alt ..., ar + s) leží v krychli 
0 < oc, < 1 (1 < i < r)). Dále je pro n > 2 r + 4 s 

(59) Q (hj, . . . , hr\ m\ n) = P (hlt ..., hf\ m\ n) — P (hít ..., hr\ m\ 
n — 2 r — 4 s). Budiž nyní 2n > f (m) a bučíte hi, hi (1 < i < r) libovolná 
celá čísla. Podle (57) existují celá čísla Alt ..., Ar + S tak, že 

1 
\Ai\<f(m) <2n (1 < /< s), 

2/i/ — A i + o + ^ + * + 2 w + 1 — < 

Leží-li bod «-tého řádu p (alt ..., ar + s) v krychli W (hlt ..., hr\ m + 1), 
dostáváme po řadě: | | < 2" (1 < j < s), 

i -1 2»»TT < - F FTI « » - < ^ T I - 0 I • I 

| + | < 2m + 1 (1 < / < s), 

~ < - 2 0* («/ + Af) - (ai + 5 + Ai+S) < (1 < i < r), 

t. j. p(a,i + Alt ..., ar + s + Ar + s)' je bod řádu n + 1, ležící v krychli 
W (/*/, . . h f ' \ m) \ tedy je pro libovolná hit hi 
(60) P (hlt ...,hr',m + l\n)<P (*/, ..., h/; m\ n + 1). 

Nechám-li zde hlt .. ,,.hr pevná a sčítám-li přes 0 < A/ < 2m(l <_ i < r), 
dostanu z (60), (58) 
(61) 2mf P (hlt . . . , * , ; » + ! ; * ) < (2" + 2 + l)5 + 
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Nechám-li v (60) pevná a sčítám-li přes 0 < h{ < 2-+1 (1 < i < r)9 
dostanu obdobně 
(62) 2í"*1*' P(A,', . . h ť \ m; n + 1) > (2-+1 + 1)' >»•+«•. 
Vzorce (61), (62) platí pro m > 0, 2" > / (m). Píši-li v (61) m místo m + 1 
a v (62) n místo » + 1, obdržím ihned 

2»s-{m + i)r <P(hll ..hf,m; n) < 2<»+•>-<— 

pro w > 0, 2" > max (2 f (m), f (m — 1). Odtud a z (59) plyne pak pro 
m > 0 , 2 " " > max (2/ (tn), f (m — 1)) 

(63) 2n5-mr-r~í <Q(hu ..., hr; tn; n) < 2 n , - m r + 8 , + f , 

neboť podle (59) je 
..., hr; m; n) > 2»*-<",+ 1>' — + = 
_ 2WS — (m + 1)r 23í-4,*-fir(5-1)) > 2»i-mr-r-l 

* * 

Budiž nyní dána krychle 
(64) W(hlt ...,hr;tn) (tn > 0 ) . 

Krychlí řádu n (n > 2 r + 4 5) rozumím každou otevřenou krychli o středu 
2 p (alt . . . , a,+s) a o straně — ^ , kde p (alt ..., ar + ,) je kterýkoliv primi-

a (Z ) 
tivní bod řádu w-tého, ležící v krychli (64). Tato krychle w-tého řádu je tedy 
množina všech bodů (alf . . . , af), pro něž je 
(65) \2 0h at + ai+s +a,1 < - J L (1 < i < r). 

Ježto je 2n > max | a, | > 2n~2r 4s > 0, platí pro každý bod (04, . . a f ) 
1 

krychle (65) nerovnost 

(66) ftP1;". 

Počet krychlí řádu n je Q (hlt ..., hr; m\ n), objem každé z nich je 
2r (o(2n))~r. Klíčem k důkazu věty 9. je tato 

2. pomocná věta. Ke každému n0 existuje konečný počet krychli Ki, 
K», . . . , Kw s těmito vlastnostmi: 

A. Každá krychle K, (1 < i < w) je krychle řádu vyššího než n0. 
B. K« K, = 0 pro 1 <i<j<w. 
C. fi K, + . . . + 11 Ku, > r . 2~mr, kde 

(66') r = 
Ukážeme napřed, že věta 9. plyne z této pomocné věty. Předpoklá-

dejme tedy na okamžik, že 2. pomocná věta je již dokázána. Budiž Af* pro 
k = 1, 2, . . . množina oněch bodů (a,, . . . , af), pro něž je 
Ro*pravý: Tř. II. Roi. LI. Clilo W. 2 
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lim inf a (t) v i (t\ <*.lt . . . , ocr) > takže Af, + Af a + . . . 
* —> OD ™ 

je množina oněch bodu (alf ...,«,), pro něž jeliminf a(ť) (t;alt . . .,ar) >0. 
Předpokládejme, že fi Mx > 0 . Potom existuje jistě krychle 

(67) W =.W (hu ..hf\ tn) (tn > 0 ) taková, že 

f i M l W > ( l — ^ r ) f i W = ( l - | r ) 2 - ^ , takže 

(68) n (W — Ml) < y r - 2 — 

Pro každé «0 > 0 budiž AT (w0) množina oněch bodů (ax, . . . , ocf) e W, pro něž 
existuje číslo t > 2*° tak, že </'i (t\ a,, . . . , ar) <—777- Zřejmě je 

a ( t ) 

N (nn) ) N (n0 + 1), W — Mx ) // N («0), a tedy podle známých vět n0 = 1 

(69) u (W — Mx) > fi U N («0) = lim // AT (*,). 
n0 = 1 n, oo 

Víme, že nerovnost (66) platí pro každý bod (a,, . . . , <xf), ležící v nějaké 
krychli w-tého řádu Podle vlastnosti A z druhé pomocné věty je tedy 

N(th) ) W (Kx + . . • + Kw), 
kde Klt . . . , K«, jsou právě krychle, uvedené v 2. pomocné větě. Ježto 

2 
každá krychle K, má hranu ;< ^r^y a st̂ ed leží v krychli (67), leží 
množina K! + . . . + Kw celá v krychli W, jež je koncentrická s krychlí W 
amáhranu~ + ^nT)- T e dy 

fi N(n0) > /« (Kx + . . . + Kw) — ft (W — W), 
takže podle vlastností B, C z 2. pomocné věty je 

(70) „ N (n0) > 1\2—- ( ( j i - + I;-). 

Ježto lim o(2n°) = 00, plyne z (69), (70) 

fi(W— Mx) > /\ 2 mf, 

což je ve sporu s (68); tedy je/i M1=0. Použij eme-li tohoto výsledku na funkce 
2a(t), 3 a(t), . . . (místo funkce o (t)), jež rovněž splňují předpoklady věty 9, 
dostáváme // Mv = u M2 = fiMz= . . . =0 , tedy též // (M1 + M2+ ...) = 0, 
t. j.: pro skoro všechny systémy (rclf . . . , ar) jeliminf a (t) if^ (í;alt .. .,ar) =0, 
čímž věta 9. dokázána. Zbývá nám ještě úkol, provésti 

důkaz 2. pomocné věty. Budiž dána krychle (64) a číslo n0. Zvolme 
celé v0 tak velké, že 
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(71) 

» ' . > « . , > 2 r + 4s, <x(2".) > 2, 2r>-*'~u > max (2f(m), f(m — l)), 

2 ( ' 
Pro A = 0, 1, 2, . . . položme v„ = »-. + (2r + 4s) k. 
Rada 

® ř ť 
<72) Í 5 H 
je divergentní, ježto řada (10) je divergentní a ježto 

v; * < < 2(2'+ )̂ • -

Ježto každý člen řady (72) je menší než 4 /' (viz (71) a (66')), lze nalézti celé 
číslo K > 0 tak, že 

<73> 4 / , < i ; ^ < 8 / -
Středy krychlí řádu vk jsou, jak víme, primitivní body řádu vk a nejsou tedy 
body žádného řádu vlf kde / < £ (neboť — 2 r — 4 s pro / < k). 
Má-li nějaká krychle 

(74) | Í fy a, + a$+s + a, | < (1 < i < r) 

řádu rk společný bod s jinou krychlí 

(75) | Í fy bj + bi+s + a$ | < (1 < i < r) 

řádu n (0 ̂  / < k), je nutně (víz svrchu) 
s 2 

max | bv — av | > 0, max | 2 fy (bj — oj) + (bi+s — ai+s) | < - < 1 

(viz (71)), tedy 0 < max | bj — a, I < 2 
1 
o 

tedy </>i (2,*+1) < ^ - . Podle (56) je tedy 

(76) — - : < v ' " a (2"i) ^ a (2rJ) 
Tato nerovnost nemůže podle (71) platiti pro k = /, takže dvě různé krychle 
téhož řádu nemají společných bodů. 

Budiž nyní 0 < / < k, budiž 

(77) | i fy a,- + a,+. + a, | < (1 < » < r) 
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krychle řádu vx a budiž S počet krychlí řádu vk, jež mají aspoň jeden bod spo-
lečný s krychlí (77). Tvrdím, že 

( 7 8 ) = 'frďipi)' 
Důkaz: neplatí-li (76), je 5 = 0, takže (78) platí. Předpokládejme 

tedy, že platí (76). Nechť neplatí (78); potom je (viz (76)) 

/to\ c 2s+Sr 2vks (\ 4 2{Vk+1)'rl , tV 
(79) 5 > A-«W) - lL *m ' — J + V ' 
kde [x] značí celé číslo, definované nerovnostmi [x] < x < [x] + 1. Středy všech 
krychlí řádu vkt jež mají společný bod s krychlí (77), leží v jisté krychli SB, jež 
jesoustřednáskrychlí(77)amáhranu—, f neboť x + J j \ / G (2-/) \ o (2vi) ^ o (2vk) ^ a (2vt)} 
Rozdělme krychli 23 na 

2('*+1,"r-
72ři)" 

krychlí aglf 2B2, . . . o hraně 

w -As, - ' Í - ) + i ) " < 
4 

<7(2*/) \L<M*''J -i J / 

ježto počet krychlí SB̂  3032, . . . je podle (79) menší než 5, existují dvě různé 
krychle řádu r*, jejichž středy p (blt . . p (c,f . . . , cr+s) leží v téže 
krychli o hraně (80), takže 

$ 

max | bv — cv | > 0, max | 2' fy (6, — c,) + (6ť+f — | < < 1 

(viz (71)), tedy 0 < max | bj—cA < 2V*+1, tedy </'i (2'*+1) < -> což je ve 
Kj^s 2 K + 1)-f 

sporu s (56). Tedy nemůže platiti (79), čímž (78) dokázáno. 
Budiž nyní % (k = 0, 1, . . . ) množina všech krychlí řádu rk, jež ne-

mají pro 0 < l < k společných bodů s žádnou krychlí řádu n. Množina 
2to + 9íi + . . . + 21* se skládá z konečného počtu krychlí, jež označme 
Ki, K2, . . T y t o krychle mají zřejmě vlastnosti A, B z 2. pomocné věty. 
Zbývá dokázati vlastnost C, což provedeme takto: Budiž Zk počet krychlí, 
patřících k množině 21*. Podle (78), (63) je pro 0 < k < K 

Os+3 r 2 rks 

h Q { h " • • - v í ) 

K Oís+ir Ovjls O r l s -mr 
> nVks-mr-r-í V Z Z 

Co A' ar (2'0 ' 
Tedy je (viz (73), (66')) 
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* K . + . . . + , K . - í Z , ( j ^ ) ' 

= »-<>' 2o'(2"*) \ j_0 <ť(2'0/ 

čímž vlastnost C dokázána. 

§ 5. Dodatek. 
Věta 10. Buďte 1, 0lt ..., 0r lineárně nezávislá reálná čísla algebraického 

tělesa $ stupně r + 1. Položme pro t ^ 1 
</,a(t) = min | #lCl+ ... + 0fcf + Co|; 

0 < max IcJ^ť 
1 

potom je lim inf ť </'a (t) > 0. 
í—ťCO 

Důkaz. Budiž a > 0 celistvé racionální číslo takové, že a0lt ..., a0r 
jsou celistvá algebraická čísla. Pro / = 1,2, . ., r + 1 budte 6Xiu . . 0r,i 
systémy čísel konjugované k systému 6X, . . . , 0f \ specielně = (1 ^i^r) 
(zde ovšem nemusí býti pro / > 1 reálná čísla). Položme 

M = 1 + max | > 1, / = a-1 (3arM)~f < 1. 
1 < »\gr lAJlr+ 1 

Dokáži, že pro každé / 1 je </'* (0 ž t*m bude věta dokázána. Kdyby 
pro nějaké t 1 bylo ť (0 < Á existovala by celá čísla c0, cL, ..., cr tak, 
že 0 < max \ ci\<^tt\aOlcl + ... + aOrcr + ac0\ < A a t~\ tedy 

\co\<\0yCl\+ ... +\0,Cr\ +it-< rMt + 1 < 2 rMt, 
\a 6,1 cx + ... + a 0,1 cr + a c01 < SarM t (2 < / < r + 1), 

r+í 
(81) \II (aOuCt + . . . + a6riCr + aco)\<aAt-' (3arMt)' = 1. 

i=i 
Součin vlevo je norma celistvého algebraického čísla a (0X c1 + ... + 0r cr + c0); 
toto číslo je od nuly různé, ježto 1, 0l9 . . . , 0r jsou lineárně nezávislá, a > 0. 
Levá strana v nerovnosti (81) je tedy celé kladné číslo, jež by podle (81) 
mělo býti menší než 1, což je hledaný spor. 
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