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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK LI CISLO 29.

O linearnich nehomogennich
diofantickych aproximacich.

Napsal

Vojtéch Jarnik, Praha.

Predlozeno 22. listopadu 1941.

§ 1. Ovod.
Budte ddna celd kladna 7, s a vedle toho rs redlnych ¢&isel 6; (1 < <7,
1 < j < s). Budeme vysetfovati vztahy mezi pfibliZnym fesenim homogenni
soustavy
‘E(l.‘,‘ bsyi— b = 0G=1,..., s)

=1

celymi éisly by, ..., b,+5') a ptibliZnym feSenim nehomogenni soustavy

Sbiaj+ aws+au=00=1...7)
=1

1
celymi ¢isly a,, ...d,4s2), pfi CemZ a,, ..., «, jsou libovolnd redlna ¢&isla.
Viechna ¢&isla v tomto ¢ldnku — s vyjimkou Dodatku — jsou redlnd;
pismena a, b, ¢, d (s libovolnymi indexy) znaci vidy celd ¢isla. Pro ¢ > 1
zavedme tyto funkce:

l Yy (L @y, ..., &) == min (max |68, + ... + Oias + airs + );
1)

0<mas|ai|-it 1<s=<y
1%7<s
Py (¢ oy, ..., %,) = min (max |6na, + ... + fisls + Girs + aif);
max|aj| =<t 1=<i=y
1<7<s N
Yot Br oo, B)=min  (max|Oydsys + ... + Cribss, — b — Bi])
O<max|bs il St 1=j<s
1<iZy

(nezavddim jiz funkci y,, protoZe ji nebudu potfebovati). Pro zkraceni
piSme

1) Ov8em s vyloudenim trividlnfho feSenf b, = ... = br+s. = 0.
?) Zde oviem nemusime systém a, = a, = ... = 0 vyludovati.
Rozpravy: TE. II Rot. LI Cislo 29. 1
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2

() = (50, ..., 0), Ya(t) = Ps(£; 0, ..., 0).
Poznamka 1. Funkce (1) jsou nezdporné nerostouci funkce promén-
né ¢. Dile je zfejmo, Ze se tyto funkce nezméni, zménim-li &sla «; nebo B;
o celd ¢&fsla (stadf, zménfme-li vpravo pffslusnym zpusobem ¢isla a;4 s nebo
bj); je proto lhostejno, vySetfujeme-li na pf. vSechny systémy hodnot
@y, ..., %, nebo,pouze ony systémy, pron&je0<a,<1,...,0<ea, <1,
coZ u¢infme v diikazech vét 6,8. Dale je 9, (£; 01, ..., 0) <9y (5 0y, .« .0y ).

Znama je tato
S

Véta 1. lim sup v, (8).t" < 1 (a tedy, ndsledkem symetrie, té%
t—> ®

hmsup«p,()

t—> @

Déle potifebujeme tuto vétu:

f< ).

s

Vita 2. Je-li lim inf o, (£) t* > 0, je té# lim inf ¢, (2)¢" > 0.
t—» ®

t—> o

Cil, ktery jsme si vytkli, 1ze vysloviti takto: mame srovnati fad funkce
Ps (¢ 0, ...,0) (pfi rostoucim ¢) s fddem funkce y,’ (¢; «,, ..., «,) (nebo téz
s fddem funkce ¢ (8 &y, ..., %), chceme-li vylouditi pfipad ¢, = ... =
= a; = 0). V tomto sméru jsou zndmy ndsledujici véty 3, 4, 5, kterym
pfedeslu tyto poznamky: ¢ (¢), o (!) budou vidy znaliti funkce spojité
a rostouci v intervalu ¢ > 0. Dile budiZ ¢ (0) = ¢ (0) = 0 a necht existnje
&islo 7 > 0 tak, e funkce ¢ (£). £ je rostouci v intervalu ¢ > 0, lim @ (¢).£~
= o0 ; tedy je b

(2) pat) >ar @ () proa >1, 1 >0.
Znak ¢ (¢) bude vidy znadliti funkci inversni k ¢ (¢), takZe ¢ (¢) je rostouci
a spojitd v intervalu ¢ > 0, ¢ (0) = 0, lim ¢ (f) = oo . Plati pak:
t »o

Véta 3. Budi% lim inf ¢ (¢) v, (¢, 0, ..., 0) > 1; potom jest?)
i > o
nt+1

(3) li‘rrj sup o (?) .Eu&z{;, By, oo, a) < ((r+s)(r+9)."

Tim spise plati tedy pro katdy*) systém (a,, ..., «,) nerovnosti
lim sup ¢ (¢) ¥, (£ 1, ..., %) < Limsup o (¢) ¢ (¢; &1, ..., %) <
: » ® m t—>» ®
S(r+9r+9) .
Z véty 3 plyne tato
V&ta 3. Budi
4) l‘im inf @ (2) ¥ (2,0, ...,0) >0;
>

potom je pro katdy systém (a,, ..., a,)

3) Sup /(a,, ..., a,) zna¥f supremum ¢&ili horn{ hranici funkce f(a,, ..., a,) pro
OS-a <1
Ofa,< 1,...,0<e,< 1.

4) Viz Poznamku 1.
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3
) li‘rlsgp ety .., 0) < lig»su:p et ey, ..., 2) < o0,
Dukaz. Necht platf (4), takZe existuje &fslo 4 > 1 tak, %e
lim inf A @ (¢) 95 (2,0, ...,0) > 1. Podle (2) je ¢ (A%t) > A ¢ (), takie
mizZeme uZiti véty 3, v niZ misto ¢ (¢) klademe ¢ (A:TI) ; inversni funkce
1

-1 -1
k této funkci je 4 "o (2), takZe vskutku lim sup A4 "o (&) ¥, (¢; &y, ..., &)

n+1
< ((r+ s) Yr +5)) " << o0.
V&ta 4. Budi*
(6) lim inf ¢ (£) ¥, (£;0, ..., 0) < oo;
t->» o
potom existuje systém («,, ..., a,) takovy, 2e

(7) lim sup @ (8) ¥y (¢; &4, ..., &) >limsup g (¢) ¥y (£; &y, ..., %) >0.
{—>» o t—> o

Vé&ta 5. Plati-li (6), plati nerovnosti (7) dokonce pro skoro vSechny systé-
my (1, .., %)),
Véta 4, jez ukazuje, jak ostrd je véta 3, je oviem dusledkem véty 5.
Véty 3, 5 jsou znamy?®), takZe se jimi nebudeme ddle zabyvati. Budeme vSak
vySetfovati obdobny problém, v ném? lim sup, lim inf jsou vyménény. Do-
kdZeme ptedné tyto véty:
V&ta 6. Budiz
(8) A >0, lim sup ¢ (¢) v (¢;0, ...,0) > 4;
t—> o
potom je
lim inf ¢ (¢). Sup ¢, (¢; a4, ..., &) < 4,
t—> @ 0=a;<1 -

be (O A=3(+9l+ 9 Max (CEEE +s)).,)

Tedy je tim spise
liminf o (¢) v)' (¢ 2y, ..., ) <liminfo (&) ¥, (¢ 2y, ..., )< 4
t-—-> ® t - >
pro kazdy systém redlnych Cisel a,, ..., a,.
Odtud plyne zfejmé
V&ta 6'. Je-li lim sup ¢ (¢) v, (¢, 0, ..., 0) >0,
> ™
je pro kaZdy systém (w,, ..., o)
> ®

lim inf o (¢) ¥y’ (¢; &1, ..., &) < lim inf o (&) ¢, (¢; &y, ..., &) < 00.
t > ®

§) ,,pro skoro viechny systémy (a;, ..., ¢r)'* znamend: pro viechny systémy
(e, ..., ar), 8 vyjimkou né&jakych systému (a,, ..., ar), je2 v y-rozmémém prostoru
bodit (a,, ..., ar) tvoH bodovou mnoZinu, jej{Z Lebesgueova. mfra je rovna nule.

¢) Viz Casopis pro péstovadnf matematikya fysiky 68 (1939), str.103—111.
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V&ta 7. Budi% lim sup ¢ (£) ¥, (;0, ...,0) < oo;
t—p

potom existuje systém (x,, ..., «,) tak, e
lim inf ¢ (¢) ¢, (¢; @y, ..., ®,) > lim inf ¢ (¢) ¥, (£; &y, ..., 2,) > 0.
t > o t—> o

Je patrno, Ze véty 6, 6°, 7 jsou zcela analogické vétam 3, 3’, 4. Hledd-
me-li v8ak vétu, odpovidajici vété 5, dostaneme tyto dvé véty, jez maji
zcela jiny charakter nez véta 5:

V&ta 8. Budi% vada

E3 xs—l
10 b
(10) e
konvergentni. Potom je pro skoro vSechny systémy (a4, ..., %,)
(11) lim inf o (¢) 4 (¢; @y, ..., @) = liminf o (¢) 9, (£ 2y, ..., &) = 007).
t—>» t -~ =

V&ta 9. Budi% lim ‘L(f)..: o : budi# lim inf ¢35 P (2;0,...,0) >0

t—> t—> x
r

(podle véty 1 je tedy

0 < lim inf ¢5 ¥, () < lim sup ¢° s, () < 1).
t ~ = t > =
Potom plati:

1. Je-li #ada (10) konvergentni, plati pro skoro vSechny systémy (v, .. .,
2,) rovnice (I1I).

2. Je-li fada (10) divergentni, plati pro skoro vSechny systémy (a,, ...
a,) rovnice
(12) liminf o (¢) ¢ (8 24, ..., &) = l‘im inf o (2) ¢, (4, 2y, ..., ) = 0.

t >=x S

Pozndmka 2. Kritké dikazy vét 2 a 6, provedené v § 2, neposkytuji
metodicky celkem nic nového?); musil jsem je viak provésti, jeito se v lite-
ratufe nevyskytuji. Velmi specidlni ptipad véty 7 byl dokdzan v Acta
arithmetica 2 (1937), str. 161—172. TamtéZ byl nadhozen, ale nikoliv
rozieden, problém, vyfeSeny zde vétou 9.

Poznamka 3. V&ty 3 az 9 maji limitni charakter; z toho je vidéti, 7e
tyto véty plati i tehdy, splfiuji-li funkce @, 0 podminky jim pfed vyslovenim
véty 3 ulozené pouze pro dostateéné velkd ¢ (a ne pro viechna ¢ > 0).

Pozniamka 4. Podstatny rozdil, ktery je mezi vétou 5 a vétou 9, vy-
svitne z tohoto piikladu. Budiz @ = 1 a piSme zkrdcené ¢; misto 6;,, takze

wa(t) =min by + ... + 06—l P, ..., 0) =

o<max|e¢ | <t
1Z6<y

7) Zde oviem lze psati lim misto lim inf.
%) Viz Casopis pro pé&stovanf matematiky a fysiky 68 (1939), str. 93 a2
102 a 103—111.
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= min (max|6; d 4 d; + «;|).
l4]<4 1<i<y
Zvolme specielné 6,, ..., 4, tak, Ze &isla 1, 6,, .. ., 6, jsou linearné nezdvisld
¢isla®) redlného algebraického télesa stupné r + 1. Potom jest, jak znidmo'?)

(13) 0 < lim inf # ¢, (¢) < lim sup # ¢ () < 1.
t .= 3 o

Ve vétich 3/, 4, 6’, 7 poloime ¢ (¢) = ¢” a dostaneme: pro viechny systémy
1
(%1, ..., ) je lim inf ¢7 ¢, (t; &, ..., 2,) < o, ba dokonce
t > ®

1
lim sup £7 ¢, (t; &y, ..., a,) < co; existuji viak systémy (ay, ..., a,)
1
takové, ze plati lim sup £7 ¢, (¢; «y, .. ., %,) >0, ba dokonce
1
liminf¢" ¢, (¢; &y, ..., @) > 0. AZ potud jsou vysledky stejné pro
lim inf jako pro lim sup.

Pro skoro vechny systémy (a,, ..., ,) je viak podle véty 9 a pro kazdé
1 1
0 > 0: lim inf ¢7 (log t)" i ¢ (8 2y, ..., %) = o0, ale
1 1

lim inf ¢ (log )7 ¥’ (¢; 04, ..., %,) == 0, tedy téz
1
liminf ¢ ¢, (¢, ..., 2,) = 0, kdezto z vét 3’, 5 plyne pro skoro vsechny
systémy (x,, ..., a,)
1
0 < lim sup ¢7 ¢y (¢ &y, ..., a,) << 00. Odtud je jasné vidéti rozdil
mezi charakterem véty 5 a véty 9.

§ 2. Dikaz vét 1, 2, 6.1)

V tomto paragrafu budeme pracovati v ¢ - rozmérném euklidovském
prostoru, jehoZ body X = (#,, ..., %) jsou diny pravouhlymi soufadnicemi
%1, ..., % Body o celodiselnych soufadnicich nazyvdme miiZovymi body.
Znak o bude znaditi vidy pocitek: 0 = (0, ..., 0). Jsou-li x == (x,, ..., %),
y= (%, ...,y dva body, %, v dvé &isla, zna¢i ux + vy bod (ux, + vy,, ...,
uxy + vyg) a pod. Rikdme, %e bod x je nezdvisly na bodech x®, ..., x®,
neexistuji-li ¢isla ¢,, ..., 4, tak, aby bylo x = £,x® + ... + £x®. Budiz
déna funkce f (x) bodu x, jeZ md tyto vlastnosti: je-li ¢ libovolné &islo a
jsou-li x, y dva libovolné body, je

") To znaéf, Ze neplat{ 24dna rovnice ¢#; + ... + crfy = ¢o, Vv nfZ
max ([¢|, ....ler]) > 0.

1) Pro pohodlf ¢tendte podavam kratky dilkaz nerovnosti (13) v Dodatku
(véta 10.).

1) Znadmé vysledky, uvedené v tomto paragrafu pfed dikazem véty 1, jsou vy-
lozeny podrobné&ji na pt. v Casopise pro péstovan{ matematiky a fysiky @8
(1939), str. 103—105; duleZité nerovnosti (I) byly po prvé dokidziny tamtéZ, str.
93—102.
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(14)  f(x)>Oprox=o; f(i&x)=[¢[f(x),/ (x+y) < /() +/(y)

Je-li o libovolné kladné éfslo, potom mnozina véech bodu x, splfiujfcich ne-
rovnost f (x) < o, je v dusledku vlastnosti (14) konvexn{ téleso, soumérné
vzhledem k po¢atku. Budiz J objem t&lesa f (x) < 1.

Zavedme nyni g bodid x, ..., x@ takto: budiZ x!* onen mfizovy bod
razny od pocatku, pro néjZ ma f(x) nejmensi hodnotu'?). Jsou-li mtiZové
body x@, ..., x® (1 < v <q) jiZ urfeny, budiz x*+1 onen z mfiZovych
bodu, nezdvislych na bodech x®, ..., x, pro néjZ ma f(x) nejmensi
hodnotu??). PoloZime-li f(x*) = o,, je

(15) 0<a,<o,<...<a,

a ¢fsla oy, t. zv. postupnd minima funkce f, jsou funkci f jednoznaéné urcena
(body x® v$ak nejsou jednoznacné urleny, viz pozndmku !2)). Plati pak
dulezité nerovnosti

%0
(16) 3"—;0;...0,2—

q!] I
Budte dile

Xa=Sdum Ya=SAumk=1,...,9
k=1

A=1

dvé substituce takové, Ze je identicky

XY+ . + XgYg=29 4+ ... + %9,

Polozime-li
q 9 49
(17) Fix)=max |SAuxa], GX)=X|JAwna]|
1<h<gq k=1 A=1 k=1
(pfi cemz X = (x,, ..., %)), splfiuje funkce F i funkce G podminky (14)
(piSeme-li v nich F nebo G misto f). Budte g,, ..., 0, postupnd minima
funkce F; budte z,, ..., 7, postupnd minima funkce G.

Potom plati toto:

(I) l1<otasiZqgprol<h=<gy
(II) Kekazdému bodu v = (2, ..., 7,) existuje miiZovy bod X = (x, . . ., %)
tak, Ze
3 q9'q
(18) F(x 4+ v) = max |2Au.(x¢+m)|;—2—r.
1=5h<gq h=1 T

Az% do konce tohoto paragrafu budiZ ¢ = » 4 s a pro z > 0 poloZme
(19) F(X) =F,(X) = max (|0u,x1+ coe + onxg +x;+;|z‘ ) ooy

):

1) Jezto f (x) = / (-—Xx) (viz (14)), jsou takové body aspoii dva a miZe jich byti
vice; jeden z nich si vybereme.

z'

— X,
2’

[0 20+ oo + O 2 + %asr| 2,

9 e ey
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20) G(x) = Gx) =.‘5:‘|% + ,é*lz' Oy Zess + - -+ + O Tare— 15|
- ’-

Potom jsou F, G ve vztahu svrchu zminéném. Té&leso F(x) < 1, vznikajfcf
zkrychle|x,| < 1 (1 < v < ) linedrni substitucf o determinantu 1, md objem2¢ ;

téleso G (x) <1, vznikajici z ,,oktaedru* | 2| 4+ ... + | %| < 1 linedrn{
substituci{ o determinantu 1, md objem ‘F2' Podle (16) je tedy
(1) D o<l 1<t ...7<q!

Télesa F(x) <1, G(x) < latedyitislao,, ..., 067, ..., 1, zdvisej{ oviem
na z; budeme proto né€kdy psiti o, (z) misto o, atd. Z (20) je patrno, Ze 7, (2)
je spojitou funkci proménné z.

Dikaz v&ty 1. Podle (151), 1) je ¥ < 0y ...0,<1, tedy o, < 1.

Budiz ¢ > 1 a polozme z = ¢’ > 1. Podle definice &isla o, existuje tedy
miiZovy bod a = (a4, ..., a,+s) & 0 tak, ze F(a) < 1, t. j. (viz (19))

(22) max |a|< 2z =¢ max|bpa;+ ... +0ua + @y |< 270 = L T<1.
1<j<s - 1<i<r -

Kdyby bylo a; = ... =4, =0, bylo by podle (22) téZ @s4,= ... =54, =0,
t. j. a = 0. Tedy je

max |a,|>0az (22), (1) plyne ¥, (/) <t * pro kazdé ¢ > 1, &mz véta

15j%
1 dokédzana.
Diikaz véty 2. Budiz splnén predpoklad véty 2, takZe existuje Cislo

A0 <A <1)tak, Ze a(t) >A¢t * pro viechna ¢>1, tedy 9, (z) >A 2"
pro vsechna z > 1. Podle definice (1) potom plati: je-li 2>1 a je-li
b = (b, ..., by+s) libovolny miizovy bod riuzny od potitku, je budto
max | byi | > 2° nebo max | 64 bs41+ . . . + 045 bsyy — bj| > A 27" nebo

1=ixy 15i<s

koneéné b,4; = byys = ... = by, = 0 a potom jisté (jezto b 3= 0)

max | Oy bspr + ... + Oy bsy, —b;| = max |bj| =1 > Az~7; tedy (viz (20))
i 1<j<s

1<j<s =12

G (b) > A, tedy 7, > A. Podle (21) je tedy 7,9 174< 7, ... 74< ¢!, 7, < g! A~
a tedy podle (I)

(23) 0,>11>Bproz>1,kde B = (q!)-1 491

Budiz ¢>1 a definujme z >0 rovnici t=%Bz' , takZie 22 >2B-1>1

a tedy plati (23); pro kaidy mftiZovy bod a = (a4, ..., @r4s) F 0 je tedy
a;

F(a) > 0, > B. Je-li tedy 0 < max|g;|<¢, je |-~ 5lB(l_<_j§_s) a
= 1siss Z|m2° T ==

tedy podle (19) ,’L‘,?’i,' ir@ + ... + 0@ + @is| > Bz—'=B (%B)—'_ t;

tedy & ¢, (¢) = B (% B)" pro ¢t > 1, ¢im# véta 2 dokdzdna.
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Dikaz vEty 8. Necht plati (8), takZe existuje posloupnost ¢y, 2, ... tak, %e
(24) limé =, @) Pa(t) >A(v=1,2,...).

1 1
Budiz z>>0, 2 > ¢! Podle (21) je 7, < (7;...74)? < (¢!)? < 2*. Ddle existuje
mifzovy bod b = (b,, ..., b,+s) % 0 tak, Ze G (b) = 1,, tedy

1
(25) max | beyi| <7y 2, max|0,, bopr+ oo F Uhibp, — b | < z‘,<].

1<s<ry
Z posledni nerovnosti plyne
(26) max | bs4i| > 0;

1<i<r
kdyby totiZ bylo b4y =... = b4, =0, bylo by podle (25) téz
by=...=b,=0,tedy b = 0. Z (25), (26) plyne tedy 7, z= > 1,

1

(27) pamz) < (g,

Jeito 7, zdvisi na z, piSme pro vétsi zfetelnost 7, (z) misto 7,. Jezto podle (24)

je va (8,) >0, t, - o prov - oo, ajeito , () je nerostouci, je y, () >0

pro kazdé ¢ > 1. Podle (27) je ¢, (11 (2).2°) — 0 pro z - oo, takZe je nutné

7,(2).2° » o0 pro z- » co. Jezto je 7, (z) spojitou funkcei z, nabyvd 7, (z). z° pro

z » oo viech dostate¢né velkych hodnot, takze lze zvoliti celé &, >0 tak,
1

e ke kazdému celému % > %, existuje ¢&islo 2z > (¢!)7", vyhovujici podmince

(28) Ty (Z’,) LS == I
pfi tom lim 2z, = co. Podle (24), (27), (28) je potom
k >
1 1 1 1
(29) @ (t) < q " () = q Y (72 (20) 28°) < A 1|z(::h) (k = ko).

Budte nyni «,, . . ., , libovolnd &isla, 0 < @; <1 (1 < 7 < 7). Podle (II),
kde klademe v, = ... =v,=0, v34, = 0,, . . ., Usy, = &,, existuji celd
éisla ay, ..., a,+s tak, Ze

!
(30) F'k (al; vy @y Aspy + Xy, ..., sy T 1,) <_ 2?] (q;;)—,
t. j. (viz (19), (28), (29))
fg’;!ail_ (z < o(h),
) , 1w 7' _qlq
{n;);!(lual F i F il + Ao+ o] < 91 (m) o = 20
PoloZme 1

l
B—max( ( —A-) ),T.=¢(Bz.), takze B > 1,

3
b=t o (T, TozBrgw > 1% q
A-—BP k), 1x = ‘Ph:2A
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(viz (2)); potom mdme T, » co pro k—- oo a ddle

19 B
(31) {n:}):!aal < Tk. max | Oia,+ ... + Ois @ + Geri + o] < _qu_%i)_.
Tim je dokdzdna nerovnost (viz (9))
1
o (TR) ¢y (Th; ¢4y ooy ) < 3 A.

Abychom zvlddli téz funkci ¢, (¢; 2y, ..., ), poloime = Mazvol-

q'¢B

) e(Tw
me &, > k, tak velké, ze M; < 4 pro k > ky; budiz v dalsim k>Fky. Jeli
(32) 2M,,<a.~<l—2Ml,

asponl pro jednu hodnotu i (1< 7 <7), plyne z (31) zre]me max |a,| >0;

neplati-li véak (32) pro Zadnou hodnotu ¢, poloZme ¥; = «; pro 2 <i<zv,
n=2M; pro 0 < o, <<2M,, yy=1—2M,; pro 1 —2 M <a, <1. Potom

existuji podle (31) celd &isla ¢y, .. ., ¢,4s tak, 7e
(33) max | C,‘I < T, max I binca+ .. + Uises + csys + ~‘y.‘|é M.
1<j<s 1<i<r

Jezto 2 My < 71 < 1—2M,, je max|c¢;| > 0; jeito | — a;] < 2 My pro
1<j<s h
1 <i<7, je podle (33)
max|t/,lc1 Lo+ bisee + opi + 0| < 3 M.

1<i<r¢
V obou piipadech (at (32) plati pro nékteré ¢ nebo ne) dostivime tedy
(viz (1), (9))

l/’] (]‘k; 0y, ooy G,) i 3 Mh = é.(n)

pro k > k,, ¢imz véta 6 dokdzdna.

§ 3. Ditkaz vity 7.

Rozeznivejme dva ptipady: I. budto ex1stu]e ¢islo ¢ >1 tak, ze
s (¢) = 0; IT nebo je ¢, (t) > 0 pro viechna ¢ > 1. V prvnim pi‘lpadé existuji
cela ¢disla By, ..., B, tak, ze

(34) B—max|Bs+,|>0 "0.,B,+.—B =0@G=1,...,9).
1=¢=
Zvolme ¢&isla a,, ..., «, tak, Ze
4 1
(35) .‘E‘?' Bs+o' = 2

Kdyby pro néktery systém celych cisel 4y, .. ., a4+s bylo

. 4 1« .
(36) i|;‘:l(l.~,~ a; + @ips + 2| < 5 g Prot= ..
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bylo by
|-S; 2!1031 afB:+s + vB.c+o As+i + - Bs+. a-l < é
i=1 =

a tedy podle (34), (35)

s 4 1 1
ZBjai+ I Byiiassi + 5 | < 5,
i=1 i=1 2 2
coZ je nemozno, nebof leva strana mad tvar ,,celé ¢éislo plus 21". Tedy neplati

(36)atedy jew, (¢ 01 .., %) > 2’1'—3 prokazdé ¢t > 1 a tedy

liminfo (¢) ¥, (¢ ¢4, ..., ®,) = oo, ¢imZ véta 7. v tomto pifipadé dokdzdna.
t—>» @
Ptedpoklddejme tedy az do konce tohoto paragrafu, Ze nastdvd druhy
ptipad, t. j. ¢ (¢) >0 pro kaidé ¢ > 1. Podle véty 1 je lim ¢, (2) = 0.
t—

Déle je z definice (1) patrno: je-li # libovolné pt¥irozené ¢islo, je funkce v, (2)
konstantni v intervalu n < ¢ <n + 1. Zfejmé tedy existuje posloupnost
ptirozenych ¢&isel ¢, < t, < ts < ... tak, Ze ¢, (¢) je konstantni v kazdém
intervalu # < ¢ <fr4y, ale s (fyr) <@ (ta) (R = 1,2, ...). Existuji pak
ke kazdému %k > 1 cela ¢&isla by, ..., b,+,,. tak, zZe

(37) 0 < max I bs+nk I < th: max ' e 0 bs+nk —_— b” k I == Py (tk)

<. ' <
Pti tom je dokonce
(38) max |bsyial =& prok=2,3, ...;
154y

kdyby totiz bylo max | bs+ik| = B < s, bylo by podle (37) v, (8) < 4, (ta), cOZ
neni mozno podle deﬁmce ¢isla #. Podle ptedpokladu véty 7 existuje ¢islo A
a celé Cislo x >0 tak,Ze pro ¢ > ¢, je @ (2) ¢, (¢) << 4; jezto ¢, (2) je konstant-
nipro & < t < ti4,, je specidlné @ (2) Po(t) = @(2) Py (8) <A pro <t <trsr
k > x; jeZto je @ (¢) spojitd funkce, plyne odtud
(39) Pltasr) Y2 (W) =4 prok >x.
Dokazeme nyni:
1. pomocné v&ta. Existuje posloupnost prirozenych éisel

1 <by<bky<hs<l... tak, Ze
—A S
(@)
Pri dukazu rozeznivejme tyto dva ptipady:

I. Od jistého & poéinaje je stdle tryy < (27 + 1)&. Potom lze zfejmé
vybrati posloupnost &, < ky < ks < ... (k, > x) tak, ze (27 + 1) b, < tayy,
< (2r + 1)*4 ; potom je podle (39), jeZto ¢ je rostouci funkce:

by > 27 + 1) 0, g (ts,)

XXIX.
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4 4 4
);‘P(th.,+1)<¢(‘b.)ré¢ 1 t
((2,+1)z *u+1)

Tim je pomocnd véta v tomto ptipadé dokdzdna.
II. Nenastivd ptipad I, takZe existuje nekone¢né mnoho indexu
k > x, pro néZ je tay, > (27 + 1) t; ozname tyto indexy po fadé

2 L2 << 23 ..., takZe
(40) rr >+ 1)t 0=1,2...), >«
@) L <@+ 1)t poz,+1<i<z4+, (©=12...)05

Definuji nyni: mnozina 9k, nechf se sklddd z jediného &fsla ¢, ; mnozina
M, (v =2, 3, ...) necht se sklidd z &isel

(42) t'v-l +1) t"ll~l+ 2y ooy tl"-

Z kaidé z téchto mnoZin M, (v =1, 2, ...) vybereme nyni jistou &ast As
podle tohoto ptedpisu: sklidd-li se M, z jediného &fsla ¢, budiz A, = M,
(tedy specidlné ¥, = M,). Skladé-li se M, z vice &isel (42), 1ze podle (41)
zvoliti mezi Cisly (42) &isla

7N (th,

(43) loy, Stey> ... >te, (c>1)
tak, zZe
1 1 .
(4) ly, = bsy; 2’—_!_—1 lo; > t-,-+1_>: (—zm)—’ tw; (1<7<e¢); le, < 2r+1) t'.,_1+l

Prvky mnoziny %, budte pak pravé &isla lo, -, lu, Cisla mnoziny ¥, + A,
+ %A, + ..., srovnand podle velikosti, oznadme

<y g <....

Tvrdim, Ze tato &isla maji 2ddané vlastnosti. Patti-li totiz b, br,,, do téze

mnoZiny ¥, je podle (44) (viimnéte si, Ze &isla (43) byla srovndina sestupné)
2r + 1) s, < ta,,, < (27 + 1)2 1, a tedy podle (39)

A 4 4
Vs (t,) < @ (fay+1) < @ (&)

A

? ((2—’_—:_—1—)2 t"u+l)
Patti-li vSak 7, do %, a &, , nepatii do As, pattf /s, do sy, a jest podle
(44) by =1, 41, = 2r+1) ty+1,19)
a tedy podle (40)
by 2t 41> 20+ 1)ty = 20+ 1) ta, ;

1) tato podminka netfk4 oviem nic pro zv+1 = 20 + 1.
4) Uvédomte si, Ze (44) platf i v tom pHpadé, 2e M, = ¥, se sklada z jediného
¢isla ¢, ; potom jeovéemc=1,z5,,+1 =3,

XXIX.
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A
< A

< .
(p(t:”-n)"‘ 1 1
9’(2,+1 »+1) q’((2,+l)zt"u+1)

Tim je pomocna véta tplné dokdzdna.
PiSeme-li stru¢né&ji Ty = &, By,n = bo,s, (v =1, ..., 7 + 5), miZeme
obsah této pomocné véty a vzorcu (37), (38) vysloviti takto:

s (tﬁ ) = Yy (‘:',) =

Obdr Zeli jsme rostouci posloupnost privozenych &isel Ty, T, ... tak, %e
A
(45) Tn +1 > (27 + 1) Tm 1Pa (Tu) é -
P (2—’+—1)2 Tay 1)
Ke katdému celémun > 0 existuje pakr + s celych &isel Bym, . . ., B, + s,n tak, ze
16 Bsyijw| =T, w
( ) l<ntl£lx I * I ll;nla.‘x‘(, 0,,Bs+.,,—B,,.|)_'p!(T)
® % *

Budeme nyni, v tomtoiv nasledujicim paragrafu, vySetfovati r- roz-
mérny prostor bodi (v, ..., %,). Slovem , krychle* budeme vidy rozuméti
krychli, jejiz hrany jsou rovnobézny s osami soufadnymi. Zvolme ¢islo f,
a potom f, tak malé, ze je

. 1 ) , 1
1) 0<h < e s b @4 I < 0 <P <l

zvolme #, tak, Ze @(f,T,) > 1. Pro n > n, budiz B, mnoZina onéch bodu

(%, ..., /), jezZ maji tuto vlastnost: existuje &islo ¢ intervalu ¢ (f, T,) <

t < @ (f Tat1), pro néz je o (&) wi'(¢; 2g, - .., &) < fa
Je-li tedy (ay, @, . .., a,) € B,*), existuje &islo taceld isla a,y, . . ., a,,, tak, 7e

] ) f.
i._?l(h,- a + @igs + % g(t)

max | a;j| < @ (h Tut1), 1 2 @ (f1 T), tedy @ (§) = /1 T

1Xj=<s

(48)

. 7),

Podle (45), (46), je potom pfi vhodném celém ¢isle D,

I 2'0 a; s+i,n+D1|§3U’:(Tn)¢(f1 Tyia)

je=18=1
;SA ~ (/ll u+l) ;SA /1,'(2’+1)
l'J ((—2r+1_)2 n+1)
(viz téZ (2), (47)). Dosadim-li sem podle (48) za .‘:‘ 6;; a;, dostanu pfi vhod-
jm=1

1
"< g4

ném celém ¢&isle D

¥) A ¢ M znalf: A je prvkem mnoZiny M. Znak 0 znaéf prdzdnou mnoZinv. #M
znaéf Lebesgueovu miru mnoZiny M.
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4 1 for Tu 1 far
|.iBs+o,n¢a+Dl<8'+4+ (-‘(t) __8'+4+7"—

Podle (47) vidime tedy: je-li (o, &5 ..., a,) € B, (n > n,), existuje celé tislo
D tak, %e

14 1
. ) ; .
(19) |‘:lB,+.,,.a. + D|<4r 5

. , , 2 -
Tvrdim nyni: katdd uzavéend krychle W o hrané @ ¥0To (n >> n,)

(2—’—_*_2—1)—],”, je¥ meobsahuje iddny
bod mno%iny B,. Dikaz: Bez (ijmy obecnosti budiz Bs, 1,» = T (jinak by-
chom event. zménili pofadi indexu ¢ (1 <7 < ) a po ptipadé jesté zménili zna-
meni u viech B, ,). BudiZ (y,, ..., y,) stfed krychle W. Pro zkrdcen{ polo#me

1 4
(50) X = —T_, ‘:S;Bs+i,n )’i")

obsahuje uzavienou krychli W’ o hrané

a zvolme celé ¢islo E tak, Ze

_ 1 E+1 1
1 (27+1)T,,1<X+ <X+ T—</n+m_—l,

to je mozno, jeito T, >> (2r + 1) T,.;. PoloZme nyni

E+% '_‘~B571n/l+F+2
G1) h=Xt =TT B, T

a sestrojme uzavienou krychli W’ o hrané a o sttedu (d,, y,

2

@+ 1) T,
1 1 1 1

BN, @+ 1)Toy @ + 1) To ~2T»
1

@ +1T,

fos — 7l < (ﬁ (2 < i < 7). Tedy (viz (51), (46))

vy ). Z¥ejmé je W’ ( W, nebot

Budiz («, ..., «,) € W’, takie |a, — d,]| <

| +

[N

| Z"G.-Bs+.",.—-E—' .15 I;ldl Bsi1,n + E'J/.‘ B, ipn—E —
i=1 a i=2

+ | (€s—0)) Bst1,n +.Eg(¢-' ) Bstiyn

(ll _'61) B, +1,n + > (as—)’.') B, +i,n

<_'T~__=

-
=2+ 0T, 2 H+2

1) Proy = 1 jest klasti Z 0.

=2

XXIX.



14

Kdyby bylo soutasné («, ,. .., a,) € B,, bylo by podle (49), (52) pti vhodnych
celych éfslech D, E

|D+E+2]i'——-|(-§Bs+:,na.+D)+

=1

coZ je nemozno, nebot &islo D + E + l md tvar ,,celé ¢islo plus ;“ a ne-

Tedy 24dny bod krychle W’

MI'—‘

muZe tudiz miti prostou hodnotu mensi nez

nelezi v mnoziné& RB,, coZ bylo dokdzati.
Podle tohoto vysledku lze sestrojiti posloupnost uzavienych krychli

Wa, ) Was1) Wa 2 ) ... tak, Ze hrana krychle W, je azepro

@r+1)T,

n > n, je W, 8, = 0. Existuje bod (x,, %, ..., &,), lezici v pruniku

Way Wa,11 Wa 42 . .. Tento bod nelezi tedy v mnozing B, 41+ B + 2+ .. .;

to znamend vSak — podle definice mnoziny 8B, —, ze ¢ () ¥y’ (¢; y, - .-,

%) > f2 pro ¢t > @ (f; T, +1), tedy lim inf ¢ (¢) vy’ (¢ 1, ..., &) >0, &im2
t—> ®

véta 7 dokdzdna.

§ 4. Dikazy vét 8, 9.
Diikaz v&ty 8. Budiz fada (10) konvergentni. Pro kazdé celé n >0 je

” —_ - —_
1\‘ _xs_1> .—1.2“_1)112 —-Sﬂ,
o141 o’ (x) == o’ (2n) i (2n)

takze fada .)‘ 2(2”) konverguje. Budiz W krychle 0 < a; <1(1<7<7)

a budiz M. (k =1, 2, ...) mnozina onéch bodt («,, ..., %,) krychle W,

pro néz je lim inf ¢ (¢) ¥ (¢, @y, ..., ) < k; mdme dokdzati, Ze
t—» o

(M, +M,+ ...) =0, a k tomu cili sta¢i dokazati, ze uy M, = 0 pro
k=1,2, .... Procelé n >0 budiz M,,, mnozina onéch bodua (a,, ..., «,) c W,
jez maji tuto vlastnost: existuje Cislo ¢ intervalu 2 < ¢ < 2*+1 tak, 7e
o) vy (8 o, ..., &) <k Jeli (af, ..., @) € My, existuje ke kazdému
celému N celé &islo n > N tak, Ze (a, ..., &,) € My, takie

My( 2 M,;,,  atedy
n=N

(53) W My< 3 u My, pro kaidé celé N > 0.
"mn=N

Dokédzeme-li, 7e fada

(54) 3 N Mp,n

XXIX.



15

je konvergentnf, vyplyne z (53) limitnfm ptechodem N -> oo ihned hledand
rovnice u M, = 0.

Je-li («,, ..., a,) € My, existuje éfslo taceld éfslaa,, ..., a,,, tak, e
: k
<t <<2**1 max |a;| < ¢, max|Z6;a; + G4+ | <, tedy
h 1<j<s = 1<igrj=1 o(t)

55 |aj| < 2041 (1< <), | 30 ay + i3 + o] <—rex <1(1<i <),
- 1= a(2*)

je-li # dosti velké. Jsou-li a4, ..., @, ddna, plat{ pro kaidé &fslo
a4, (1 < ¢ < 7) podle (55) nerovnosti

—2'0.,a,—2< a.+,<—204,a,+1

=1
(nebot 0 < a; < 1), co% ddva pro &islo &+, nejvyse &tyfi moznosti; kazdé
zliselay, . .., a,md podle (55) priv& 2 + 2 —1moZnost{; kdyzpak a,, ...,a,+
k
jsou ddny, je bod (a,, ..., %,) podle (55) omezen na krychli o hrané 2(2“)

Pro dosti velka celd # je tedy

+ 2 s r 2 k r 2s+8r 7 20:
2 J— - _ R,
F‘Mk.n 3 (-‘ 1)4(0(2n))<2 k oy(2n)'
takZe fada (54) vskutku konverguje.

Dikaz v&y 9. Budte splnény ptedpoklady véty 9, takie existuje
podle véty 2. gislo A > 0 tak, ze

(56) i(t) > At " pro ¢t > 1.
Podle véty 6 (v niz klademe ¢ (¢) = ¢°, o () =
celému m > 0 celé &islo f (m) > 1 tak, ze

(57) W (f(m); 2y, ..., 0) << 2-m—%

pro vSechny body («,, ..., «,).?) Kone&né je patrno, ze prvni pfipad véty 9
(s konvergentni fadou (10)) je obsaZen ve vété 8; pfedpoklddejme proto
v dal$im, Ze fada (10) diverguje.

V dal$fm budou nejenom pismena a, b, ¢, 4, nybrZ i pfsmeno A (s libo-
volnymi indexy) znaliti vidy celé &fslo; pismena m, n (s libovolnymi
indexy) budou znaditi celd nezdpornd él'sla Znakem p (a,, ..., @, +,) budeme

s
r

¢7). existuje ke kazdému

znaditi obecné& bod o soufadnicich — = 0., ai—ai+s(t=1, ...,7).

Je-li b, = a, aspoii pro jednu hodnotu v(1<wv<r+4s),je
p®y ..., byss) & P (@n .., @ 4,). Kdyby tomu totiz tak nebylo, bylo by

,37 0y (b — @) + (bi+s — @i+s) = O prol < ¢ < 7; 2de nemiZe byti
=1

17) Viz ,,Pozndmku 1" v § 1.
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n;a)i| b, — a; | = 0, nebot potom by bylo té% b4, —a;+, =0prol <i<yz,
e 2t S

tedy b, = a,prol <v <7 + s. Tedy £, = max | b — a;| > 1; definice (1)
1<5§<s ’

ddva potom y, (%) = 0, coZ je ve sporu s (56)._
Bod # (ai, ..., a,+.) nazveme bodem #-tého ¥idu, je-li

max | a;| < 2*; nazveme jej primitivnim bodem n-tého fddu, je-li
157<s

n>2r-+4s, 202 -4 < max|a,|<2% Znak W (h, ks, ..., h,; m) bude

1<j<s
znaditi krychli2 " h; < a; <Z2-" (h; + 1) (1<i<7). Budiz P (h, ..., hs;
m; n) resp. Q (hy, ..., h,; m; n) poCet onéch bodii n-tého tidu, resp. pocet
onéch primitivnich bodd, #n-tého fddu, jez lezi v krychli W (k,, ..., h,; m).
Ziejmé je
2'”

68) ¥

by

1 1

em—_1 nt s
.2 Py ...hyym;n)=P0,...,0;0;n) =2 +1)
0 hy=0
(to plyne z toho, Ze pii danych a,, ..., a, existuje pravé jeden systém
@i, ..., @5+, takovy, Ze bod p (a,, ..., a,+,) lezi v krychli
0<oa;<<1(1<¢<7). Dédlejepron >27 4+ 4s

59 Q (B, ..., hyy m;n)y =P (hy, ..., hy; m; n) — P (hy, ..., hy; m;

n—2r—4s). Budiz nyni 2* > f (m) a budte &, h’ (1 <7 < 7) libovolnd
celd ¢isla. Podle (57) existuji celd ¢&isla A4,, ..., 4,4, tak, Ze

2h¢ —hi

R
2m+l

|4i]fm) <2 (1£i<5s), i—:—‘l(’-‘w‘i: + divs +

1 .
<W(I§’é')-

Lezi-li bod n-tého ¥adu p (ay, ..., a,+s) v krychli W (hy, ..., b,y m + 1),
dostdvame po fadé: |a;| < 2" (1 <j <),
h; s hy+1 .

LU _’,fl('ii 8= Bits < Gy (1=s2<7),

laj + 4;] < 241 (1< <),
M S0+ A)— @e+ An) < L a<i<n,
2m = i=1 g 2m
t. j. p(a, + Ay ..., @4s + Arys) je bod fadu n 4 1, lezici v krychli
W (h, ..., h'; m); tedy je pro libovolnd h;, h;
(60) Py ...,hyym+1;0)<P(hy, ..., h';mn+1).

Nechdm-li zde A, ...,.A, _pevné a stitdm-li pfes 0 < b/ < 2"(1 < i <),
dostanu z (60), (58) '

(61) 2% P by oo byym 4+ 1;m) < (2042 4 1) < 200 s,

XXIX.
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Nechdm-li v (60) 4’; pevnd a stftdim-li pfes 0 < h; < 2®+1 (1<s<y),
dostanu obdobne

62) 2m+ur P(h’, ..., ks mpn 1) > (20414 1) > Ant s,

Vzorce (61), (62) platf pro m >0, 2* > f (m). PfSi-li v (61) m misto m + 1
a v (62) » misto » + 1, obdrzim ihned

Ons—(m+1)r <P (hn R m; n) < 2+ 8s—(m—1)r
pro m >0, 2* >max (2f (m), f (m —1). Odtud a z (59) plyne pak pro
m>0,2¢-% -4 >Smax (2f(m), f(m—1))

(63) 2ns-—mr—'—l <Q (h“ e h'; m; n) <2n:—mr+n:+"
nebot podle (59) je )
Q (hh el h'; m; n) >2ns—(m+1)' - 2ln+l—2r—43):—(m—1)' —
— Qrs—(m+1)r (1_28:—4:’-—21(:—1)) Z Ons—mr—r—1
* *
*

Budi? nyni dana krychle
(64) W ks, ..., hy;m) (m >0).

Krychli fadu #n (n > 27 4+ 4 s) rozumim kaZdou otevienou krychli o stfedu

pl(ay, ..., a,4¢) a 0 strané 0—(227) ,kdep(a,, ..., a,+s) je kterykoliv primi-
tivni bod fadu #-tého, lezici v krychli (64). Tato krychle n-tého tidu je tedy
mnozina viech bodu («,, ..., ,), pro néZ je
: 1 .
(65) |i5'10.',' a; + aivs +oi| < T @) (I=zi<7).
Jeito je 2* > max|a,| >2*-%-4+ > 0, plati pro kady bod (x, ..., «,)
1<j<s
krychle (65) nerovnost
” . 1
(66) Y (2 , %y, ...,a,)<o—(?).
Pocet krychli tddu » je Q (hy, ..., h,; m; n), objem ka?dé z nich je

27 (a(27))~ . Klicemn k dukazu véty 9. je tato
2. pomocné v&ta. Ke kaZdému n, existuje koneény pocet krychli K,,
K. ..., Ky s témito viastnostmi :
A. Kaxdd krychle K; (1 < i < w) je krychle fddu vv$§iho ne n,.
B.KiKi=0prol<i<j<w. '
C.ukKi+ ... +uKo>0I.2-", kde
(66°) I'= Ar2-85-0br—4s

UkdZeme napfed, Ze véta 9. plyne z této pomocné véty. Ptedpokla-
dejme tedy na okamzik, Ze 2. pomocnd véta je jiZ dokdzdna. Budiz M, pro
k=1,2, ... mnozZina on&ch bodt («,, ..., a,), pro né je

Rozpravy: TE. II. Rol. LI Cislo 89. 2
XXIX.
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lim inf @ (&) g (E; o, - ., @) > %, takse M, + M, + ..

t—> ®
je mnozina onéch bodii («,, ...,a,), pro néZjeliminf o (¢) v, (¢; a4, . . ., a,) >-0.
Pfedpoklidejme, Ze u M, > 0. Potom existuje jist& krychle
(67) W=Wih, ..., h; m) (m >0) takova, Ze

w MW > (1 —% P aw=(1 —% I)2-, takze

(68) _u(W—M1)<—]Q—I‘-2‘"'.

Pro kazdé n, >0 budi N (n,) mnoZina onéch bodt («,, ..., a,) ¢ W, pro néz

existuje ¢islo ¢ > 2" tak, ze y, o, ..oy ) <o—1— ZTejmé je

@ty
N@) ) N(no+1), W—M, ) II N (n,), a tedy podle zndmych vét
n,=1

(69) w(W—My) >u il N (n) =lim u N (n).
no=1 n, -> @®
Vime, Ze nerovnost (66) plati pro kazdy bod (a;, ..., @,), leZici v né&jaké

krychli #-tého fddu. Podle vlastnosti A z druhé pomocné véty je tedy
N#no) ) WK, + ... + Ko),
kde K,, ..., Ky jsou priavé krychle, uvedené v 2. pomocné vété. Jeito

kazda krychle K; ma hranu < a jeji stfed lezi v krychli (67), lezi

2
6 (2m)
mnoZina K; + ... + K, celd v krychli W’, jez je koncentricka s krychli W

. 1 2
a md hranu om + s@my Tedy

WNm) >u (Ky+ ... + Ko) — e (W —W),

takze podle vlastnosti B, C z 2. pomocné véty je
! Y O _my 1 2 4 l
(/0) 12 N(n,) > r.2 _— ((2-"; + Wn‘)) —_— 2;"7)

Jezto lim o (2%) = oo, plyne z (69), (70)

n(W—My) = .2,

coz je vesporus (68); tedy je u M;=0. PouZijeme-li tohoto vysledku na funkce
20(t),30(2), ... (misto funkce o (¢)), jez rovnéZ spliiuji predpoklady véty 9,
dostdavime u M, = uM,=puM,=: ... =0,tedytéz u (M, + M, + ...) =0,
t.j.: proskoro viechny systémy (a,, . . ., a,) jeliminf e (¢) ¢ (¢; @y, ..., @,) =0,
¢imZ véta 9. dokdzana. Zbyvd ndm jesté tikol, provésti

dikaz 2. pomocné véty. Budiz dina krychle (64) a ¢islo #,. Zvolme
celé », tak velké, 7e
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o> Mo, #o > 27 + 45, 0(27) > 2, 2ne—tr—4s > max (2f(m), {m — 1)),
!l 4 A (tedy 2.207 _ 1) pro ¢ > 2.

2('._'_1)_ < ’ 0' (t) <2M+4:+8 A (t)
Prok=0,1,2, ... poloZme vy = v, + (27 + 45) k.
Rada
® 2’)’
(72) k§° 0' (2'“)
je divergentni, jezto fada (10) je divergentnf a jeito
2 s — v DPvps
;{-1 xs—1 2rr+18 < QErtis.s 2'3_ '
2"k+10 (x) =o' (2“*) a’ (2’*)

Jeito kazdy ¢len fady (72) je mensi nez 4 1" (viz (71) a (66°)), lze nalézti celé
¢islo K > 0 tak, ze
K 2'#’
73 4I'< X — <8I
(73) S <

Stiedy krychli fddu #, jsou, jak vime, primitivni body fddu »; a nejsou tedy
body zddného tadu 1y, kde ! <k (nebot », < »x— 27 —4s pro ! < k).
M4-1i néjakd krychle

- 1 .
(74) |2. Ui @ + @irs + 0| < —5v @ (1<i<v)
fadu 1, spole¢ny bod s jinou krychli
1 .
(75) |2 0 b + bivs + ;| < PYvT) (1<z<v)

tddu »; (0 </ < k), je nutné (viz svrchu)
max |b,— a,| >0, max |3 v 6'., (b; — aj) + (Bivs— @ivs) | <— 2"
1<v<r+s 1<s<y j= )
(viz (71)), tedy 0 < max |b,-—a,~| < 20t
1<j<s

tedy ¢, (2%+1) < Podle (56) je tedy

2
o(29)°

etnt 2 2.20m0;
- et 1) & LA
(76) A.2 <Z o (20’ Ao
Tato nerovnost nemuze podle (71) platiti pro k2 = /, takZe dvé razné krychle
téhoz fddu nemaji spole¢nych bodu.
Budiz nyni 0 < ! < &, budiz

(77) |20"a1+a'+3+a'|< 2,‘) i)
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krychle tddu »; a budiZ S potet krychlf ¥idu »,, jeZ majf aspoti jeden bod spo-
le¢ny s krychlf (77). Tvrdim, ze

Qs+3r a8
(78) S Tromy
Dikaz: neplati-li (76), je S =0, takZe (78) plati. Pfedpoklidejme
tedy, Ze platf (76). Nechf neplati (78); potom je (viz (76))

Qst+87 Qups [ 4 2(*k+l);‘] )'
(79) S>A,o.@i( @y a1t

kde[x] znadi celé ¢islo, definevané nerovnostmi [x] < x < [x] + 1. St¥edy viech
krychli ¥ddu »;, jeZz maji spole¢ny bod s krychli (77), lei v jisté krychli 8, jez

. . . . 2 2 4
je soustfednd skrychli (77) ama hranu nebot -+ PYoT) <, (2—;))

4
a (2) ( a(2%)
Rozdélme krychli B na
4 2('k+1)' )
([ @y —]+1

krychli 8,, BW,, ... o hrané

: (v, +1) —1
4 4 2 4
(80 o (27) ([0 @) —7_] + l) S ol

jezto pocet krychlf B,, W,, ... je podle (79) mensi nez S, existuji dve rizné
krychle tddu »4, jejichZ stiedy p (by, ..., byss), P (c1, ..., Crys) leZi v téie
krychli o hrané (80), takze

A
max |b,—c¢|> 0, max|20., (bj — ¢) + (birs — Civs) | << . <1
1Sv<r+s 1<s<r j= 2(r,,+1);
(viz (71)), tedy 0 << max | bj—c¢;| < 2+1, tedy y, (2%+1) <C  coZ je ve
1<j<s = 2(v,+1)-

sporu s (56). Tedy nemize platiti (79), ¢imz (78) dokdzano.

Budiz nyni % (¢ =0, 1, ...) mnozina vech krychli ¥ddu 1,, jeZ ne-
maji pro 0 < ! < %k spole¢nych bodu s ziddnou krychli fddu #;. MnoZina
A, + A + ... + Ax se sklddd z konetného poltu krychli, jez oznalme
K, K., ..., Ko. Tyto krychle maji zfejmé vlastnosti A, B z 2. pomocné véty.
Zbyva dokdzati vlastnost C, coZ provedeme takto: Budiz Z, poCet krychli,
patticich k mnoZiné ;. Podle (78), (63) je pro0 < k< K

2s+8 7 ps
0= t<h Aror(2)
((’ Qst+dr Qnps  Qris—mr

o A7 o (@)

ZyvZ2Q Ry, .. by m; ) — (s v\ By m; 2y)

> 2vhs—nn—-'—l —_

. Tedy je (viz (73), (66))
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pKit ... +uKe= EZ.( 2 )'

0 (2%)
k1 2w ( K Q5rs+1 Qv )
2272 5o\ T2 7 7@
—mr l 2'.‘ ( _1) —mr
> srey\ T3) > I

&fm2 vlastnost ¢ dokdzdna.

§ 5. Dodatek.
V&ta10. Budte 1,0, ..., 6, linedrné nezdvisld redind ¢isla algebraického
télesa & stupné r + 1. PoloZme pro t > 1

(,).(): min |0,c1+ “ee +0'C'+COI;
0 <max|c;| <t
1<si<r

potom je lim inf & ¢ (2) > 0.
t—>ro

Dukaz. Budiz a > 0 celistvé raciondlni é&islo takové, ze ab,, ..., ab,
jsou celistvd algebraickd &isla. Prol =1, 2, .., r 4+ 1 budte 6,,,, ..., 6,,,
systémy cisel konjugované k systému 6,, .. ., 0,; specielné €¢;, = 6, (1<i<7)

(zde ovSem 6,,; nemusi byti pro ! > 1 redlna &fsla). PoloZme
M=1++ max |€;]>1,4=a"1@arM)-" <1.

1<i<
1<I<'+1

Dokdzi, 7e pro kazdé ¢ > 1 je ¢’ y, (¢) > 4; tim bude véta dokdzdna. Kdyby
pro né&jaké ¢ > 1 bylo ¢, () << 4, existovala by celd ¢fsla ¢, ¢4, ..., ¢, tak,
ze 0 <max|c.|< t,|athei+ ... + ab,c, + aco| < Adat~7, tedy

1<s<r

leol <|brci|+ ... +|brc |+ At <rMt+1<2rMt,
|labuci+ ... +abuc, +ac| <<3arMt(2<I1<r+1),

(81) |'I31(a0,, a+ ... +abuc,+aco)|<<adt—* BarMe =1.
=1

Soutin vlevo je norma celistvého algebraického ¢islaa (6, ¢, + . . . + €, ¢, + ¢o);
toto &islo je od nuly rizné, jeito 1, 0,, .. ., 8, jsou linedrné nezavisla, a > 0.
Leva strana v nerovnosti (81) je tedy celé kladné é&fslo, jez by podle (81)
mélo byti mensi neZ 1, coz je hledany spor.
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