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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK LIII. C1IsLO 43.

K hlavni vété geometrie Cisel.

Podéavajf
VOJTECH JARNIK a VLADIMIR KNICHAL.

PtedloZeno dne 30. prosince 1943.

BudiZ déano pfirozené ¢&islo 7. Slovem mnozZina rozumim vidy mnoZinu
bodii v r-rozmérném prostoru. Body tohoto prostoru zna¢im ,, kamennymi‘
typy X,y atd., na pf. x =[&,..., &), Y= [0y ---, nr), kde &,, ..., & jsou
soufadnice bodu x. Znak 0 znaéi podatek [0, ..., 0]. Mala latinska pismena
(ne kamennd) znadi celd éisla, mald feckd pismena znadi redlnd ¢éisla. Kla-
deme A, X + Ay = [Ah& + Ly, ..., A& + Amr]. Body X .., X (m = 1)
nazyvam nezavislymi, jestlize A,;%X; + ... + ApXm =0 = 4, = ... = Ay, =
= 0 (znak A = B znaéf implikaci ,,z 4 plyne B*). Je-li N mnoZina, znadi
«N mnozinu v8ech bodu «x, kde X ¢ N. Znak u(N) znaéi vnéjsi a znak J(N)
vnitini Lebesguovu miru mnoziny N; t. j. J(N) je supremum ¢&isel u(M) pro
vSechny métitelné mnoziny M C N. Pfipojim je$té nékolik pojmu a nékolik
pozniamek é&asteéné trividlnich, ¢dsteéné znamych; budu je éislovati Pl,
P2, ...

Pl. BudiZ N mnoZina, 8 bod. Jestlize x e N = 28 — X ¢ N, fkame,
Ze N m4 stied $.

P2. Jelli x=1[§,...,&], 0<é< + o, znati K(X,4) mnoZinu
viech bodu [#,, ..., ] takovych, %e |9;— &|< 48 pro j=1,..,r
(,,krychle*). '

P3. Mnozinu N nazyvam konvexni, jestlize (xe N, yeN, 4, =0,
2920, A4 + Ay = 1) = 41X + Ay e N. Je-li N konvexni, je té% uzivér N
i vnittek N© (t. j. mnoZina v8ech vnitinich bodd mnoZiny N) konvexnf

Rospravy: Rodnfk LIII. TE. II. Cfs. 48,
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a mnoZina N©® je téZ vnitfkem mnoZiny N. Je-li 0 vnitinim bodem kon-
vexni mnoZiny N, jest AN C SN® pro 0 < x < f.

P4. Znakem £(N) znaé¢ime nejmensi konvexni mnozinu obsahujici
mnoZinu N (t. j. pranik v8ech konvexnich mnozin obsahujicich mnozinu N);
znak K(N) bude znamenati uzivér mnoziny £(N), znak G(N) bude zname-
nati vnitfek mnoziny £(N), t. j. (viz P3) vnitfek mnoziny R(N).

P5. MnoZina £(N) je mnozZina viech bodi x tvaru
m m
(1) X = Eljui, kde mg 1, l,'> 0, 2}.;= 1, Il,‘sN.l)
j=1 j=1

P6. Znak B(N) bude znaéiti mnoZinu viech bodi y — z, kde y e N,
ze N. Ziejmé ma Q(N) stied 0; vznika-li N z mnoziny M posunutim, je
B(N) = B(M). Je-li N oteviena, po pfip. konvexni, je téz B(N) oteviena,
po prip. konvexni. ,

P7. Indukeci definujme: VBYN) = N, B"+Y(N) = B(V*(N)) pro
n 2> 0. Ma-li N stied 0, je N C }B(N) (je-li totiz xe N, je x =3 (x —
— (— X)), kde — XeN). Jezto mnoZina L*(N) ma pro n = 1 vidy stied o

(viz P6), ]est %"(N) C = 2"“ QB +1(N) pro kazdé N a kazdé n > 1.

P8. Je-li N konvexni se stiedem 0, je N = |B(N) a tedy N =
- BH(N) pro kazdé n > 0,

o1 . .. . R
P9. MnoZina ﬁ%’l(N ) je (pro » = 1) mnozina vSech bodi tvaru

1
(2) on (X, + ... + Xon-1— Y1 — ‘“_yz"‘_l)’ X;jeN, y;e]\r.

Ma-li N stied 0, jest y;e N = — y; e N, takZe se —Q}"(N) jevi (ma-li N

om

stied 0) jako mnoZina viech bodu tvaru

1
3) §(x1+...+ Xon), XjeN.

P10. Dokazme vztah B(L(N)) = L(BV(N)). Vpravo je mnoZina viech
bodu tvaru

A —Y) + oo+ An(Xm—Ym), 4 =0, 4+ ... + dm =1,

(4) X,’EN, y;GN,
vlevo pak je mnozina viech bodu tvaru
lel + see + gpv’,— lel T e T O'qWQ,
B5) =20 0+...+0=102=200+..,+0 =1, veN,
w,eN

1) Misto 4; > 0 muZete téZ psati 4; = 0.
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(viz. P§ a pozn. 1)). Kazdy bod (4) mé zfejmé tvar (5). Je-li naopak piedlo-
zen bod (5) (vyjddfeny souétem p + ¢ &lent), piSme vyraz o,v, — oW, ve
tvaru g,(v, — W,) — (g, — 0,) W, (je-li o, = g,) nebo ve tvaru o,(v, — wW,) +
+ (0, — ay) v, (je-li oy < g,). Tim se (5) zménf ve vyraz, jenz vedle ,,upra-
veného‘ ¢lenu g,(v, —W,) nebo oy(v, —w,) obsahuje jiZ jen p +¢g—1
dal&ich élent. Opakujeme-li tento postup, obdrZzime koneéné vyraz tvaru (4).

Pll. Uzivajice vysledku z PI0, ukazme, Ze B(K(N)) C K(B(N)).
Je-li xe B(K(N)), je x =Yy — 2, kde ye KN), ze KN), tedy y = lim y,,
Yo € (N), 2 = lim Z,, Z, € (N), Yu — 24 € B(L(N)) = L(B(N)), tedy x =:
= lim (Y, — 2a) € RK(B(N)).

P12. Kaidd konvexni mnozZina je méfitelna. Je-li J(N) > 0, obsahuje
L£(N) jistou krychli K(a, 4),2) nadez B(L(N)) obsahuje krychli K(o, d).
Je-li mimo to N neomezené, obsahuje konvexni®) mnozina §B(L(N)) vedle
krychle K(0, 6) téZ body libovolné mnoho vzdalené od po¢itku,naéez snadno

plyne x(3}BE(V)) = + co.

P13. Je-li J(N) > 0 a ma-li KN) stied 0, je KN) = JB(K(N))%)
a podle P12, P3 je xR(N) C BB(N) C L(N) pro 0 < a < f.

Pl4. Znamé véta z teorie konvexnich téles pravi: Budiz N konvexni,
uzaviend, 0 < u(N) < + . Potom jest- u(N) < u(3B(N)) a znameni
rovnosti plati tehdy a jen tehdy, ma-li N stied.5)

Piistupme nyni k hlavnimu pfedmétu tohoto ¢lanku.

KaZzdé mnoziné N prifadim 3r ¢isel 7(N), v'(N),2"(N) (j = 1, 2,
..., r) takto:

II N
1-’-(N) x=p< /j «
T'i(N) { je infimum onéch &isel a > 0, pro néZ mnotina AN 3 obsahuje
="{(N) I8N
0<pf " &

aspoi j nezdvislyjch miiZoviyjch bodi.®)

P15. Ziejmé 0 y(N) S 1,(N) < ... < t(N) < + © a obdobné
pro t';, 7;. Déile jest t"{(N) < v'j(N) < 1i(N). Jestlize aN C SN pro
0 < & < f, jest ovBem ti(N) = 7'j(N) = t"j(N); to nastiva na pk., je-li N
konvexni mnozina, obsahujici 0. Ale skldda-li se na p¥. mnoZina N (pro
r = 2) ze dvou bodu [1, 0], [0, 2], jest 7, =1, = + o0, T/, =1, 'y =
= 4 o0, 7, = 1, t"2=v:‘2—.

) Neni totiZ moZno, aby viechny body mno%iny N leZely v té%e (r — 1)-roz-
mé&rné roving.

3) Viz P6.

4) Viz P8.

%) Viz na pt. BONNESEN-FENCHEL, Theorie der konvexen Kérper,; Berlin 1934,
str. 106.

¢) Infinum prdzdné mnoZiny klademe rovno + o. MiZové body jsou body
s celo&iselnymi soufadnicemi.
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PI18. Jeli A C B, jest oviem t(A) > 7(B) a tedy na pF.
r;(zl. %“(N)) > 7 (2“1+1%*+1(N)) pro n 2> 1 (viz P7); ddle jest tj(x4) =
= a—17(A4) pro « > 0. Odtud a z PI3 ihned plyne: je-li J(N) > 0 a ma-li
K(N) stfed o, je T;(RK(N)) = 7(B(N)). Podobné pro 7'y, v”;.

PI17. Zakladni véta geometrie &isel pravi: Budi? A konveani, uzavfend,
omezend se stiedem 0, J(A) > 0. Potom jest

(6) (4) ... T(A) J(4) < 2n.7)

PI18. V PI7 lze vynechati pfedpoklad o uzavienosti mnoZiny A.
BudiZ tedy A konvexni, omezend, se stiedem 0, JJ(A) > 0. Tvrdim, %e plati (6).
Jest ®(4) C 2(4) = A C K(4) (viz P4), takZe podle PI6 jest "}(R(4)) =
= 1")(®(A4)) = 1")(A). Podle PI7 jest 7",(R(4)) ... ",(R(4)) J(R(4)) < 2r,
odkudZ ihned plyne (6).

P19. V PI7, P18 lze podle PI5 psiti misto t”; téZ 7’; nebo 7;. Kon-
stanta 2f je ostrd, jak ukazuje pfipad 4 = K(0, 1) (7;(4) = 1, J(4) = 27).

Nevyhovuje-li A podminkdm, udanym v P17, P18, miZe levd strana
v (6) nabyvati libovolné velkych hodnot (pfiklad: je-li A4 ipterval { <
<ELSHOSESa(G=2,...,7) je T'5(A) > 1, J(A) = 1ar1). Jestlize
viak nahradime ¢isla t"4(4) éisly ";(4B(4)), obdrzime pro zcela libovolnou
mnoZinu A nerovnost obdobnou nerovnosti (6):

Vita 1. Budif J(A) > 0. Potom je pfedné ", (}B(A)) < + ©. Za
druhé je

T"(3B(4)) = 0 pro J(4) = + o,
() T (3B(4)) ... 7"(FB(4)) J(4) < 221 pro J(A) < + .

Pro J(A) < + o lze posledni nerovnost takto zostiiti: neni-li v",(§B(A)) =0,
zvolme komeénd &isla py, p, ..., p, tak, e

0 < S " % A)) a Ze "-—-‘2, —s,..., o
= 7(} ( )) A Hr—y
jaou celd &isla. Potom 7.8

(8) s ... e J(A) < 2r.

Vétu o néco méné obecnou dokédzal V. Jakxix;8) omezuje se pii tom
na omezené uzaviené?) A a za ¢&fslo J(A) bere vnitini Jordanovu miru;
mimo to dokazuje pouze (7), nikoliv (8).19)

?) Literaturu viz na pf. J. F. KOKSMA, Diophantische Approximationen,
Berlin 1936, str. 13—14 a v Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete 21,
str. 296, posledni referat.

%) Dv& poznamky ke geometrii &fsel, VEstnik Kral. &es. spol. nauk, tFida mate-
mat.-pHrodovéd., 1941.

*) Tento predpoklad by se dal té% pfi JARNIKOVE dukazu odstraniti.

10) A& dukaz nerovnosti (8) plyne téZ snadno z tehdejsiho JARNIKOVA dikazu.
Vé&ta 1 ve zndni zde uvedeném, jako% i jeji diikaz, ktery zde poddme (podstatnd od-
lisny od dukazu JARNIKOVA), pochézi od VL. KNICHALA.
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Kdyby se &fslo 237—1 v (7) dalo nahraditi ¢islem 27, plynula by z véty 1
éta z PI7, PI8; nebotf je-li A konvexni se stfedem o, je podle P8 A =
= JB(4). Ale to nenf mozno, jak ukazuje tato véta:

Véta 2. Budi% T, supremum vdech ¢isel ©",(3B(A4)) ... t",(§BV(4)) .J(4)
pro vdechny mnoZiny A, pro né% jest 0 < J(4) < + oo. Potom jest
T, > 27 . Max —1—(2 —(2—17)),
1:ig=21]
tedy 1Ty > 27 pro r > 1.11)
Na pi. T, = 4. %(2 —(2— VE)’) =4 (4— 2V§). Tato vétald) je
ponékud prekvapujicf, vSimneme-li si této poznamky: Jsou-li ¢islald)

'y r,
—n

L4

T o . < x P .
e R 7L vesmés celd, lze ve vété 1 klasti p; = ©"; a levd strana
1 2 r—i1

v (7) je vskutku (podle (8)) nejvyse rovna 27; hodnota levé strany v (7) sou-
visi tedy jakymsi zpisobem téZ s aritmetickymi vlastnostmi é&isel t”;.

el

Vsimnéme si jest¢ horniho odhadu pro 7',. Nerovnost (7) Fika, Ze
T, < 2%—1; nerovnost (7) plyne ostatné piimo z (8) a z nerovnosti 7", <
< + oo; pro ", = 0 je totiZ (7) zfejma a pro ", > 0 definujme celd ¢isla
kj pro j = 1,2, 3, ..., nerovnostmi 77, .2 < 7", < ¢",. 2%*! a kladme
wj= 1" .2% proj > 1,1) tedy p, = 1"}, v"; < 2 pro j > 1 a z nerovnosti
(8) plyne (7). Tuto nerovnost lze pro » > 1 je$té o néco zost¥iti:

Véta 1 bis. Budif r > 1. Potom jest T, < 2¢—3)/2. Presnéji: Budi
r>1, 0<J(A)< + o0, 17, > 0.13) Zyolme 'né'yake jl<ji<r) a po-

lofme A = — 1. Potom jests)
L=
- A [A+1
2r—2
9) Tty T J(A) S 2 Min ([1] — )
Duakaz. Kladme predevdim p;—, = v"j—,, p;j = [A] v"1— [i] Y

dale definujme celd &isla k; a &isla u; pro t=1,...,7; ¢ Fj; ¢ Fj—1
takto:

My . 2“ < i< . 2k‘ My = . 2‘" pro P> f,
(IO) ‘)F ” oks+1 _ ok . .

Himg - 28 S T <pj—y 2, =y 27 pro s < j—1,

+1
’

te(ly kl g l‘2 g § kj._2 g 0 é ki+l _S_ k,'+2 §__ g k.. Jeito t'g < 2‘”;

e e A
pro ¢ £4,1 +j—1, plyne z (8) ;... v, J(4) < 22, Nk
11) Nebot vyraz za znamenim Max ma pro 5 = 1 hodnotu 1 a kladnou derivaci
r — 1, tak¥e nabyva v intervalu 1 < # < 2 také hodnot v&tsich ne¥ 1.
12) Je¥ pochdzi od ¥ L. KNICHALA.
13) PiSi pro zkrédcenf t”; misto ©”; (}B(4)).

1) Jo¥to ky > ke—y = ... = by = 0, jsou Sisla ”"—’ celé.
f—1
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Kladme za druhé p; = 1";, -, = = LA

1
RCER) [1]+1
a definujme pak u; pro ¢ + j,7 + j — 1 opét vztahy (10); potom

z (8) plyne ", ... 7", J(4) < 2¥—? [i;——l Tim je dokdzino (9).1%)
Odtud plyne déle: Jest 4 = 1; necht tfeba 8 < 4 < 8 + 1 (s celé kladné).

Potom Min ([i] [l-;: l]) Min (-i'— 8——_;:—1) Zde prvni zlomek roste s 1,

druhy klesa; tedy nabude ,,Min‘ nejvétsi hodnoty pro i = —_;: ! t. j.
A= Va(s + 1), nade% ono ,,Min“ mé hodnotu V—— < V2 Tedy 7', <

< 20r—1|/2,
Specidlné pro r = 2 mame: jest T, < 4|/2; je-li 0 < J(4) < + oo,

1”1 >0, 1= r_nzx jCStb
T)

A [A]+1 [(A]+ 1
1er(A)<4rMm([A] 1 )§4V G

V&ta 2 ukazuje, %Ze v (7) nelze pra.vou stranu nahraditi ¢islem 27,
UkaZeme vSak:1%) piSeme-li y (7) 1”; ( B (A)) — nebo (dokonce)
1 :
Tj (2—" QB (A)) — misto t7; (1B(4)), a volime-li » dosti veliké, muzZeme
pravou stranu v (7) nahraditi éislem 27:

Véta 3. Budif 0 < J(A) < + . Potom existuje ny tak, Ze pro viechna
n > n, jest

1 1

(11) 7, (5'-'%”(‘4)) e Ty (ﬁ%"(“l)) J(A) < 2r.
Presnéji: ’

Véta 4. BudiZ 0 < J(4A) < + oo. Potom budto existuje n, tak, Ze pro
viechna n > n, je levd strana v (11) men§i neZ 2 nebo je pro vdechna n > 0

1 1
" (——%"(A )) e 7 (E;'%ﬂ(A )) J(A) =
(12) 1 .
=1 ( QB (A)) . Ty (2—”‘23"(A)) J(4) = 2.

Druhy piipad nastane tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény tyto étysi podminky:
1. A jest omezend.
2. R(A) md stied.
3. u(R(A4)—A4) =017
15) Pro r > 2 platf dokonce znamenf <.

1¢) Nasledujici véty 3, 4, 5 pochazeji od V. JARNIKA.
17) Tedy jest oviem A mé&titelns.
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4. Je-li C mnofina se stiedem 0, jef vanikd z K(A) posunutim,'®) jest
(13) 7,(C) ... T(C) p(C) = 2.
Vétu 4 odvodime z této véty:

Vita 5. Budif J(A) > 0. Potom plati:

I. Pro j=1,...,7r jest

(14) 0 < lim 7% (2—1'.%"(11)) = lim v; (%.CB“(A)) < + o0;

oznaéme tuto limitu T'j(A4).
IL. Je-li A omezené, jest T{(A) >0 proj=1,...,r,
(15) T(4)...T(4).J(4) < 27,
znameni rovnosti v (135) plati tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény podminky
2,3, 4 véty 4.

IIL. Neni-li A omezend, jest T,(A) = 0.

Uvedme tento specialni p¥ipad véty 4: Budif A konveani, uzaviend,
omezend, J(A) > 0. Potom jest
(16) H(3B(4)) ... (1 B(4)) J(4) < 2.

Newma-li A stied, plati v (16) znameni nerovnostt.

Dukaz: }B(A4) jest konvexni se sttedem o (viz P6), takze podle P8
je $B(A) = %Q}”(A) pro kazdé n = 1 a naSe tvrzeni plyne z véty 2. Budiz
koneéné A konvexni, uzaviend, omezena se stredem o0, J(A) > 0. Potom jest
(viz P8) A = 1B(A4), takZe véta z PIT7 plyne ihned z (16).

1. pomoena véta. Budif (R(A) — A) == 0,1%) necht K(A) md stied o.
Potom jest G(A) C YB(4).

Dikaz. Budiz x e 8(4). Existuje 6 > 0 tak, ze A(x, ) C &(4) C
C K(A). Podle ptedpokladu je tedy u(A4 . K(x, d)) = (24)’. Probiha-li bod y
mnozinu 4 . K(X, é), probihéd bod z = y — 2x jistou mnozinu B miry (24)",
lezici v krychli K(— x, 8). Jezto R(A) ma stied 0, a jezto K(x, 0) C K(A4),
je téz B C K(— x, 0) C K(A). Jeito uB > 0, obsahuje B podle pfedpokladu
bod zed; jeito z=y—2X,yed, je x =} (y— 2) e }B(4).

2. pomocna véta. BudiZ N méfitelnd mnoZina, jejiz vdechny body jsou
jejimi body hustoty. Potom je mnoZina B(N) oteviend.

Dukaz. Budiz ze B(N), tedy z=x—1Yy, xXe N, ye N. Jeito X,y
jsou body hustoty mnoZiny N, existuje ¢islo 4 > 0 s touto vlastnosti: Je-li
0<e<d,je
(17) (N . K(x, ) > (26)(1 — 2-7=1), u(N . K(y, ¢)) > (2¢)'(1 — 2-7—1).

18) Jde tedy o ono posunuti, jez prevadi stted mnoziny (A) do bodu 0. MnoZina
C jest ovSem konvexni, omezens, uzaviena, pu(C) =: p(R(A)) = J(4).

19) Tedy je 4 méfitelnd.
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Tvrdim, Ze K(z, }8) C B(N); tim bude dikaz proveden. BudiZ tedy z, e
e K(z, }6). Nenf-li z, ¢ B(N), plati toto: Pro libovolné x, e N . K(x, 16) je
Y1 = X, — Z; non € N a soudasné oviem Y, e K(y, }). KdyZ x, probibd mno-
Zinu N . K(x, 16), probfhd y, = x, — z; mnoZinu miry x(N . K(x, }9)) >
> (Jo)y(1—2-"-1) (viz (17)); tedy je u(I . K(y,19)) < 6" — (43)"(1 —
— 2—r-1) < §7(1 — 2—71), coZ je ve sporu s (17).

3. pomocna vita. BudiZ N mnofina se stfedem 0. Bod o0 budiZ vnitinim
bodem mmnofiny N. Pro 0 < e <1 oznadme znakem R, pramik mmoZiny

(1—¢) KN) 8 krychli K(o, 715-), lakie R, jest uzaviend konvexni omezend
mnoZina. Tvrdim: je-li 0 < & < 1, existuje n > 0 tak, Ze

(18) R.C %‘B*(N )-

Dukaz. Nechf to pro jisté ¢ (0 < € < 1) neni pravda, takZe ke kaz-
dému n > 0 existuje bod

(19) VneR— 51-..%"(1\7)-

Existuje hromadny bod v posloupnosti v;, V,, ...; jest ve K, tedy
Ve (1— &) RW) C (1 —2) o) (viz PI13). Bxistuje 6 > 0 tak, e
K(o, 6) C N.

Déle jest podle P5

[Vv="4Z+ ... + Anlm

\kde z;eN, 43> 0, A, + ... + Ap = 1 — }&.

Zvolme p > 0 tak velké, Ze

(20)

2
21) z,eK(o,u), > g G=1,..m)
Tvrdim, Ze
22 &lv, 2} c Lorw
Budiz K s j K K P 2
udiz tedy w=v + Xe Vs ora)> t. j. Xe 0, 5511 odle (21)

existuji kladna k; tak, Ze

k;
(23) =+

L /)
~2

op° 059<1 (j=1,...,m).

Poloime q = 2 — (k, + ... + k), takZe
(24) q=20 (1 — A — ... — Ay) = 2P—1¢,
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Zvolme nynf 27 bodi u, ..., U,, takto (jefto indexy jsou sloZité, pii té% po
pEip. u(j) misto u;):

u(l) = u@) = ... = ulk) = z,,

Uk, + 1) = ... = u(ky + ky) = 1z,

uk,+ka+ .o+ bk +1)=...= U(ll—i—Lz-}- ot Ry + k) = 2w,

m

uky + ...+ ka + 1) = ... =u(2r) = = (20,:, + 2vx).

Jest (viz (20), (23), (25))

. 1
(26) w=v+x=§5(ul+u,+...+u,,).
Dile jest u; e N pro j < 2P —gq; pro j > 27 —q je pak
m m 20—2¢§ 29 0]
(27) = — (2.’0 Z + 27X) € K(O, o q E-m),

tedy (viz (24)) u; € K(0, J), tedy opét u; e N. Podle (26) a podle P9 je tedy
We—Q}"(N), ¢imz (22) dokazdno. Podle definice bodu v emstu]e \sak

tislo n > p tak, Ze v, e 11( nacez podle (22) je Vne g Q} (N) C

0
v, 2 +1)
—%"(N) (viz P7); ale to je ve sporu s (19).

4. pomocna véta. BudiZ J(A) > 0; potom jest pro j =1,...,r

0 lim % (—%"(A)) = llm 7] (—I—Q}"(A)) = 7; (}R(B(4))) =
_ 4 (BRA)) < + .
Dukaz. Poloime 1Q(V(4)) = B; to je konvexni mnoZina se stie-

dem o, tedy (viz P8) %"(B) B. Jeito {B(A4) C B, jest

(28) FiS"ti4) C —%“(B) =

2n+1
pro n = 0; tedy jest pro » > 1 (viz P16, P15)

1 L4 l ”
(29) Tj 57,%"(11)) 27 :‘(5.%”(1‘1)) = 7"i(B) = 7¢(B).

Jezto J(A) > 0, existuje d > 0 tak, Ze (viz P12, PII)
(30) K (0, 8) C 3B(K(4)) C B,
takZe jisté

(31) 4(B) < o(K(o, ) = 5 < + .

XLIII.
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Budiz kone¢né dano j (1 <j<r) a libovolné éislo a takové, Ze
7i(B) < &« < + . Volme a’ tak, Ze tj(B) < a’ < a. MnoZina a’B obsahuje
tedy j nezavislych miiovych bodu x,, ..., X;.

Existuje méfitelnda mnozina A, C A tak, Ze u(4,) > 0. Je-li 4, mno-
%ina viech bodu hustoty mnoziny 4,, je (4, — A;) = 0, u(4;) = pn(4,) > 0
a vBechny body mnoziny A4, jsou jejimi body hustoty. Podle 2. pomocné véty
je BV(Ag) oteviend a oviem neprazdna, takie mnozina JB(A) obsahuje
jistou krychli K(a, 4),29) nacez mnoiina 1B A) (majici stfed 0) obsahuje

krychli K(o, 0). Jeito 1B(A4) C —; Q}’(A) CB (viz (28) a P7), jest
KREIV(4)) C Q( ‘Bz(A)) C K(B). Ale prvni a tfetiz téchto mnozin jest B

(B je totiz uzaviena a konvexni), tedy

(32) KR(B*4)) = B.
PoloZzme v 3. pomocné vété N = 1B?(A4), takze pro p > 2 jest icI}"(A) =
1

= 5o —BPYN). Zvolme ¢ (0 < & < 1) tak, aby 2" < a(1 —-e) a aby bylo
X, e K (o, ) pro s = 1,2, ... j. Podle 3. pomocné véty existuje celé p > 2
tak, Ze mnoZina 2—”%"(A) obsahuje prunik mnoziny (1 —¢) B (viz (32))

8 krychli K (o, %) Pro g Z: v obsahuje tedy mnozina
(33) s L g4
20

pranik-mnoziny f(1 — ¢) B s krychli K( , %) Jezto (1l — &) = x(1—e) >
> a',je f(l —¢e) BD a'B adile K(o, %) o) K(o, %) Mnozina (33) obsahuje

tedy pro ka#dé § = a body X,, ..., X;, takZe z,.(%;-m(A)) <a

Podle P16 je tedy lim 'r,-(2—l”%"(A)) < x a to plati pro kazdé ~ >
n—»P0

> 7;(B). Odtud a z (29), (31) obdrZime ihned 4. pomocnou vétu, dokazeme-li
jesté rovnici

(34) Ti($R(B(4))) = Ti(}B(K(4))).
Ale (viz P11, P10, P4)
(35) $R(BV(4)) D 1B(K(A4)) D JB(L(4)) = {L(V(4)) D 1 B(B(4)).

Ale J(B(A)) > 0 (viz pozn. ?°)) a mnoZina K(V(4)) mé ziejmé stied o.
Z P16 tedy plyne 7;(;R(B(4))) = ti(}B(V(4))), nacez (34) plyne z (35).

Duakaz véty 5. Tvrzeni I plyne ihned z 4. pomocné véty.
1) Tedy J(B(4)) > 0.

XLIIT.
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IT. Budiz A omezené. Kladme nyni B = }B(K(A)); jeito K(A) jest
uzaviend, omezena konvexni mnoZina, ;(R(4)) > 0, jest podle P14
(36) 0 < p(K(4)) < n(B);
znamen{ rovnosti plati pak tehdy a jen tehdy, ma-li (A4) stied. Déle jest
J(4) £ 1(K(A)) a znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li (R(A4) —
— 4) = 0. Podle 4. pomocné véty je TjA) = v;(B) > 0.2!) Tedy jest
(37) Ty(A) ... T{A) J(4) < ©(B) ... 1(B) n(B)
a znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény podminky 2, 3
véty 4. Prava strana v (37) je podle P18 nejvyse rovna 27; leva strana nerov-
nosti (37) je tedy téZ nejvyse rovna 2’ a je pravé rovna 2" tehdy a jen tehdy,
jsou-li splnény podminky 2, 3 véty 4 a je-li mimo to
(38) 7(B) ... t(B) i(B) = 2.
Plati-li vSak podminka 2 véty 4, budiz C mnozZina o stiedu o, vznikajici
z K(A) posunutim; potom jest ovéem C = JB(C) = 1 B(K(A)) = B, takie
podminku (38) lze vskutku pséati ve tvaru (13).

I1I. BudiZ nyni A neomezené, takie téz B = }B(K(4)) je neomezené,
tedy uB = + oo (viz P12). Ke kazdému ¢ > 0 existuje tedy y (0 <y <
2
< 4 o) s touto vlastnosti: poloZzime-li D = B . K(o, y), je p(D) > (%)',
racez podle P18, P19 jest
7' (D) . (D) < 7y(D) ... (D) (D) < 27,
tedy (D) < ¢, nacez tim spiSe 7,(B) <e¢, tedy 7,(B) =0 a tedy téz
T\(A) == 0 (viz 4. pomocnou vétu).

Dikaz véty 4. I. Neni-li 4 omezené, je podle véty 5
(39) T(4)=10,T{4d) <+ o pro 2 j <,
takze pro dosti velka n plati (11) se znamenim <.

11. Je-li A omezené, ale neni-li splnéna néktera z podminek 2—4
véty 4, je podle véty 5
(40) Ty(4)...TyA).JA) < 21,
takZe pro dosti velka n plati opét (11) se znamenim <.

ITI. Budte kone¢né splnény podminky 1 aZ 4 véty 4. Provedme posu-
nutf, jimz stted mnoziny K(4) ptejde do poéitku. Tim piejde K(A) v jistou
konvexni, uzavienou, omezenou mno%inu C o stfedu o, kdeito A prejde
v jistou mnozinu D; ziejmé jest

C = K(D), m(D) = p(4) = n(K(4)) = p(C).
Podle. (13) je tedy
(41) 7(C) ... 7(C) u(A) = 2r.

1) Jeito B jest omezené, existuje y (0 <y < + o) tak, e B c K(o, y—1),
nadez zkejm& t(B) = y.
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Podle 1. pomocné véty jest pro n > 0

(42) BD)C VD) = {V(4)C —21-,‘%”(14) C 5B (R(4)) = —-‘13"(( )=0¢C

21[
(viz P7, P8). Dale jest (viz PI5, P16)
(43) 7(C) = 1"(C) = "{(B(D)) = 7(B(D)).

Z (42), (43) a z PI6 plyne, Ze r,-(%.%"(/l)) a rovnéi (-—Q}"(A)) ma pro
kazdé n > 0 hodnotu z;(C'), natez (12) plyne z (41).

Obratme se nyni k dikazim vét 1, 2. Napied jesté nékolik drobnych
poznimek.

P20. Budte x!, x2, ..., X" nezdvislé m#iZové body. Pak existuje unimodu-
ldrni linedrni substituce s celistrymi souliniteli y = L(X)?) tak, Ze pro trans-
formované body y* = L(x¢) plati yi' = 0 pro k > 1 (piSeme yé = [y,%, ..., y,%]
prot=1,2,...,7).

Dukaz. Budiz 1 < s < r. Ze viech miiZovych bodu tvaru L"‘).ix",

i-1
kde [1.-] <1 pro 1<K 8,2) vyberme jeden, a oznatme jej 28 = [2,%,
2,*], pro ktery |4,] ma co nejmensi kladnou hodnotu. Necht z* =

= E). Ex(0 < | 42 < 1). Body 21, ..., 27 jsou tedy nezavislé a tedy se dd

l\azdy bod x naseho r-rozmérného prostoru vyjadfiti jako linedrni kombi-

nace bodu z!,..., 27, pfi ¢emZ soucinitelé jsou urceni jednoznainé: x =
r

= Zgiz'. Tvrdim: Je-li x m¥iZovy bod, jsou ¢isla g; cela. Kdyby tomu tak

i=1
nebylo, budiz g, posledni necely souéinitel; odeé¢tenim vhodnych celistvych

na.sobku mifZovych bodu z¢, z*+%,..., 2" bychom obdrzeh miiZovy bod
X = Zg.z‘ kde 0 < | o] < 1. Tedy X = Z'g.Elk‘xk— Z',u;,x" kde u, =

=1
=0 ,Z.,' ; odeétenim vhodnych celistvych nasobku bodu xi, ..., X*=1 bychom
koneéné obdrZeli mifZovy bod tvaru »x! -+ ...+ v,_lx' 1 + uex?, kde
%<1, 0<|ps| =054 <|Al| <1, ale to je ve sporu 8 definici

¢isla A,’. Transformace X = L'(y)?%) dand rovnicemi &; = Zz. ms je tedy

transformace linedrni s celodiselnymi koeficienty a ka7demu mifZovému
bodu x ptifazuje opét m¥iZovy bod y. Inversni transformace y = L(x)
prifazuje tedy kaZdému miiZovému bodu x miiZovy bod y a ma tedy celo-
éiselné koeficienty. Determinanty | L |, | L' | obou téchto substituci jsou
tedy ¢isla celd a tedy |L|=|L'| = 4 1 (nebof x =: L'(L(x)) a tedy
r r
|L|.|L'|=1). Polozme y¢ = L(x%), t. j. =;} = Z'lzk'y,‘, t. j. xt = Z2%y,t.

8=1

11) Jo¥ tedy zobrazuje mnoZinu vdech miifovych bodii na mnoZinu vsech
mii¥ovych bodu.

) Takovych miifovych bodu je jen konedny podet.

M) Piox=[&, 0 el Y = [y oo0s ).
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Ponévad? podle konstrukee bodit 2* je bod x! linearni kombinaci bodu
2., ..., 2% jest y,i= 0 pro 8 > 1.

P21. Budiz A omezend. Potom existuje (aspoii jeden) systém r ne-
zdvislych bodi x1, ..., x" s touto vlastnosti: ke kazdému ¢ > 0 a ke kazdému
indexu j (1 < j < r), pro néjz je 1";(A) < + oo, existuje « tak, ze 0 <
<a<1(A)+ &, X eand.®s) Podle P20 lze v r-rozmérném prostoru za-
vésti nové soufadnice unimoduldrni linearni substituci y = L(x) s celo-
¢iselnymi koeficienty tak, Ze pro body y* = L(xf) plati y:' = 0 pro k > 1.

Pro takto zavedené soufadnice plati: Je-lt 0 < o < 17i(A4) a je-li
Y = [%, ..., Yr] mFiZovy bod z xA, je y linedrni kombinaci bodu y?, ..., yi-1,
t. j. jest yr = 0 pro k > . Takto zavedenému systému soufadnic budeme
fikati systém norméalni pro mnoZinu 4.

P22. BudiZ N néjaka mnozZina. Sestrojme libovolnou posloupnost ¥
krychli K(z,, 2,) takovou, %e lim 4, = + oo a poloZme

. o
eP) = 0 2P

kde «, znaéi po¢et bodi mnoziny N, lezicich v krychli K(z,, 4,) (miZe byti
téZ xp, = + o0). Supremum v3ech ¢&isel o(F) (pro vSechny takové posloup-
nosti ) nazveme na chvili hustotou mno%iny N. Jesskx dokézal tuto
vétu:2%) Budte p, V kone¢na kladné ¢éisla. Budiz N mnozina, majici hustotu
= o. Budiz B métitelnd mnoZina, u(B) > V. Potom lze sestrojiti mnozinu B,,
jeZ vznika z B posunutim a obsahuje vice nez "¢ bodi mnoZiny N.

Diikaz v&éty 1. Budiz piedné 0 < J(4) < 4+ oo, "(}B(4)) > 0;
budte déle gy, ..., u, ¢isla, vyhovujici pozadavkum, vyslovenym v posled-
nim tvrzeni véty 1 a pfedpokladejme, Ze (8) neplati, takze y, ... y, J(A4) >
> 27. Existuje tedy omezena méfitelnd mnoZina BC A a éislo p
vy

0<p <) tak, Ze o"uy ... ity J‘B) > 27, Kladme »; = lou;, takZe
e ou ! 7= 200

vi—
(=2, ...,r)jsou cela ¢isla, 0 < v; < 11"§($B(A4)) = t"{(BV(4)) < t”;(%fB;)
pro j = 1, ..., 7. Sestrojme systém soufadnic normalni pro mnozinu Q(B)
(ve smyslu P21) a budiz N mnoZina vSech bodu, jeZ maji (ve zvoleném nor-
malnim systému soufadnic) tvar

(44) [-"L, i] (kyy ..., Ky cold).
Ve

41

) Ziejmé je, %e pro kazdé ¢ > 0 takovy systém x1, ..., x” existuje, pfi em% pro
ona j, pro n&% je v"j(A) = + oo, mohu za x/ voliti jeden z bodii tvaru [0, ..., 0, 1,
0, ..., 0]. Jefto A jest omezend, mame pro viechna & intervalu (0, 1) k disposici jen
kone&ny podet takovych systémii; jeden z nich vyhovuje tedy danym podminkém pro
v8echna ¢ > 0. )

) Viz FENCHEL, Verallgemeinerungen einiger Sitze aus der Geometrie der
Zahlen, Acta arithmetica 2 (1937), 230—241, viz hlavnd str. 240—241.

XLIII.



14

Hustota mnoZiny N ve smyslu P22 je ziejmé », ... »,; jeito pak » ...,

. J(B) > 1, existuje podle P22 mnoZina B,, vznikajici z B posunutim a obsa-
hujfci aspofi dva rizné body x, y tvaru (44). Bod z = x —y je tedy opét
bod traru (44), ruzny od politku a obsafeny v mno¥iné V(B,) = BV(B).

Budiz z = [—1—)‘— ceey &] a budiZ p, posledni z (celych) ¢isel p,, ..., p,, které

v’ vy

je rizné od nuly (1 < ¢ < 7). Bod
— |2, M Ve
Vel = [f'l D1, Ve Poy «vey . Ps, O, ...,0]

jé pak mriZovy bod, lezici v v, B(B). Jeito viak 0 < », < ", B(B), ma
bod »,z podle P2l s-tou soufadnici rovnu nule, t. j. p, = 0, coZ je spor.

Tim je tedy dokazano posledni tvrzeni véty 1; zbytek je pak jiZ skoro
samoziejmy:

Dokazme ptedné, Ze pro J(A) > 0 je t"(3B(4)) < + oo. Existuje
totiZz omezena mnozina B C A, pro kterou J(B) > 0. Kdyby bylo

",(4B(4)) = + o, bylo by i 1", (4B(B)) = 4+ ©; mimo to je zfejmé

t",(3B(B)) > 0.?7) Mohli bychom tedy na mnoZinu B uZiti nerovnosti (8),
pii ¢emz bychom g, ..., y,—, volili pevné, kdezto za y, bychom mohli voliti
jakykoliv nasobek ku,, (¢ > 0); potom by vSak leva strana pro dosti
velkd & byla vétsi nez 27 — spor. '

Za druhé: ukazali jsme jiz (pfed vyslovenim véty 1 bis), Ze (7) plyne
z posledniho tvrzeni véty 1 a z 7°,(}B(4)) < + oo:

Za tieti: Je-li J(A) = + oo, existuje ke kazdému » > 0 mnoZina 4,
tak, Ze 4, C A, n < J(4,) < + oo. Podle (7) je tedy
(45) "1 (3B(44)) ... T ($B(4a)) J(4a) < 2271
jeZto 1", (3B(4)) < "1 (;B(44)) = 7"{(§B(44)), plyne z (45)

(T (3 B(4))" . n < 201
pro kazdé n > 0, tedy z";(}B(4)) = 0.

Dikaz véty 2. Znakem K, oznaéme mnoZinu v8ech bodu [§,, ..., &],
kde p < &< p0+1 (j=1,...,7). Budi dano ¢&slo (1 < 5 < 2) a se-
strojme mnozinu
(46) A=K, + (K,—K,)

(sGitdnfi a odéitdni ve smyslu mnoZinovych operaci; nacrtnéte si mnozinu 4
pro r = 2). Ziejmé J(A) = 2 — (2 —9)".

Je-li x = [x,, ..., z,] libovolny miiZovy bod rizny od poéatku, budiz
7(x) infimum onéch kladnych é&isel x, pro néz jest x e x B(4), t. j. x =
= a(y—2), kde ye A, ze¢ A. Ziejmé (viz P6) 7(X) = 7(— X). PiSme jesté
I=01,..,1,—1=[—1—1,..,—1]. Tvrdim: Je-li x mfiZovy bod
X * o0, I, I, jest z(x) = 1.

17) Je%to B jest omezena..
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Dukaz: Budit piedné Max|x;| > 2. Je-li x =a(y—12), yed,
Ze A, x > 0, le#f vBechny soufadnice bodi y, z podle (46) v intervalu (0, 25,
tedy nutné a > 1, tedy z(x) = 1. Budiz za druhé Max|2;| = 1. Je-li
7(X) < 1, existuje ~ tak, Ze 0 < a <1, x =a(y—12),yeA, 2 A, a tedy
nemohou lezeti oba body y, z v K, ani oba v K, (jeZto by rozdily jejich sou-
fadnic byly v prosté hodnoté mensi nez 1). Tedy leZi podle (48) jeden z nich
v K, a jeden v K,, takZe bod y — z (a tedy i bod x) ma budto vSechny sou-
fadnice kladné nebo viechny zdporné; tedy je nutné x = | nebo x = — I.
Pro x = |, —1 je tedy =(x) = 1.

Zbyva odhadnouti ¢éislo 7(l) = 7(—1). Poznamenejme piedné: Je-li
(=>n, je AK; = 0. To je ziejmé, nebof A vznikd z mnoZiny K, + K,
pravé tim, Ze odstranime ony body, jejichZ vSechny soufadnice jsou vétsi
nez 1.

BudiZ nyni a > 0, | =a(y—12), yed, ze A, tedy 1 A+ zed.
Je-li z¢ K, je —:—. | +zeK,, tedy nutné AK, + 0, % <9, N> _l_A.
« Py 7

c .1 . 1
Je-liviak z € K,, je . |+ ZeK;‘“, tedy AIs_:+1 + 0, ~ + 1 <n, tedy
1
opét % <> —117- Nutné je tedy z(l) = r(—1) = s
Tedy celkem: MnoZina aQB(4) neobsahuje pro 0 < v < 717 zadny
miizovy bod x + 0, pro 1 < x < 1 pak Zddny miizovy bod razny od

0,1, —1. Tedy zkejmé 1"(B(A)) > % A B(A)) = 1 pro 2 < j < r.9)
Jeito 1" (}B(4)) = 21"(BV(4)), mame celkem T, = ",(1B(4)) ...
7 ($B(4)) J(4) = 27 . % (2— (2 — n)") pro kazdé n intervalu 1 < 5 < 2.

%) Velmi snadno bychom nahlédli, Ze platf znamenf rovnosti.

KNIHTISKARNA PROMETHEUS, PRAHA VIIL.
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