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Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden :
eine Anwendung des Hausdorffschen MafBibegriffes.

Von
Vojtéch Jarnik in Prag.

§1.
Einleitung; Darstellung der Resultate.
Es se1 r = 5, r ganz;

0)) Q (%) =.Zr'aju§- (0, >0, g >0....,0 >0\
J=1

Wenn z > 0 ist, so sei Ay (z) die Anzahl der Gitterpunkte im ab-
geschlossenen Ellipsoid @ (u) <X z; das Volumen dieses Ellipsoids ist

nr]-z xrlz
p 5
Vory g ...ocrI"(E—{— 1)

Po(z) = Ag(z) — Vo (2).

Wenn es eine reelle Zahl o gibt, so daB alle «; (j =1,2,...,7) ganz-
zahlige Vielfache von o sind, so heife die quadratische Form € (u)
,rational®, sonst ,irrational“. Es sind (unter anderem) folgende Resultate
bekannt?):

1) Satz I ist in der Abhandlung: V. Jarnik, Sur les points & coordonnées
entidres dans les ellipsoides & plusieurs dimensions (Bullztin international de I’Aca-
démie de Bohéme 1928, 10 S.) bewiesen worden. Satz II steht bei E. Landau,
Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden (zweite Abhandlung), Math.
Zeitschr. 24 (1926), S.299—310. Satz III stammt fir » > 6 von mir [Uber Gitter-
punkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden (zweite Abhandlung), Math. Annalen 101
(1929), S.136—146], fir r — 5 von A. Walfisz [V. Jarnik und A. Walfisz, Uber
Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 32 (1930), S.152
—160). Satz IV wurde von A. Walfisz [Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden (dritte Abhandlung), Math. Zeitschr. 27 (1927), S.245—-268] bewiesen.
Satz VI rithrt von E. Landau her [Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen
Bereichen (vierte Abhandlung), Géttinger Nachr. 1924, S.137—150]. Die Satze V,
VIL, VIII sind in meiner Abhandlung, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden, Math. Annalen 100 (1928), S.699—721, bewiesen (diese Abhandlung
wird weiter mit Gp I zitiert). — Ubrigens werde ich, um dieser Abhandlung eine
gewisse Abrundung zu geben, dem Leser im §6 die Beweise der Satze I, IT, VIIT
vorfiihren.

Vo(z) =

endlich sei



218 V. Jarnik.

Satz 1.
Po(z) = o(z57).
Fiir rationale @ ist diese Abschitzung definitiv nach dem
Satz II. Wenn Q (u) rational ist, so ist

Po(2) = Q(z%_l).

Ganz anders liegen die Verhiltnisse bei irrationalen Formen, wie die
folgenden Sitze zeigen:

Satz III. Wenn Q (u) irrational ist, so ist

Po(z) = o (5377).

Satz IV. Wenn @(x) >0 fir >0, ¢(z) >0 fir z—> -+ o, so
gibt es fiir jedes ganze v = 5 eine irrationale Form (1) mut

Pe@ = (27 o (@)).

Satz V. Fir fast alle positiven Wertsysteme o, &, . . ., a, tst aber sogar

Po(@) = 0(w7+£)
fiir jedes & > 02).

Ob man im Satz V den Exponenten f: + & unter % herabdriicken

kann, weil man nicht; man kennt aber folgende Abschiitzung nach unten:
Satz VI.

T — 13

Po@) = Qs 7 ).

Fiir eine tiefere Untersuchung der Funktion Pg(z) empfiehlt es sich, die
Form ¢ («) noch weiter zu spezialisieren; und zwar werden wir folgende
Formen betrachten:

2) Der Satz V ist folgendermafien zu verstehen: Es sei r = 5, » ganz; dann
gibt es im r-dimensionalen cartesischen Raume der Punkte (ay,ay, ... a,) eine
Punktmenge M, vom Lebesgueschen MaB Null, welche folgende Eigenschaft besitzt:
Ist o3 >0, @9 >0, ..., «, > 0 und liegt der Punkt (g, ag, - .-, 2,) micht in M,
so gilt fiir die Form (1) die Abschatzung

r
— 4
Po(z) =0 ( zt )
bei jedem & > 0.
Analog sind die Worte ,,fast alle” auch stets im folgenden zu verstehen.
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Es sei 0 == 2, 0 ganz; 7; = 4, r; ganz (j = 1,2, ..., 0); wir setzen
r=1r+r+...+7. BEsseif; >0.(3=1,2,...,0); wir betrachten
die Form

® Q) = Eftutst bt ) (B>0.5>0,.. 4> 0)

Die Sidtze I, II, IIT gelten freilich auch fiir die Formen (2); statt
der Satze V, VI gelten hier folgende Satze:

Satz VII. Es set 0 = 2, o ganz; r; = 4, r; ganz (j = 1,2,...,0);
r=1,+ 1+ ... + 7, Fiir fast olle positiven Wertsysteme B,, B, .. ., Bo
qilt fir die Form (2) die Abschitzung

Pe(@) = 0(a37°"")
fiir jedes ¢ > 0.
Satz VIII. Es set 0 =2, o ganz; r; =4, r;ganz (j = 1,2,...,0);
r=1r+1r+ ... +71, Dann qlt fir die Form (2) die Abschitzung

Po(2) = Q(:v%_g).

Wir sind hier also wesentlich weiter gekommen als bei den allgemeinen
Formen (1): Der Exponent % —o+ & im Satz VII ist infolge des

Satzes VIII schon der ,,wahre Exponent” (bis auf &).

Wir ordnen nun jeder Form (1) eine Zahl f = f(@Q) folgendermaflen
zu: f(Q) sei die untere Grenze derjenigen reellen Zahlen o, fiir welche

Po(z) = 0(2")
ist (d. h. fiir jedes ¢ > 0 ist
Pe(@) = O(a7*%), Pe(a) = Q')

Diese GroBe f (@), welche die GroSenordnung von Py () in erster Naherung
charakterisiert, wollen wir nun insbesondere fiir die Formen (2) studieren.

Es sei also 0 = 2, o ganz, r; = 4, rj ganz, r =7, + 15+ ... 74
@ (u) sei durch (2) gegeben. Dann ist nach Satz I und VIII

r . r
=S I@Q=5—1L

und diese beiden Schranken werden tatsichlich angenommen; denn fiir
rationale @ ist nach Satz IT f(Q) = —; — 1, fiir fast alle @ ist nach Satz VII

Q) = %—0. Es entsteht nun die Frage, ob f(@) auch alle Werte
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220 V. Jarnik.

zwischen % —o und % — 1 annehmen kann, und diese Frage werden wir
in dieser Abhandlung bejahend beantworten; wir beweisen also zunichst den

Satz 1. Es seien ganze Zahlen ¢ = 2, r;, =4 (j = 1,2,...,0)
gegeben; es sei | eine reelle Zahl mit

%—o‘<f< 7:-—1 (r=r+ry+ ...+ 15
Dann gibt es eine Form Q (u) von der Gestalt (2), so daf
1@ =1

Bevor wir die iibrigen Resultate dieser Abhandlung aussprechen,
schicken wir einige Bemerkungen voraus. Wenn ¢ > 0 und wenn wir
statt der Form (1) die Form aQ(uw) = aa, v+ ax,ud + ... + @ o 4}
betrachten, so ist offenbar

(3) Pag(®) = Po(Z)

(also insbesondere f(a@Q) = f(Q)); es bedeutet also keine wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir uns bei der Untersuchung der
Formen (2) auf die Formen mit §, = 1 beschrénken.

Es seien also ganze Zahlen 0 = 2, ;=4 (j = 1, 2, ..., o) gegeben.
Wir betrachten alle Formen (2) mit 8, =1, $,>>0, 8, >0,..., 8, > 0.
Jeder solchen Form ist umkehrbar eindeutig das System (B, 8, .. ., B5)
ihrer Koeffizienten zugeordnet; wir deuten diese Systeme (f,, £, ..., fs)
als Punkte im (o — 1)-dimensionalen cartesischen Raum E,_,.

Wenn g¢(z) fiic hinreichend grofle z definiert und positiv ist, so sei
E(g(z)) = E(g(®); 6,7, 79 .-, T4)
die Menge derjenigen Punkte (8, 8. ..., 8,) mit 8; >0 (3 = 2,3, ..., 0),
fiir welche die zugehorige Form (2) (mit B, == 1) die Beziehung
Pg(2) = Q(g(x)

erfiillt. Der Satz 1 wird bewiesen sein, wénn wir folgendes zeigen:
Wenn

-;——-a<f< —;-—1 (r=r+r+...4+7)
so gibt es mindestens einen Punkt (8,, B, ..., B8:), der zwar in E (z/),

nicht aber in E (z/(logz)5°+5) liegt. Denn fir die diesem Punkt zu-
geordnete Form (2) (mit g, = 1) ist dann

PQ((C) = Q(fl}f), PQ (17) = o(w/(]_ogz)sa+ 5),
also 1(Q) = /.
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Die Existenz eines solchen Punktes beweisen wir dadurch, dal wir zeigen:
Die Menge E (z) ist ,,wesentlich groBer als die Menge E (z/ (logz)¢+3),
so daf nicht jeder Punkt von E (z/) zu E (z/(logx)®°+5) gehoren kann.
Die Worte ,,wesentlich gréBer miissen wir freilich noch prizisieren, und
zwar werden wir es im Sinne der Maftheorie tun; der Lebesguesche MaB-
begritf zeigt sich aber dazu nicht geeignet, da, wie wir im Satz 4 (der ein
genaues Analogon zum Satz VII bildet) beweisen werden, das Lebesgue-

sche Mall von E (z/) gleich Null ist fiir jedes f > % — 0. Wir miissen

also zu einem anderen MaBbegriff greifen, der die Mengen vom Lebesgue-
schen MaB Null noch weiter zu klassifizieren gestattet. Zu diesem Zweck
eignet sich ein von Herrn F. Hausdorff eingefithrter MaBbegriff?); wir
wollen jetzt die Definition und die einfachsten Eigenschaften dieses MaB8-
begriffes (in einer fiir unsere Zwecke spezialisierten und etwas modifizierten
Form) angeben.

Wir betrachten den (¢ — 1)-dimensionalen cartesischen Raum R,_,
(o ganz, o = 2) der Punkte (f,, 8, ..., ;). Es sei eine positive Zahl 2
gegeben; M sei eine Punktmenge aus R,_;. Wir ordnen der Menge M
eine Zabl L(M;o*) (0 < L(M;%*) =< o) folgendermafen zu.

Es sei 7 > 0; & sei ein hochstens abzihlbares System von Wiirfeln W,
W,, ..., deren Kanten d,, d,, ... simtlich kleiner als % sind*); & sei ein
Uberdeckungssystem von M (d.h. jeder Punkt von M sei in mindestens
einem Wiirfel aus & enthalten). Wir setzen

A(S) = ,i_):‘df

(die rechte Seite soll 4 o bedeuten, wenn Z' da} divergiert). Die untere

Grenze von A (S) fiir alle solche hochstens abzihlbaren Uberdeckungs-
systeme & von M, die der Bedingung d; < # geniigen, heiBe L, (M;z').
Wenn % abnimmt, so verschirft sich die Bedingung d; << 5, also nimmt
L, (M; z*) nicht ab, also existiert der Grenzwert

L(M;z% = lm L,(M; z*) (0 < L(M;z*) < ).
n=0
Von den Eigenschaften der Mengenfunktion L (M; z*) werden wir nur die
folgenden trivialen Folgerungen der Definition brauchen:

3) F. Hausdorff, Dimensien und duBleres MaB, Math. Annalen 79 (1919), S.157
—179. Der Leser braucht von der Hausdorffschen Theorie nichts zu kennen.

4) Unter einem Wiirfel verstehen wir hier und im folgenden stets einen (o — 1)-
dimensionalen Wiirfel in B, |, dessen Kanten den Koordinatenachsen parallel sind
und zwar, wenn nichts weiter gesagt wird, einen offenen Wiirfel.

15%
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Eigenschaft 1. Aus 4 c B folgt L(A4;z*) < L(B;z*.
Eigenschaft 2. Wenn V,V,, ... hochstens abzdhlbar viele Mengen
aus B,_, sind, V = 3 V,, so ist
Z

L(V;zY) < S L(Vy; 2%).

Eigenschaft 3. L(M; z°—1) ist das duBlere Lebesguesche Ma8 von M.
Bigenschaft 4. Es sei A > u > 0; aus L(M;2%) >0 folgt L (M; z¥)
= oo; aus L(M; 2*) < oo folgt also L(M;2*) = 0 (Beweis: folgt aus

lim 2t~ = 0).
z2=0+0

Eigenschaft 5. Fir 4 > —1 ist L(M;z*) = 0 firx jedes
M c R,—,. (Beweis: Es sei W ein Wiirfel von der Kante 1. Fiir ganzes
n > 0 kann man W mit (n 4 1)°—! Wiirfeln der Kante 1/n iiberdecken;
fiir A > o — 1 ist aber

lim (n 4 1) = = 0;
daraus folgt sehr leicht L (W; 2*) = 0, also (da sich B,_, als Vereinigungs-
menge von abzihlbar vielen solchen Wiirfeln darstellen 146ty L(R;_,; 2*) =0,
also auch L (M; z%) = 0.)

Eigenschaft 6. Es sei M eine nichtleere Menge aus R;_,; mit d(M)
bezeichnen wir die untere Grenze derjenigen positiven Zahlen 1, fiir welche
L(M;z") = 0 ist. Nach den Eigenschaften 4, 5 ist

o< d(M) =o—1,
L(M;2*) = 0 fir 2 > d(M); L(M; 2*) = « fir 0 < 1 < d(M).

Eigenschaft 7. L (M;z*) &andert sich nicht, wenn wir in seiner
Definition die Uberdeckungssysteme & aus abgeschlossenen (statt aus
offenen) Wiirfeln W,, W,, ... zusammensetzen.

Das Hauptergebnis dieser Abhandlung ist in den beiden folgenden
Satzen enthalten.

Satz 2. Es seien ganze Zahlen 6 =2, r; =4 (j=1,2,..., 0)
gegeben; wir setzen r = 1, +r,+ ... + 715 Weiter ses 0 < A < o —1.
Dann st

L(E(a:-;-_l_"_i—71 (loga:)“”*”); a:’-) = 0.

Satz 3. Es seien ganze Zaklen 0 =2, r; =4 (j = 1,2, ..., 0)
gegeben; wir seizen v = 1, + 1.+ ...+ 1, Weiter sei 0 < A < o —1.
Dann st

L<E(x%—l—‘%); m‘) = oo.
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Aus diesen Sitzen folgt der Satz 1; denn es gibt mindestens einen
T

i
Punkt (B, ﬁ3, w.w Bo), der zwar in E(z?“"m), nicht aber in

B (:1; 7 1T o= z (logz)se + 5) liegt; fiir die zugehorige Form (2) (mit 8, = 1)
ist dann offenbar f(Q) =

vall (0, ¢ — 1) durchliuft, so durchlaufl: 5 — 1—~—5 genau das Intervall

(% —o, g—l). Wir wollen aus den Sitzen 2, 3 noch einige weitere

Folgerungen ziehen. FErstens folgt aus ihnen der

Satz 4. Es seien ganze Zahlen 6 = 2, r; =4 (1 =1,2,..., 0)
gegeben; wir setzen v = r,+ 1,4+ ... + 1, Fiir fast alle positiven Wert-
systeme By, By, ..., Bs gilt fir die Form (2) (mit 8, = 1) die Gleichung

HQ) = 5 —0).
Beweis: Wir wahlen eine Folge 0 << 4, < 4, < 4, < ... mit
A
lim 4, = o — 1; also ist lim (——1 ——) = — —¢. Wenn fiir ein

n= oo n=oo c— A 2
positives Wertsystem (8,, 8, ..., f;) die Form (2) (mit 8, = 1)
Q>3 —o
ergibt®), so muB der Punkt (f,, B, ..., B,) fiir mindestens ein » in
r lﬂ

\
E,,=E(ac2 ’ 9= (log z) 89+ 5/

liegen; es ist aber mach Satz 2 L (E,; z™) = 0, also (wegen ¢ —1 > 4,
und wegen der Eigenschaft 4) L (E,; 2°~1) = 0, also (Eigenschaft 2)
L 5 E,; 1) = 0;
(£F =)
damit ist aber der Satz 4 nach der Eigenschaft 3 bewiesen.
Wir wollen noch zwei Sidtze angeben, die dariiber berichten, wie

»groB* die Menge derjenigen Punkte (B,, B, ..., Bs) ist, welche fiir f(Q)
einen vorgegebenen Wert liefern.

Satz 5. Voraussetzungen und Bezeichnungen. Es seien ganze Zahlen
6=2,r=4(=12,...,0) gegeben. G(f) = G(f; 0,7, 75 ..., 75) s€i

5) Dieser Satz ist das genaue ,,inhomogene* (8, — 1) Analogon des ,,homo-
genen* Satzes VII.

6) Nach Satz VIII ist f(Q) = _;- —o.
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die Menge derjenigen Punkte (B,, B, - - - Bs), fiir welche fiir die Form (2) (mat
B=1) 1(Q) = f st
Behauptung :

a) L(G(—;———l); a:"-) = 0 fir jedes « > 0.
b) L(6(5 —o); x“):co fir 0<a<o—1.
c) Fir 0 <A <<o—1 ust

L(G(——l— . ),w“) = 0 baw. = o,

je nachdem 2 < a < o0—1 oder 0 < a << 4 1ust?).
Beweis: a) ist trivial; denn fir 0 << A <o —1 ist

G(% — 1) c E(a:%;l~"—iz (log:v)‘“”rf');

also ist nach Satz 2 (und nach den Eigenschaften 1, 4)
L(G(%—l); aﬂ') =0
fir jedes 4 > 0.

b) ist auch trivial: Nach dem Satz 4 fiillt die Menge G(% — 0') den

ganzen Winkelraum 8, >0, 8,>0, ..., , >0 mit Ausnahme einer Menge
vom Lebesgueschen Mafl Null aus; also ist

L(G(—;——a); w) =

fir « = 0 — 1, also auch fir 0 << a < o —1.
A

=a>1 st o —1— "

c) folgt folgendermaBen: Fir o — 1 —5

>1 1 ako
—a

(o3

G’(—;— — I—U—i}‘) c E(mg_l—“_i—“(logw)“’rﬁ),

also nach Satz 2

L(6(3—1—52); ) = o.

7) Man beachte, daBl dem Intervall (0, c — 1) fiir i genau das Intervall
r r . A
(= g—1)fr g—1—22

7 entsprieht.
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Andererseits ist offenbar

~1mgd)

nach den Sitzen 2, 3 und den Eigenschaften 1, 2 ist also

E(zg-l_“_i‘) c E(x%_l_z’%(logz)“”s) +6(5

v %

L<G(; ail); ’”1) = %
w. z. b. w.
Nach dem Satz 5 ist also
d(G(%_l_ai;.» =2

firo<i1<o—1 <man beachte, daB G'(-;— — 1) nach den Satzen I, IT

nicht leer ist); wenn wir

2
c— A

,
f=F—1-

setzen, bekommen wir also folgenden
Satz 6. Dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im Satz 5.

Behauptung: Frir é —c=f % — 1 st

(@) = (1—;Z5)o-

Die Aufgabe der folgenden Paragraphen wird also sein, die Sitze 2
und 3 zu beweisen. Die Hauptschwierigkeit liegt im Beweis des Satzes 2,
dem die Paragraphen 2, 3, 4 gewidmet sind. Der Beweis verlauft analog
wie der Beweis des Satzes VII in Gp I, ist aber komplizierter; und zwar
wird in §2 der leichteste Teil des Beweises durchgefithrt, durch welchen
die ganze Untersuchung auf die Betrachtung des Integrals

%+im
9 . ds 2x
4 r . s(ptzs _ 1\n — bkl
@ j J[]lew(ﬁjs)ef (5= — 1y (B = Max 27
—+z-vv?~c

zuriickgefiihrt wird. In §3 wird hauptsichlich ein metrischer Hilfssatz
iiber diophantische Approximationen bewiesen; in § 4 wird endlich das
Integral (4) mit Hilfe des Hilfssatzes aus § 3 und mit Hilfe der Trans-
formationen der Thetafunktion @ (s) = E‘ e~ ™% abgeschatzt.

m=—m0
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Der Beweis des Satzes 3 ist eigentlich nicht einfacher als derjenige
des Satzes 2; ich habe aber in meiner Arbeit ,,Uber die simultanen dio-
phantischen Approximationen‘‘®) sehon fast die ganze zum Beweis not-
wendige Vorarbeit geleistet, so daBl ich den Beweis des Satzes 3 in §5
schon auf wenigen Zeilen durchfilhren kann. Um aber dem Leser das
Nachschlagen in der Littratur zu ersparen und um ihm ein gewissermafen
abgerundetes Bild dieser Theorie zu geben, beweise ich im § 6 noch die
bekannten Sitze I, II, VIII; das kann ich auf verbiltnismiBig engem
Raum machen, da ich in den §§ 2, 4, 5 sowieso die meisten Hilfsmittel
zum Beweis dieser Sdtze (von welchen eigentlich nur der Satz I nicht
trivial ist) entwickeln muf.

Ich will noch eine Bemerkung fiber den Satz 1 machen. Dieser Satz
ist neu nur fiir ¢ > 2; fiir ¢ = 2 ist nicht nur der Satz 1, sondern auch
noch ein wesentlich schirferer Satz bekannt®):

Satz 1*. Es ser B, > 0; v(f,) sei die obere Grenze derjenigen reellen
Zahlen a, welche folgende Eigenschaft haben: Es gibt eine Folge von Paaren
ganzer Zaklen P, 415 Pss 433 Pss a5 «--» S0 daf fiir wachsendes n gilt

P,

1
¢n > %, By T O(qz-i—a)m)-

Es sei nun r, ganz, v, gomz, v, =4, r, =4, r=1r,+1, By >0,
v(B) =v 0 = v = ),

Q) = up +uy 4+ ... +‘“?1+ﬂz(ursl+1+urgﬁ—z‘}“--- + u7).

Dann st
1
F@ =5-1—531

(fm' »y= oo 5t — = 0 2u setzen).

+1
Man beachte, daf der Ausdruck —;— —1— ;% genau das (ab-
geschlossene) Intervall (% -2, % — 1) durchliuft, wenn » das Intervall

0 < » < o durchlduft; daraus und aus der -FuBinote *°) folgt, daB der
Satz 1* tatsichlich den Satz 1 im Spezialfall o = 2 enthilt. Dariiber

hinaus gestattet uns der Satz 1%, zu jedem f mit —;——2 =f —;-—1

8) Math. Zeitschr. 38 (1931), S.505—543 (weiter mit S. D. A. zitiert). Autor-
korrektur.’

9) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, The Téhoku
Mathematical Journal 30 (1929), S. 354—371.

10) Bekanntlich ist 0 == » (8,) = «; und umgekebrt: zu jedem y mit 0 =< » =<
kann man (mit Hilfe der regelmagigen Kettenbruchentwickelung der Zahl 8,) leicht
eine positive Zahl 8, mit »(f;) — v konstruieren.
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eine Form (2) -(im Falle 0 = 2) mit f(Q) = f wirklich zu konstruieren,
wihrend der Satz 1 ein reiner Existenzsatz ist, aus welchem sich (und
ebenso aus seinem Beweis) keine Konstruktionsvorschrift ergibt. Dieser.
tiefe Unterschied zwischen den Fillen ¢ = 2 und ¢ > 2 beruht darin,
daB es sich — roh gesagt — fiir 0 = 2 um die diophantischen Approxi-
mationen einer etnzigen Zahl B,, fiir o > 2 dagegen um die simultanen
diophantischen Approximationen mehrerer Zahlen B,, B, ..., B, handelt.
Bekanntlich sieht aber das Problem der simultanen diophantischen
Approximationen von n Zahlen wesentlich anders aus, je nachdem » = 1
oder » > 1 ist!') (fiir » = 1 leistet uns z. B. die Theorie der Ketten-
briiche sehr gute Dienste); und dieser Unterschied zwingt uns, bei dem
Beweis des Satzes 1 im Falle ¢ > 2 den ,konstruktiven” Weg des Beweises
des Satzes 1* zu verlassen und zu den mengentheoretischen Methoden zu
greifen, auf welchen die vorliegende Abhandlung beruht.

§ 2.
Vorbereitende Betrachtungen.
Hilfssatz 1. Es ses r =5, r ganz; o, >0, 23 >0, ..., & > 0;

Qe = Zoged.

Fir >0 sei A(x) = Ag(z) = X 1 die Anzahl der Gitterpunkie im
Q

m=z
abgeschlossenen Ellipsoid Q (u) << x. Weiter set n >0, n ganz, B = max 2z .
o 1=j=r%
O(s) = X e ™ fiir R(s) >0; z = 2(z) sev etme fiir x > 1 definierte

m=—co

Funktion, 0 < z(z) < 1. Endlich set*®)

nfl 2 xr[2

P($)=PQ($)=.A($)— F(r+l).
oy olg e e &, 3

11y Dieser tiefgehende Unterschied ist besonders deutlich bei A. Khintchine,
Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen, Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo 59 (1926), S.170—195 hervorgehoben.

12) Alle vorkommenden Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen;
alle vorkommenden Integrationswege sind geradlinig; mit ¢ bezeichne ich unterschiedslos
absolute positive Konstanten; mit ¢ bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen,
die nur von 7, ay, ttes + - 5 ®,, 7, z(%) abhingen; mit 4 bezeichne ich unterschiedslos
Zahlen, die von irgendwelchen Veranderlichen abhingen dirfen und der Bedingung
|| =1 geniigen.
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Behawptung:
l+im
R |
Z | ]_1
1 . B
-;+'LV—;
i

. |
—'r'l,i ]]@(ajs)e”(e 1) iﬁli)
2 { j=1 8 !

Beweis. Wir setzen fiir R(s) > 0

0 (0,8) O(ags) ... O(0r8) = 3 ape—in® (0= A < Ay A< - );

m=1

dann ist fiir z > O offenbar 4 (z) = 3 a,, also
oo ==

g =2

[4mdy = X an(@— 1)
Py In=z

Aus der bekannten Formel

a+tise
1 Ts
2mi j “ ds = Max (T, 0) (@>0, T=0)
a—7ioo
folgt fiir 2 > 0, ¢ > 0
eti= atioo
1 d
®) 27m f 1]@(“1 '? = 343 f Zame"m*’«ezss_:
)—1 . m==1
a—12° a—io
= Zam»(z—}lm) zfA(y)dy’
Iy =z

o
da der Integrand im zweiten Glied offenbar gliedweise integriert werden
darf. Wir setzen nun fiir —1 < 6 <1
z+¢
4, (x, &) = I Ay)dy fir z > 1;

x4+ £
Ay (z, &) =f A1 (y, & dy fiir ganzes k£ > 1 und fir z > k.
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Fif >k =1 (k ganz), a > 0 ist
a+ixo

(6) A4y (z, &) = 2Lm J ]]@(a s) es (efs — l)k

J=1
a—1%oc

d

(6) gilt nimlich wegen (5) fiir £ = 1; gilt aber (6) fiir irgendein ganzes
k =1, so gilt (6) auch fiir £+ 1 [man braucht nur in (6) rechts hinter
dem Integralzeichen nach z in den Grenzen z, z + & zu integrieren, was
offenbar erlaubt ist]. Wir wenden nun (6) fir £ = +2 = +2(z), k = =,

. 1
z > n an und bekommen, wenn wir noch a = - setzen,

M) Au@td) = 5o J Z]@(% ges (eee — 1y 2 A @),

Wir bemerken noch, daB 4 (z) fiir z > 0 offenbar eine positive, nicht
abnehmende Funktion von z ist; daher ist fiir 2 > n

(8) (L)n Ay (z,—2) < A(2) < lﬁ 4, (x, 2).
—2 z
Es ist nun
A”(IZ?, iz) = J1+JS_5_J
wo
1 B 1 . 1 B
;—-sz—; ;'+1='° z ‘V-;
o) 1 ) 1 _ 1
J‘_2ni ’ J2_27zi J3—-27zi
%-ZVJ —+1V; Z >
(derselbe Integrand wie in (7));

offenbar ist
(10) |Jy] = |Js].

Wir wollen noch J, berechnen. Nach einer bekannten Transformations-
formel ist

O (a;s) = ‘/__(1+ v; (9)),

wo

-3

e ®
pils) =2 De 9
1

m=
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.
furs———i-tz, [t < V_(t reell), z > ¢ ist
1
") = TTan >0
also .

—m-—l)—c
]%(8)[<2e (”“2‘2)2 G <ce 1"“2"

m=1

Also ist
B
Vz
J 1 " ez(%ﬂl) (ei'z(%+it)_1)n
(11) B TR (—I——Ht)%“'““
z
_B
Ve __¢°z
(I-E—pce 1+22‘2)dt.

Es sei nun ein fiir allemal bemerkt: fiir z > ¢ ist einerseits (man beachte
0<z<1)

‘ . A
!‘eiz(?ﬂi) — 1‘ — | (coszt+isinzt) — 1!

(12) ‘ . ~ ., _
= ’(l—l—yc;)(l -l-y,czt)—l\ =puc_+pczt,
andererseits
+2(L +4
(13) LG ‘)—1} = ut.

Fii.rz>cistalso

F
— 4+ it 1 ez
[ ( +t) (eiz(;+it)—1)ne‘m!dt

+n+1
_E
Vz
B
Vz
_ cx
I + e 1128 1 n
(14 =o0|z7t"H? L+,.+1-Z"-(;+t) dt
(14 2?2)* 2
V_—
e 1+a:-t2
=0 —_— dt =0<a:’/4z">;

bv|v-

a4+ z2m*
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r 1
denn die Funktion e—c¢z%. uT 2 pimmt im Intervall 0 << < oo ihren
r 1
groBten Wert fir u = (7:-—1- %) . % an; und dieser Wert istO(m—T—?).
Weiter ist
- B | |
SRE i
z -;—{—il s 1 ; n
z - (e‘ (z+ t)—l) dt | = .
' (—1-+it)?+n+1
—> x | £ ~
(15) =
oc l n (- -]
—+t
=0z (f ) dt)| = 0| = = O (zna7lt).
—5+n+1
3B t B y
V= Ve
Endlich ist fiir 2> n
d g
(16) 1 R ez(“‘ ) (eiz(%+it) _ l)ndt
27 Yayay...a, (;1:-+it)%+n+l
l+i=nn'a
1 es(ztkz)
— Ik -} —d
Valds =Z( " ( )2’” Tt ?
8
Lo

1+£+1m
z
r
a2 2 -+ 1 ]
SR L e (LT T B
Oy g ese —+a+1
1 T k=0 8?
1i~7f—z—~zno
T
an? 1

= — Tyt ( +k)2
leag...a, T(z—{-n-[— ) ( ) ( ) £ 2
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Die letzte Summe ist aber gleich der n-ten Differenz der Funktion x: "
mit der Spanne z; also ist (mit 0 << & < #)

an B (des bt )

\d?/ y=zId:z
= (F+ 2z (?—I_n-i—l) (a:iﬁz)g
o)
= (+ 2)"@ <z2 +0(z%_lz))
r(z+1)

Aus (7), (9), (10), (11), (14), (15), (16), (17) folgt

r
2

Aﬂ (CB,_T'Z) == /..Lx-,_. (j: Z)
Vorog .o o, r( + 1)
| e i
| r
— - ds I
+ ) xi 2 4 a;2 Z"+1 ! J[__=10 (OCjS) exe® ((."zs‘—' 1)" gt !
\ 12 '
\ | T + Va
Nach (8) ist also
5 N

H — + i
i r |
r r
v 1 1| ds
n 2 2 —zs
+ 0zt +2 z+zn: O (ajs) e®s (e~ =* l)nsnﬂl
| i=1 \
Pl . B
—t+i—= /
2 ¥z
r -
7n? x® 1

1
— +ix™
: |

2

|
r r 1 T
+0|lat 47 oy 2 ! ]]@( 15) €T (e2r — 1) ds
z —n_i y ®;8 (e - JORE
i J=1
\ I |

iz V z
damit ist aber die Behauptung bewiesen.
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§ 3.
Metrische Hilfssédtze.
Es seien fiinf Zahlen o, 4, C, D, a gegeben:

o=20ganz, 0<{A<{o—1, 0<<C<<D, a>0.

Wir bilden den (¢ — 1)-dimensionalen ecartesischen Raum R,_, der Punkte
(2 ¥35 --+» Vo) und bezeichnen mit W = W (C, D) den Wiirfel ¢ <y; <D
(j=23,...,0). Wenn hj, kj, n;(j=1, 2, ..., 0), o ganze Zahlen
sind, h; >0, k;>0, n; =0, p>0, so wollen wir sagen, da das
System

{Bys ooos Bos By ooy ks 1y, ooy 15 0F = (R K3 m; 0}

»zur Ordnung [I; my, ..., mg; 0y, ..., g3 @] = [I; m; n; o] gehdrt™, wenn
die ganzen Zahlen I, m, m,, ..., m, die Ungleichungen
(18) U< h <UL, < k<< 2T (j=1,2,...,0)
erfilllen; es ist dann sicher >0, m; = 0 (j = 1,2, ..., 0). Wir wollen
uns aber — ohne es wiederholt zu betonen — in diesem Paragraphen
auf solche Ordnungen [I; m; n; o] (I, m;, n;, o ganz, 1 =0, m; =0, n; =0,
o > 0) beschrinken, fiir welche
(19) Qmitm > Qmotny > > QM0 "e
gilt.

Es liege nun eine Ordnung [I; m; #; o] mit (19) vor. Wenn {A; k;
n; o} ein zu dieser Ordnung gehdriges System ist, so bezeichnen wir mit
M (h; k;n; p) die Menge aller Punkte (y,, s, ..., vs) aus W, welche die
o — 1 Ungleichungen

k ky | a
(20) My — (j=23,..., 0
ko BT g g
erfiillen. (20) ist aber mit
hy k,' | o . 9.3
5. T | = 4y 9, 2 a
ky py yji " p 90 (7 )
3

gleichbedeutend. Wenn p > ¢'*%), so ist @-2—7-k;' 27 ¢ <C %; wenn also
M (h; k; n; o) nicht leer sein soll, so mufl
c bk, c
<% h: <D+
sein, also
(1) CUITITI h < 2™ (§=2,3,..,0),

13) Mit ¢’ bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von o, 2, C,
D, o abhangen.
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wenn ¢ > ¢. Von nun an sei bis zum Schlufl dieses Paragraphen stets
o > ¢. Die Anzahl derjenigen Systeme {k;k; n;0} der Ordnung
[{; m; n; 0], denen ein nichtleeres M (k; k; n; p) entspricht, ist also
hochstens

(22) O Rrma—m Qmy—my  QIFMeT WL gmitmet ...+ mg

— cl 26!—(6—-2)ml+2m2+21n3+ cee H2mg — Q{.

Wir setzen zur Abkiirzung [A] = & (also w ganz, 0 < A <o+ 1,
also 0 < 0w < 0—2),

2—l+m1—m,_-,__m—na__w~9

(23) a = a(l;m;n; 0) =

und wir iiberdecken den Raum R, ., mit abzihlbar vielen abgeschlossenen
Wiirfeln (ich werde sie ,,o-Wiirfel“ nennen)

pio Zy; = (p;+1Da (p; ganz; j = 2,3,...,0).

Wenn {%; k; n; o} ein zur Ordnung [I; m; n; o] gehoriges System ist, so
bilden diejenigen «-Wiirfel, die mit M (h; k; n; ) einen nichtleeren Durch-
schnitt haben, eine endliche [fiir leeres M (k; k; n; p) eine leere] Menge
von o-Wiirfeln, die wir als ,,die Wiirfelschar {k; k; #; o} bezeichnen. Die
Menge M (k; k; n; o) ist ein offenes Parallelepiped (wenn sie nicht leer
ist), dessen Kanten den Koordinatenachsen parallel und der Reihe nach
hochstens gleich

(24) 2a

2% p 2°
27
sind. Wegen (19), (23), (24) besteht also die Wiirfelschar {A; %; n; o}

aus hochstens

—l+my—mj—mn;— .
c2 SR AN (1=238,...,0)

[
g—ttmi—mj—nj—¢ 1

@ ¢ JI ( 2)

j=06—w+1
= g0 2—lo—qutmo 2~m T — @
j=o—w+1
o-Wiirfeln 14).
Es sei
(26) RN = N(; m;n; o)
4 2
_ axas«l((l+l)(e+ ) J] om+ 1)+ 1)) :
ji=1

) a
14) Fir 0 = 0 soll. JT 2™ 7™ = 1 sein; iiberhaupt sollen leere Produkte
1
stets 1 bedeuten. °
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es sel P(I; m; n; p) die Menge derjenigen Punkte (y,, y5, -.., ¥5) aus W,
die folgende Eigenschaft haben: Es gibt mindestens ;¢ zur Ordnung
[l; m; n; o] gehorige Systeme {h; k; n; o}, fir welche (y,, %5 -..,7,) In
M (h; k; n; o) lLiegt.

Jeder Punkt von P (I; m; n; g) liegt in (mindestens) einem o«-Wiirfel
und dieser «-Wiirfel gehort offenbar zur Wiirfelschar {A; k; n; p} fiir min-
destens 9t zur Ordnung [I; m;n; o] gehérige Systeme {h;k;n;p}; es
kann aber offenbar nicht mehr als .

UB:R = ot (14 1) @+ 1) [T, + 1), + 1)

derartige o-Wiirfel geben. Daher sieht man: B (I; m; n; ¢) 1Bt sich mit
hochstens
¢ —2
o+ D e+ IT (my+1)(n, 4 1)
,=

o-Wiirfeln iiberdecken.

Es sei nun M = M(C, D, a,0,4) die Menge derjenigen Punkte
(Vo5 V35 +++» ¥o) aus W, die folgende Eigenschaft haben: ,Zu jedem p, >0
gibt es mindestens eine Ordnung [I; m; n; g] mit ¢ > g, (und mit (19)),
so daB der Punkt (y,,v,,...,%,) fiir mindestens

uBa((+1) e+ 1) 1T (m, + 1) (o, + 1))
j=1

Systeme {h; k; n; o} der Ordnung [I;m;n; ] die Ungleichungen (20)
erfiillt.

Ich behaupte nun: L (M; z*) = 0.

Beweis: Es sei >0, ¢ > 0. Wenn zu einer Ordnung [I; m; #; o]
(mit (19)) mindestens ein System {h; k; n; o} mit nichtleerem M(k; k; n; o)
gehdren soll, so mufl nach (21)

Qhtmi—m ~ o 1=23,..,0)
sein (da A; = 1); wegen (23) muB also
<29
sein. Wir konnen also o, > ¢’ so wihlen, da
1

2<t»:..

@27) 2 0y, —
Vi S (040D I om+ (s, +1)

[Dabei wird fiir alle ganzen, nichtnegativen I, m;n; mit (19) -summiert.]
Jeder Punkt von M muf in mindestens einer Menge P (I; m; =; g)
mit o > g, liegen, also
Mc 2 2 Bl;m;n; o).
Lmgj, nj 0>00 -
Mathematische Zeitschrift. 38. 16
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Man kann aber jede nichtleere Menge P (I; m; n; ¢) (¢ > o,) mit hichstens
o —2
«*((+1) e+ 1) IT (m,+1) (v, + 1)
Jj=

abgeschlossenen Wiirfeln der Kante « iiberdecken, wobei o« < ¢'2—¢
<< ¢ 2=¢ < 5. Multiplizieren wir diese Anzahl mit «* und summieren
iiber I,m;, n; 0 (0 > g,), bekommen wir nach (27)

L, (M; 7*) < ¢ fiir jedes ¢ >0, n > 0,
also

L, (WM; %) = 0 fiir jedes 5 > 0,
also

L@ 28 =0.
Wir wollen das eben Bewiesene im folgenden Hilfssatz zusammenfassen:

Hilfssatz 2. Es set 6 = 2, 6 ganz, 0 < 1 <<o—1, 0 <<C <D,
a>0; R,_, sei der (¢ — 1)-dimensionale cartesische Raum der Punkte
(Vos Vg5 -3 ¥6)s W ses der Wiirfel C <<y, <D (j=2,3,...,0). Dann
gibt es vm Ry,_, evne Punkimenge

M =M(C,D,a,6,2) mit L(M; 2" =0,
die folgende Eigenschaft besitzt:

‘Wenn (V5,95 ---» Yo) €in Punkt aus W ist, der nicht in M liegt, so
gibt es eine positive Zahl o, = 0,(C, D, a,06,2,7,, 7, -.., Ys) mit folgender
Eugenschaft:

Stnd 1, m,n;(j = 1,2,...,0), 0 nichtnegative ganze Zahlen mit

2m, +mny -2- 2M2+1l2 2 . ; 2m0-+1la, Q > eo,

so haben die Ungleichungen

| h h, a .

[t R < =2,3,...,0),

B TE TS U )

2L h <2, WM< K<Y (j=12,...,0)

weniger als N(I; m; n; o) Lisungen wn ganzen Zahlen by, k; (j = 1,2,...,0).
Daber ist'®)

‘.*'R(l; m; n; 9) = 2(6—/1.)1. 2(1~a+2)m1.2(2~l+m)m6_ﬁ,—(l-—m)n6_w,

2-eh. T M. I 2MTh. ((l+1)(e+ 1),.?_2 <m,~+1>jl_‘i’l(n,~+1))ﬂ

1<j<o—w c—ulj=o

(w0 =[4]; fir @ = 0 soll JT 2%~ % = 1 sein;

c~olj=9¢

fir o =0—2soll JJ 2'™ =1 sein).
1<j<o—uw

15) Vgl (26), (22), (25), (23)-
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Wir filhren noch zwel einfache Hilfssiitze an, welche das duflere Mafl
L(M; 2*) betreffen.

Hilfssatz 3. Es sei 6 ganz, 0 == 2, 0 << A <<o—1. M sei eine
Punktmenge tm (6 — 1)-dimensionalen cartesischen Raum R, _,. Es sei
Ggs U, --+r U trgend eine Permutation der Ziffern 2,3, ...,0. N ser die
Punkimenge, welche vom Punkt (vi,, Vi, ..., vi,) Gurchlaufen wird, wenn
der Punkt (yg, Vg «--» Vo) die Punktmenge M durchliuft.

Behauptung: L (N; 2*) = L(M; 2*).

Beweis: klar.

Hilfssatz 4. Es set 6 == 2, 0 ganz, 0 < A <<o—1, 0 << C < D;
g ganz, 1 < g < 0. R, . sei der (¢ — 1)-dimensionale cartesische Raum
der Punkte (yy, Y55 -+ Vo)

Es sei M eine Punktmenge aus R,_,, die ganz wm Wiirfel C <y; << D
(j=2,8,...,0) lLegt. Jedem Punkt (y,,vs, ..., vs) aus M ordnen wir
o Zahlen 8., 8,, ..., 8, folgendermafen zu:

(28) S=1, y,=2 (G =23, ..., 0)%).
?

Es ses N die Menge, die der Punkt (6, 8y, ..., 0g—1, 8g41, -.., 85) durch-

lauft, wenn der Punkt (y,, ys, ..., yo) die. Menge M durchliuft.

Behauptung. Wenn L(M; 2*) = 0, so ust auch L(N; #*) = 0.

Beweis. Es sei L(M; ') = 0. Wir unterscheiden zwei Fille, je
nachdem g = 1 oder ¢ > 1 ist.

1. Fall: ¢ = 1. In diesem Fall ist nach der letzten FuBinote 6, = y;*
fiir j = 2, 3, ..y 0.

Es sei >0, ¢ > 0. Es gibt eine hochstens abzihlbare Menge von
Wiirfeln

Wi e, <<y;<bj; (1=2,3,...,0;0=1,2,..),
welche die Menge M iiberdeckt, so daB

. (0 pnC?
0 <bjs—a;s=1b;5—0a;5 = ... =b;p —a;, =1, < Min (’5, ,77),
o\
2
PAAS (3=
7
6) Dadurch ist tatsichlich jedem Punkt (y,, y3 ..., ¥,) aus M genau ein

System 4, &y, ... 8, zugeordnet. Denn ist g — 1, so besagt (28): v, = 6;1
(=23 ..., o), also

h=1 ¢ = G§=23..,0)
75
ist aber g > 1, so besagt (28): Yy = b ¥, = Yo 4 =23,...,0) also
3§
6 =y, 4, = y,9;t 71=23,...,0).

16% «
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man b;; > ¢ (also a;; > —g—)

voraussetzen, da sonst der Durchschnitt W;-M leer wire. Wenn der
Punkt (y,, 95 ..., ¥) in W, liegt, so liegt der Punkt (5,, 4, ..., ;) im
Parallelepiped

, 1 1 . .
Ww,: Fi-j<6j<(z; (1=2,3,..,0;1=1,2,..).

Die Parallelepipede W; (¢ = 1, 2, ...) iiberdecken also die Menge N und
es ist
1 1 b—g
0 —— 5 =0 Ty 2 - <n

aij if a’u bz:

Man kann also W; mit einem Wiirfel W, mit der Kante 25;C—2 <9
iiberdecken; die Wiirfel W; (s = 1, 2, ...) iiberdecken die Menge N und

es ist )
2(%)I< €.

Daher ist L,(N; #*) < ¢ fiir jedes ¢ > 0, > ¢, also L, (N; «*) = 0 fiir
jedes 5 >0, also L(N; 2*) = 0.
2. Fall: ¢ > 1. In diesem Falle ist nach der letzten Fullnote 4, = y,,
9; = YoVt (=2,8,..,0,7F¢g). Essei >0, ¢>0 Es gibt eine
hochstens abzihlbare Menge von Wiirfeln
Wi! ;5 <?J < b,'j (j B 2, 3, eeey O 7= 1, 2, ..:),

welche die Menge M iiberdeckt, so daB

C Cn)

0<b,2—-ai2=bia—a£3=-~=bia— Gig ‘—l <B1m(2 *eD+ C?)?

le (GD-}-C“)Z

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei &;; > C (also a;; > %) und
a;; < D (a]so b;; < D - g— < 2D), da sonst der Durchschnitt W;- M

leer wire.
Wenn der Punkt (v, 9g ..., 7, In W; liegt, so liegt der Punkt
(61 -y 69—15 0g 11, -+, 0,) im Parallelepiped

Wi: a;y < 6, < by,

aig big
=2 < §; 22
b,.j g a

ij

(1=2,8,..,0;3%+¢1=12..).
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Die Parallelepipede W, iiberdecken also die Menge N und es ist
6D -l- c?

O<big z _l < l<77,
0<1:ig_‘ﬂ:bwbw—"wa1]
aij %] ambu
b, (b;; — )+ e (b;,— 6 6D+ C?
— g(u ;3 - _7( 9 ) 02l< + lz<77
i) %9

(1=2,3,..,0;5%+¢;2=1,2,...).
Man kann also W; (¢ = 1,2, ...) mit einem Wiirfel W, von der Kante

2
6D+C L<n

tiberdecken; die Wiirfel W, (z = 1, 2, ...) iiberdecken die Menge N und
es ist

Daher ist L, (N; #*) < ¢ fiir jedes > 0, ¢ > 0, also L,(N; z*) = 0 fiir
jedes 5 > 0, also L(N; 2*) = 0.

§ 4.
SchluB des Beweises des Satzes 2.
Hilfssatz 5. Essese 0 =2, n=4, r,=4, ..., 7. =4, r=r1r,-+
d 1t ot o 9amz (5= 1,2,...,0); 0 <A <<o—1. Wirbilden
den (o — 1)-dimensionalen cartesischen Raum der Punkte (B, Bs, -« Bo)-
Fiir ganzes v > 1 sei M, die Menge derjenigen Punkte (B,, ..., Bs) mit

L << (j=23,...,0), die folgende Bigenschaft haben: wenn

(29) Qu) = ui+us,+ ... +ury —l—»Za'zﬁ,- (uij+ ;i + - + ?ﬁj,j)
J=

i
und (fiir z >1) z=2 °—2 gesetzt wird, so ist

"1‘+iao
v 7 +z o ds T —1-1 p
f Q@J(ﬂjs)eﬂ(e— s—1) K =9(z2 21+ (log z)® +5)
—+z—

(ﬁ—lB max 2—”)

1<]<O’
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Behauptung: L(M,; 2*) = 0.

Wir behaupten zunichst: beweisen wir den Hilfssatz 5, so wird
damit der Satz 2 bewiesen sein. Beweis: Der Hilfssatz 5 sei wahr; wir
setzen M = WM, + W, + M, + ...; dann ist

L o) < 3 LEh; o) =o.
=2
Wenn ein Punkt (8, f,, ..., B,) mit §,>0 (5 =2,3,...,0) nicht zu M

gehort, so gibt es ein ganzes v > 1, so dafl —1— <P, <v(=23,..0);
andererseits aber liegt dieser Punkt nicht in M,. Nach dem Hilfssatz 1
2

mit z=2z °—%, n = ¢ und nach dem Hilfssatz 5 ist also (man beachte
I1<o—1=<7—1, abo

A c—1 r r r A
F <t Sl Ao p<z—1— )
fiir die Form (29) ¢
r o, * LA _1+1—"
PQ(:::)=O(934=+:1:2 ! "‘f)—l—o(m“ o logso+s )

= o(x%—l_"—i—ilogﬁ“”w),
womit Satz 2 bewiesen ist.
Beweis des Hilfssatzes 5. o, 7,1, . ra, r, v seien den Voraus-
setzungen gemif gegeben; W' sei der Wiirfel — < B;<v()=238,..,0);

wir greifen einen Punkt (B, fs, ..., B,) aus W’ heraus und bilden das
Integral

1
—+io
z

(30) J = f ]] 0" (B,s) e (622 — 1)7 -2 e

i=1

1.8
;“Hﬁ '

Den Integrationsweg teilen wir in abzihlbar viele Stiicke folgendermafen

(bis zum Schluf dieses Paragraphen sel z,> 4).

Eine Zabhl A/k nenne ich eine Fareyzahl oder einen Fareypunkt, wenn
h=0,0<k < Yz, (h,k) = 1. Ein fiir allemal bemerke ich: wenn ich
einen Bruch A/k k aufschreibe und ihn eine Fareyzahl oder einen Farey-
punkt nenne, verstehe ich darunter, daf der Bruch schon in seiner
reduzierten Gestalt aufgeschrieben ist, d. h. daB k=0, 0 <k < V=,
(h, k) = 1. Zwei Fareypunkte (und ebenso spiter zwei Medianten) heifien
benachbart, wenn zwischen jhnen kein Fareypunkt (bzw. keine Mediante)
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liegt. Dabei bezeichne ich als Medianten alle Zahlen % wo ., X

zwel benachbarte Fareypunkte sind. Wenn %/k ein Fareypunkt mit 2 > 0
ist, so sei B, , dasjenige linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene
Intervall, welches den Punkt A/k enthilt und zu Endpunkten zwei benach-
barte Medianten hat. Wenn J = (g,b) und 6 > 0, so bedeute 6J
das Tntervall (3a, 8b). Die kleinste Mediante ist 1—0++[—V15] < ‘7‘;—; wenn
also bei festem j(1 < j < o) die Zahl A/k alle Fareybriiche mit 2 > 0

durchlsuft, so iiberdeckt die Vereinigungsmenge der Intervalle 2 By, x

B, 7%
sicher das ganze Intervall (V—i, + oo) (denn ?3—" < B). Bekanntlich ist
x §
=Y o
(31) %h,k—<k k—"/:-: T_l—kV;)’

wo b9 <1, 1 <9 <1
Im Integral (30) setzen wir nun s = % + t% (¢t reell) und bekommen
sofort

<

dt

[ <e J]_] |07 (B;s)|-| == — llota+l'
F
V=

Zu jedem t des Integrationsintervalls (yi, + oo) und zu jedem j (1 <j
x
< o) gibt es genau eine Fareyzahl Ak, (wo %;>0), so daB ¢ in
%7—1 Bu,, 1 liegt; wenn dazu noch ¢ == 2/3—” %, so gibt es genau eine ganze
i i k;
Zahl n;, so daB !
2n 2z b, | 2x .
(32) = <|l‘«———’£~—,,—— 1=t 0);
8,29 'k Vz AL 8,2k V= =7=0)
nach (31) ist '
2z b, l 2n
R )
l By B\ = B,k V=
also ist n; > 0. Also: zu jedem ¢ > Vi, welches mit keinem der ab-
xz
zihlbar vielen Punkte gﬁf%(O <k< Vz, b >0, (h,k)=1,i=1,2,..,0)
3

iibereinstimmt, gibt es ein System von 3¢ eindeutig bestimmten ganzen
Zahlen

hykymg (5=1,2,...,0: 5> 0; 0 < b, < Va3 (B, k) = 1; n; = 0),
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27 .
l%hj,kj (J=12,.., 0)

so da ¢t im Durchschnitt der o Intervalle 7
2

liegt und die Ungleichungen (32) erfiillt.
Umgekehrt, wenn ein System von 3¢ ganzen Zahlen

b, k&, m; (j=1,2,...,6;72j>0;O<kj§]/;; (k) k;) = 1;n;, = 0)

i g
gegeben ist, so sei
Sy, oy ooy by gy By ooy Kgs By, Ny, ..., 15) = Sk K5 %)
£
=
By, 1; liegen und den Ungleichungen (32) geniigen).

die Menge derjenigen ¢ des Intervalls ( + co), die im Durchschnitt

der o Intervalle ?3—”

Die Vereinigungsm:ange aller Mengen S (%; k; n) iiberdeckt. offenbar, mit

Ausnahme von abzihlbar vielen Punkten, das Intervall Vﬁ;<t< + oo,
x

Daher ist

o
N dt
e f [T 167891120 — 1o 2.
k:,,z.: Sth;kyn) =
Ny oo Ng

Es sei nun 4,4, ..., %, irgend eine Permutation der Ziffern 1,2, ..., 0;

Uy, 2y, ..., 1) sei die Menge derjenigen S(h; k; n), fir welche
k=2 k> 22,

ist. Der Hilfsatz 5 wird offenbar bewiesen sein, wenn wir folgende Be-

hauptung beweisen:

Behauptung A. Es sei (3, %y, ..., 3;) trgend eine Permutation der
Ziffern 1,2, ...,a. Dann gibt es im cartesischen Raume der Punkte
(Bas Bss - - - Bs) eine Menge M, (3, 1, -.., t;) mat

LM, (4, 2y, ..., 56); 2*) = 0,
die folgende Eigenschaft besiizt :

Ist (Bys B . Bo) irgend eim Punks mit — < B, < v (j = 2,3, ..., o),
der micht zu M, (1, 3y, ..., ;) gehort, so ist (B, = 1 gesetzt)

7 . dt
O3 (B.s))-lexze— 1]
DX f 1L 1o@ales—1r g
S(kik;n)

T
—_—1—2
= o(a:2 z‘“log“"'l‘%);

dabes st die Summe tber alle S (h; k; n) aus U (i, 4y, ..., ;) 2u erstrecken.

¥%) 8 (h; k; ») kann freilich auch leer sein.



Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 23

Wir numerieren nun die Summationsbuchstaben um: statt h‘f’ k,-f, Ny,
schreiben wir Ay, ky;, ny, und statt B, schreiben wir 4, (also 8, = 1, wenn
g durch 4, = 1 definiert ist). Statt der Behauptung A beweisen wir
nun die dquivalente '®)

Behauptung A’. Es seten o, 7, Ty .-, Tay ¥, A, v gemdf den
Voraussetzungen des Hilfssalzes 5 gegeben; es sei weiter eine ganze Zahl g
gegeben, 1 << g < 0. Wir setzen 8, =1 und betrachten den (oc—1)-
dimensionalen  cartesischen Raum R, _, der Punkte (3,0, ..., 6,1,
8g+1, -+ 05). Dann gqibt es in R,_, eine Punktmenge I, (g) mit

LM, (9); z*) = O,
so daf folgendes gilt: Ist (d,, 0, ..., 8g—1, 041, ..., O5) etn Punkt mit

—1—< 0, < v(1 <jZ o, jkg), der micht zu M, (g) gehort, so ist™®)

(33) ) f ]] 169,5)|-er=e— 117 2

hiksn .
S(h;k;n)

r -
=0 (w7_1_‘zl+7~log“+5x).

Dabei wird iiber alle Systeme ganzer Zahlen h;; ks n; (= 1,2, ..., 0)
summdert, fur welche

(34) >0, 0<Fk <Vo, (hyh)=1, n,=0,
(35) k2m =k, 2m > ... = k, 2% gilt.
S(h; k;n) = S(hy, bgy -y has gy Kgy <oy Kogs gy gy .oy By)
st als die Menge derjenigen t des Intervalls <V£_, + oo) definert, die im

Durchschnitt der o Intervalle %hj, X (1=12,..., 0) liegen und den Un-

gleichungen
=k,

juhaguat A
o, k;

[

2n
8,29k Vx
geniigen; B ist durch B = Max 2 definiert.

1=j=o¢ 65

Es liege nun ein Punkt (8,, ..., 8,—s, 841, -.., 8;) mit - < 8, < » vor.
Es seien I; m,, m,, ..., mg; 7y, Ny, ..., n, ganze nichtnegative Zahlen;
wir wollen sagen, daB eine Menge
S(h; k; n) = S(k]’ kgy LX) ha; kv kz’ ceey ko; g Rgs - - -y na)

(36) — =2 <t

2x | .
| =12 ..¢0
629 Vx| (4 )
2 2

18) Die Aquivalenz folgt aus dem Hilfssatz 3.
19) Ich schreibe r, statt rz.j; das schadet nicht, da die Voraussetzungen des

Hilfssatzes 5 in den r; symmetrisch sind.
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mit (34), (35) zur Klasse

[ m; n} = [I; my, my, ..., mg; 0y 0, ..., 0]
gehort, wenn

(37) 2 b, <A Mk, <29 (=1,2,...,06)%).
Jede von unseren Mengen S(%; k; n) gehort also genau zu einer Klasse
[l; m; n]; fir diese Klasse gilt dann nach (34), (35), (37) offenbar

(38)  2mitm > gmAm > > 9meth, 9 < Yy (j=1,2,..,0).
Wenn eine Menge S(k; k; n) der Klasse [I; m;n] nicht leer sein soll, so
mufl nach (36) und (35) sein (da -i— < ;<< v):

2n 27

__._.__{ ——— < 2x-3»-
:51 By 6 kil = 5 omp V2 53'2"“‘:,“/"’ Q"J'kjvz
(j=2>33~"30')’
also

Ih é h~l 32

B L2 (1=238,...,0)

|k 5. k. Y o s Uy ee ey 3

Y J il 27k, 2

wenn die ganze (wegen z > 4 positive) Zahl o durch 2¢ < Vo < 2041
definiert ist.

Wir wenden nun den Hilfssatz 2 mit C = -115, D=1 a=3» an.
Wir setzen y; = gl (7 =2,3,...,0) und bezeichnen mit RN, (¢) die Menge,

J

welche der Punkt (4, ..., 0g—1, Og+1, ..., 0,) durchliuft, wenn der Punkt
(Vg ¥4 - - » 7o) die Menge 9)1( 5, 7%, 3% 0, )durchliiuit”‘). Nach Hilfs-
satz 2 ist

L(m (s

1 2 v Y — -
1,2,1:,31:,0',2.),:::)—0,

nach Hilfssatz 4 ist also auch
LR, (9); 2% = 0.
Es sei M, (g9) der Durchschnitt der Menge W, (¢9) mit dem Wiirfel

1 : ;
— << =12,..,0;5%9);

dann ist auch
L (I, (g); =*) = 0.

20) Wenn die Klasse [I; m; 2] gegeben ist, so sind fiir die zugehorigen Mengen
8 (h; k;n) die n, bereits bestimms, wihrend die %, k; noch einen gewissen Spiel-
raum haben.

) Tcb bemerke noch einmal [vgl. die FuBnote9)], da ¢y, &y, ..., 6, (6,=1)
durch die Angabe von yy, 3 - - ., ¥, eindeutig bestimmt sind;
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Wir greifen nun aos dem Wiirfel
1 . .
—v_<6j<v (J=1:2,~-~,0§J:§=9)

einen Pankt (8,, ..., 85—y, 0541, ..., 05) heraus, welcher nicht in 90, (9)
[d. h. nicht in R,(g9)] Liegt; diesen Punkt wollen wir bis zum SchluB
dieses Paragraphen festhalten. Wir setzen noch 3, = 1 und werden fiir
dieses System §,, &, - .., 0, die Abschitzung (33) beweisen. Dadurch wird
offenbar die Behauptung 4’ bewiesen sein. Mit ¢ werde ich jetzt unter-
schiedslos positive Zahlen bezeichren, die nur von o, 7,7, ..., 75 4, ,
¢, 0,5 Oy, ..., O, abhingen.

Es sei [I; m; n] = [I; my, my, ..., My; By, Ny, . .., Ny) eine Klasse [mit
(38)]; wir wollen den Beitrag abschitzen, den die zur Klasse [I; m; =]
gehorigen Mengen S(%; %; n) zu der Summe in (33) liefern.

Dazu bemerken wir folgendes:

I. Wenn ¢ in S(k; k;n) liegt und S(k; k; n) zur Klasse [I; m; n]
gehort, so ist nach (36) (wegen n; = 0)

t— 22
I 61 k, Vz
also fiir z > ¢ (da A, = )

II h]. < t < cll h’l

also
¢ A—m <t < m,

Bis zum Schluf dieses Paragraphen sei von nun an stets z > ¢”.
H.&sds=%+ﬁ,mthMMn0Mg;&kkMgwm
zur Klasse [I; m; #]. Dann legt ¢ fiir j = 1,2,...,0 in —23;. J ki also
ist %) K
1068;9)] < e
VEV?+G‘77%

x

wegen (36), (37) ist also
RIS N N |
|© (8;5)] < ¢”’ Mi.n(:n2 2 2 gt 22).

II1. Es sei ¢t in S(h; k; n); die Menge S(h; k; n) gehore zur Klasse
{l; m; n]. Nach den Abschitzungen (12), (13) haben wir ( man beachte
t>%>%w<d@wq
|etss — 1| < ¢ Min (1, 22!—™).
2%) Vgl. @p 1, Formel (13), S. 708.
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IV. Das MaB von S(%; k; n) (welches zur Klasse [I; m; n] gehort)
ist nach (36), (37) kleiner als

c"’

V. Der Punkt (Pas Vgo - s Vo)s WOy = 8,0; ' (§ = 2,3, ..., 0), gehort
dem Wiirfel — = <V < ¥ (j=2,3,...,,0) an, liegt aber nicht in der
Menge sm( 5. ¥ 392, o, A). Daher gi]t nach Hilfssatz 22%): die Anzahl

der nichtleeren Mengen S (k; k; n), die zur Klasse [I; m; n] gehoren, ist
fir o > ¢” (d. h. fiir # > ¢"”) kleiner als

- w—%logﬁ - 2(0-1)1 2(2—0+ 2)my 9(2-1+o-)ma_ w_a_"')"a—m
I 20 I ny 1) T (1))
1<j< o—o a~w<j<a j=1

Der Beitrag, den die Klasse [I; m; n] zu der Summe links in (33) liefert,
ist also héchstens ([A] = o gesetzt)
(39) c” Q—mi—my . x—lfz . 2—(0+1)l+(°+ 1) my

J Tj T T;
- ——m' = —n,
HMm( 2 Yt 22 J)
ji=1
2

- Min (1, 202¢1—0m) .z 2 Jog?x - 20—D!. 20—t Dmy

. 2(2~1+w)m‘,_w—(1—w)no_w . ” 221ﬂj . H 21".]'—'nj
1<j<o—0 o—u<j=o
(@1 17 fmy 1) - 1T (s + 1))
J—l« . j=1

Diesen Ausdruck sollen wir iiber alle ganzen nichtnegativen I, m,, n;
(7=12,... 0) mit
(40) mtM I gmm > > gt 9 < Vo (j=1,2,...,0)

summieren; wenn die Summe gleich

(41) 0 (z?—1-1z1+110g5°’+5w)
herauskommt, so wird der Hilfssatz 5 bewiesen sein.
Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, daB die Summation iiber !

ergibt (man beachte 6 —1 —21 > 0)

(42) 5 2-a+81 Min (1, 20 200—om) . (I 4 1)?

I=
’ < ¢t tA L 2mm+D . Jog? (2m1: 2)
< ¢ HI2-ma+D Jogiy

35) Man beachte 20 < Vz < 20+,



Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 247
Wir vereinigen nun die Klassen [/; m; #] in ¢ 4- 1 Oberklassen ,,0¢, ,,1%,
»25 .., 50" folgendermaBen: [I; m; n] gehdre zur Oberklasse ,,z°‘, wenn
[2m3+?ljgv—1; fﬁrj_s_'f,
l2mi+tm < ¥z firj > v
und wir werden den Ausdruck (39) iiber jede Oberklasse gesondert sum-
mieren; wenn dabei bei jeder der ¢ 4- 1 Oberklassen

(43)

(44) 0 (x7_1—1z1+‘16gﬁ"+5x)
berauskommt, so wird der Hilfssatz 5 bewiesen sein.
I. Die Oberklasse ,,0¢° Wir sollen den Ausdruck?)

_1 I
At 10g2:v LA+ Hmy Q—my—my L 2,90+ Dmy, ]I T4
=1 %
I, _i
Hgg J, 2.10g2x_2(1—n+2)m1
j=1
. 2(2—l+w)m0_w—(l—w)n,,_a,‘ I 9im; 7 gy — ny
1<{j<o—w —wlj=o
g
2
nm+)nw+n
Jj=1 i=1

iiber die m; = 0, n; = 0 mit den Nebenbedingungen (40) und 2™+ "% < {z
(=1,2,...,0) summieren. Die Summation ergibt:

pX 2"‘1+( m, + 1y (n, + 1)
My W1
1e (Bs)m no1
< c"-logtz-x? 22 2 < 'zt ?logiz.
n
]
22211; B ’(m +1)? (4 1)* < - logta - zZ‘)(z 2)1‘3

mj
)
'zt log’z fir 1< j<o—ow.

22“‘”‘")’"1“‘(3 k) 7 (m;+ 1) (n; + 1)

g My

ll/\

gc"log4:1;-wl— 2 2 (—‘*’l_)
nj

Ty i—w

< 'zt ® logz fir j=o0—o.
24) Die Summation iber ! wurde bereits in (42) durchgefihrt; bei der fol-
genden Rechnung beachte man 2 < 6—w < o, r =4

I/\
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2 (3205 4 13y

s Py

1 (Q_g),,. W1
< 'log*x - x? 22 3 T "zt ?logx
nj fir co—o<j=< o

Die Summation iiber die Oberklasse ,,0° ergibt also zusammen

1 Ai—w

i1 J
0(zl+‘-log*x-ac 2 2-”:1:*- H xt logs?zx-z 2.2 2
N ; 1

1

=0 (z“”1 . a:%— —. 10g5"+4:1;),
im Einklang mit (44).
II. Die Oberklasse ,7* mit 1 <7 <o —w. Wir sollen den
Ausdruck®*)
1
2

e'rti, loggz -0+ DMy, Q—my—n . g . Ao+ 1)my

T [ Tr;
— Y, J

i, -
. H z? 2 7. H gt 27 Vg 2. ]log?x . 2¢—o+Hm
j=1 j=z+1

. 2(2—2+m)m0_,w—(l—m)'na__w R ’ ' 22mj . ’ ' 9m;— 7

o B 1<j<o—w o—a<j=o
[ w17 [T 51y
i=1 i=1
iber die m; = 0, »; = 0 mit den Nebenbedingungen (40), (43) sum-
mieren. Wir summieren zunidchst iiber die m;, n; mit 1 < 7 < 7 (man
beachte T < ¢ —w); dabei benutzen wir, daf nach (40)

2nj é 2mj+nj g 2‘m1+1¢1 é V;_2n1’

o4
2 2

also
n;+1 < ¢’ Max (log, n, + 1)
ist: .
- ﬂ*—l my— R — _:’;.__ ms;
3 G e E ey
2’)"-‘1‘ 1<j== 1=j==
1=j=-~

< Clogre—na: 327G o 10,417
L « (Max (log z, n, + 1) G0

< ¢’logse—ntig. x-%- 22— (Z-2)m

1
m < ¢"logbt-v+s5g. z 2.
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Weiter ist
P 7 _(Zi_2>m.
22 Joe ’-(mj+1)2(nj+1)2gc"log"w-x4-22 2 !
o
j

T By
i)

c”wrlog“x fir 1<<j<o—w;

IA

r
(2—1-\-w)m-+(-i—l+m>no
2 2 TN e (mj 4 1) (n; 4 1)
g Ry
b _i-e _(_’J_'_) .
< c'logtz.2¢t 2 2 2jm
] A—w

,

¢zt 2 .logiz fiir j =0—w;

IA

35 sy
My Nj " g-1 " <z_—2) "
< ~log*w'$" 2.22 2

_1
T 2

7’

-log’z fiir 0o —ow<<{j<o.

Die Summation ithber die Oberklasse ,,v* ergibt also zusammen

IA
8

S S S RS S §
0<z1+1-log“x«x 2 2. ffz2. ]]z*-z 2
j=1 j=7t+1
Lo e _1
]] zt -z 2. x 2-Iog“"a:)
=T+l c—w<lj=c¢c 4
Z—1—2
= 0(z1+3 z -log”“:v),

im Einklang mit (44).
III. Die Oberklasse ,,7° mit 6 —~w < 7 < 6. Wir sollen den
Ausdruck?)
1
A+ Jogiy - 20+ Mmy. g—mi—ny, z 2.920+Dm

T T rj g rj
4

b L. I
-Ha:22 2 ", Ha: 2

j =1 j=7+1

L@—it@mg y—A—e)ng_ g, ]] 92mj . ]] PA I

1<j<o—w —o<j=o

'ﬁ(mj+ 17 ff @+ 1y

ji=1 j=1

B 2
Ny —_—
Y.z T.logz.20—0tdm

”ls‘.‘
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iiber die m; = 0, n; = 0 mit den Nebenbedingungen (40), (43) sum-
mieren. Wir summieren zunichst iiber die mj,n; mit 1 < j < o—o
(man beachte T = 0 — w); dabei benutzen wir wieder, dafl

n; + 1 < ¢’ Max (logx, n, + 1)

ist:
2 2— (%‘—1) My —ny
MmiHn
1=iEi-w
r, _
1] 9 (—21—2) i, 2——(762 =2 +l_‘“)ma-—w—(l—w)n(,_w
1<j<o6—w
o—w
- J] omi+ 17 (s 4 12
j=1
Z -5 @ )mem
éc 10g2(o_w)1:.m 2 'logﬁﬁ‘ 2 9 2
m;, n;
léjj<oj—w
-
— | .
]] 2 L2 2) i . ﬂ (n; +l)2-(Ma.x (log 2, m, + 1))3
I<j<o—o 1=j<o—w
" e i —(B—1)m—m
< logio—w—1g.g ® ,22 3 C(ny + 1)
my, Ny
- (Max (logz, n, + 1))3e—e—D
_Ame 1 —(7—1—2)1”
< e loga(d—w)—lm .z 2 L 2 loga(a—cu_l).a—gz . 22 2 1
1 i-w my
g ¢ -x 2 T2 logﬁ(d—w)—l .
Weiter ist

Z 2~ (Iﬁi_l) T (m;+ 1) (n; + 1)* < ¢ log* 2 -z—% Z 2 (;’j—”ﬁ) el
Mjs By )

’?

1 .
'z ?log’z fir o—ow <<j< 735

IA

PAEAA ) 11y 419

Bjr By
7] 1 £} \
< ¢’log*w - zt 2 2 2 ('3_*2) i
m;
5.1
< 'zt zlogie firv<j <o
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Die Summation iiber die Oberklasse ,,z** ergibt also zusammen

_1_14 U_?_ U i _ —w
0 z1+l,10g4x.$ 2 2 2 4, 2

—wlji=c j=
wieder im Einklang mit (44).
Damit ist also Hilfssatz 5 bewiesen.

§5.
Beweis des Satzes 3.

Es sei 6 =2, o ganz; $, >0 (j=2,3,...,0); «>0. Wir wollen
sagen, daB das System (B, fs, ..., f,). die Approximation z—¢ zulift,
wenn es zu jedem C > 0 ein System von ganzen Zahlen p,, p,, ..., p,, ¢
mit

' P 1 .
qg>C, iﬁ,-——ql‘ — (1=23,..., o)
J q
gibt.

Hilfssatz 6. Es ser

a>1, Q)= Zﬂ; (udy+uby+ ...+l )

j=1

(oganz, 6 =2, r; ganz, r;, =4 (3 =1,2,...,0), r=r+r,+ ... 71,
Bi=18>0(=23,...,0). Wenn das System (B,,f,, ..., B,) die
Approximation z—« zulift, so ist

Po(z) = Q (mﬁi_la"lj)‘

Beweis: Es sei b = Max f;'; es sei C > 0. Dann gibt es ein

1=j=0

System von ganzen Zahlen p,, 7, ..., Do, ¢, so daBl

1 ! p-{ 1 .
qg>C, g9“>3, Eﬁj_?]x;<q_a (1=2,3,...,0)

Wir setzen

Q) = ula 4 udy 4.+ 4 +2P’ (g4 65+ -+ o).
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Dann ist stets

(45) 1@ () — Q)| _s_b%f“’-

Wir setzen nun ! = [% q“] — 2 (also I ganz, 1> 0).

Wenn
(46) T =ew g—q—,
so ist nach (45)
2
b4y I+
@) < b <@ <P b <

Fiir jeden Gitterpunkt (d. h. fiir ganze u; ;) ist @ (») gleich einem ganz-
zahligen Vielfachen von 3. Nach (47) konnen daher im Bereich (46)
keine Gitterpunkte liegen. Also ist Ag(x) konstant im Intervall

apP, ; ;; I\ —1
,,,,&Qz(x) — __é_i; nx < " (_q_)2 :
V ;2...,9;«:1*( +1)
also ist
2 1
) e() :
3 3 1 1\;—1
PQ(T P\ <= (gf s
entweder fiir & = < oder fiir & = e ist also
P wr 1 l g'_l 14t e—l_a—}-—l
IPo(®) > - (Jf  >e" &

(man beachte
U 4 177 2?7 l
el <"g?, ¢ -:? < E£<e 7’

5) Mit ¢’ bezeichne ich unterschiedslos positive. Zahlen, die nur von o,7;
Gj=1,2...,,0), ﬁj({i =2,3,..., 6), o abhangen.
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also

> " (—l->—“—'1‘f > E ;:—1>

i 11
— C a—‘l,
q = 1 q

Wegen o« > 1 ist &> % > "¢ 1> oo fiir g > oc, also fiir

C — oc; also ist in der Tat

T_ .t
Po(z) = @(of 2 771),
w. z. b. w.
Beweis des Satzes 3. Es sei 0 =2, o ganz, r; =4, r; ganz
(y=1L2..,0); r=r+r,+ ... +7. Bs sei 0<Td<{o—1; wir

_ - 1 | 4)
setzen « = - (also «> 14—y — =)

Es sei B;_, der (0 — 1)-dimensionale cartesische Raum der Punkte
(By> Bas --» Bs); M(z—% o—1) sei die Menge derjenigen Punkte
(By Bss - - Boymit 1 < B; <<2(5 = 2,3, ...,0), welche die Approximation
z~< zulassen (statt zu sagen, daB das System (8, B, ..., fs) die Approxi-
mation z—* zuliBt, sage ich auch, daB der Punkt (B, f,, ..., f,) die
Approximation z—¢ zuliBt). Nach S.D.A., Satz 1 ist

L(M(a:—“; o—1); z%) = oo,
d. h.

(48) L(M(z—2;06—1); ') = oo ).

Wenn aber ein Punkt (8,,...,8;) in M (z—%; 0 —1) liegt, so ist nach
Hilfssatz 6 fir die zugehérige Form @ ()
LS. LN
Py (z) =Q(a;2 Ta) =Q(x2 ' “-1);
also ist

M(@z—=6—1) C E(:vg—l—"—il),
also nach (48) auch
1(5(s 77555, 2) = o,

w.z b. w.

26) In S. D. A., Satz 1 wurde M (z~%; 06— 1) als die Menge derjenigen Punkte
(B2 B3, - .., B,) definiert, welche die Approximation z “ zulassen und den Un-
gleichungen 0 =8, <1 (j=2,3, ..., 0) geniigen. Die Translation f; = B;+1
(1=2,3,..., 6) andert aber weder die betreffende Approximationseigenschaft noch
den Wert von L (M (z%; 6 — 1); %)-

17%*
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§ 6.
Beweis der Siitze I, II, VIIL
Beweis des Satzes I. Wir sollen fiir die Form (1) (mit r = 5)
die Abschitzung

Po@) = (st )
beweisen. Wenn wir im Hilfssatz 1 » = 1, z = 1 setzen, sehen wir, daf}
es geniigt, die Abschitzung

_+1,ao

f ]] 0 (y5) ex (et —1) %8 = 02377

1,0 B
BT
. 2n Vee . .
zu beweisen (B = Max -) Fire; >0 (3=1,2,...,7) ist
1=i=r %
— tag+..t
Vaula,z...ol,,.gal az-: &
es geniigt also, wenn wir fiir jedes 5 (§ = 1, 2, ..., 7) die Abschitzung *’)
Loim
dsl LAY
K; = j. |O7 (;8) - ( llls- (z‘~’ )
1,° B
';+1.—V-:;

beweisen. Die Vereinigungsmenge aller Intervalle ?%n,k tiberdeckt (bei
J

festem j) das ganze Intervall ( =, + oo) (vgl. §4); also ist (man be-

achte (12), (13)) fir z > ¢
1

K,gc%’ J [@’(ocjs)l‘Mjn(l,t)i—: (s:;—}-ti);

Ve

der Summationsbereich ist dabel durch
>0, 0<k<Vz, (hEk) =1
gegeben.
Es sei nun ¢ eine Zahl des Intervalls 2{—’ By, r; dann ist erstens nach (31)
2% k) - _}y

37) Man beachte |®*| = e.
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also (wegen 2 >=>1)
c%<t< c%

1
fiir £ > ¢; zweltens ist fiir z > ¢, s = m-{—tz“)

!@(“js)|< 1 ==}
1 2n
FR G % | 9l
also ist
k2 dt
‘Klé ZMID(]., k) —}ﬁ ‘f r<1 ( 2x h)2>"29)
iy & ry —.‘+ t—— = Z
__gghk k*\22 ;i k
“j
<o —an( ) L f du
B2 k2 /(1 u)t
goaﬁ_l log b cm—;_l,
— ~—1
w. z. b. w.

Beweis des Satzes II. In der Form (1) seien alle «; ganzzahlige
Vielfache einer und derselben Zahl « > 0. Fiir ganzzahlige u; ist dann
Q (u) gleich einem ganzzahligen Vielfachen von «. Wenn also ! ganz,
1> 0, so legen im Gebiet la << Q(u) << (!4 1) keine Gitterpunkte,
also ist 4y (2) konstant im Intervall lo <z << (!4 l)a. In diesem
Intervall ist also

ror
Pe® _ —Jd— ik — < —G(ocl)g_l;
dz x ]/a1a2...arf(%+l)/

nach dem Mittelwertsatz ist also

Po((13)) —Pe((1+3)) < —ea@i

entweder fiir £ = (l—}— %)o: oder fiir £ = (l—l- ;)a ist also

IPe(&)] >ca(al)? >cad®
w.z. b. w.

28) Vgl. Gp1, Formel (13) (8. 708).

29) Substitntion t—-——’-t Z = —':i,

%5
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Beweis des Satzes VIII. Es seien ganze Zahlen ¢ =2, r, =4
(j=1,2,...,0) gegeben; @ (u) sei durch (2) gegeben; ohne Beschrinkung
der Aligemeinheit (wegen (3)) sei §;, = 1. Das System (8,8 ..., fo)

o o .
156t bekanntlich die Approximation g o—1 Z4; hach dem Hilfssatz 6 (mit
alSO a—1= 0%1) ist also

=
R P

Po(e) = Qlor*#m1) = Qi 7,

w. z. b. w.

Prag, den 4.1.1933.

(Eingegangen am 5. Januar 1933.)
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