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Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, 

von 

Vojtech JARNÍK, in Göttingen. 

1. Einle i tung. 

Für ganzes sei 

eine positiv definitc quadratische Form; für a > 0 sei AQ(X) die Anzali 
der Gitterpunkte im Ellipsoid Q(U)^X9 IQ (%) das Volumen diese: 
Ellipsoids; endlich sei AQ (X) [X) + PQ (%). Die Frage nach de; 
Grössenordnung von PQ {%) wurdo von den Herren W a l f i s z um 
L a n d a u C1) für den Fall rationaler Koeffizienten a^v durch den fol-
genden Satz erledigt: 

Sind alle a ^ rational ( 3 ) , so ist 

Bei der allgemeinsten Form Q (u) ist aber das Problem nod 
weit von einer definitiven Lösung entfernt. Bi9 vor kurzem warci 
nur folgende Abschätzungen bekannt ( 3 ) : 

In der Tat liegen die Verhältnisse bei den ,, irrationalen " Forme] 
Q (u) wesentlich anders als im ,, rationalen " Fall, wie zuerst kürzlicl 
vom Herrn W a l f i s z ( 4 ) gezeigt wurde. Er betrachtot nümlicl 

( 1 ) A. Walfisz, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math 
Zeits. 10 (1924), S. 800-307; E. Landau, Über Gitterpunkte in mehrdimensionale! 
Ellipsoiden, Math. Zeits. 21 (1024), S. 120-132, und (zweite Abhandlung) Math. Zeits 
24 (1925), S. 209-310. 

( 2 ) Weil es offenbar nur auf die Verhältnisse der aMv ankommt, so gelten dies« 
Formeln auch, sobald die â v ganzzahUge Vielfacho einer und derselben Zahl sind. 

( 8 ) Z. B. E. Landau, Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadrnti 
sehen Formen, Berliner Akademieberichte, (1915), S. 458-470; E. Landau, Übe 
die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, vierte Abhandlung, Göttinge 
Nachrichten (1924), S. 126-132. 

( 4 ) A.. Walfisz, Über Gittorpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, drit-t 
Abhandlung, Math. Zeits. 27 (1927), S. 245-268. 

r 
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Formell von der speziellen Gestalt 
r-l 

Q b&Up'Uv+'CtMiibp, rational, cc>0 irrational, r ^ 10) 

und beweist für diese Formen: 

i ) pQto)=ö(*9i~l). 
2) Diese Abschätzung lässt sich—auch bei fest gewählten 

nicht verschärfen, solange wir a nicht weiter einschränken. 
3) Wenn man aber von gewissen Ausnahmewerten von es ab-

sieht, lässt sich die unter 1) angegebene Abschätzung noch weiter 
verschärfen: für fast alle ( 1 ) positiven Werte von et, ist 

PQ ($ )=0 G 2 ~3 log 4 %). 
In zwei Abhandlungen ( a ) habe ich mit einer anderen Methode die 
Formen 

Q {U) = «1 V* + Ci2 tlU + «r Ur (ctj > 0) 

systematisch untersucht und u. a. folgende Resultate erhalten: 
1) AVenn bei mindestens eine von den r—1 Zahlen 

( 2 g j g r ) irrational ist, so ist 

P ^ - o t * " 1 ) ; 
auch diese Abschätzung lässt sich nicht verschärfen, solange man die 
otj keiner weiteren Einschränkung unterwirft (*). 

2) Für fast alle positiven Wertsysteme der otj ist sogar 

P , ( s ) = o ( » « + t ) 
bei jedem b>0 ( 4 ) . 

Damit ist das Problem noch lange nicht gelöst. Zu jeder Form 
Q(u) gehört nämlich eine reelle Zahl (Q), so dass 

PQ(X)~0 (af+ e), 

bei jedem e > 0 ; dio Bestimmung dieses ,, wahren Exponenten " ft, ist 
nun das erste Ziel derartiger Untersuchungen. In dieser liichtuhjg 

( 1 ) D. b. alle bis auf eine Menge von Lebesgu eschen Mass Kall* 
(52) V. Jarnik, Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen EUipsoiden, erste 

und zweite Abhandlung, Math. Annalen (im Druck). 
( a ) L. c. (2), zweite Abhandlung. " 
( 4 ) L. c. (2), erste Abhandlung. 
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habo ich folgendes bewiesen(1): 
Es sei <rS2 ganz, ganz ( j = 1 , 2 , . . . < r ) , — 

Wir betrachten die Formen von der speziellen Gestalt 
Q ( u ) = Ä . . . + < , i ) + / 3 a («!,*+ • • • • + < * ) + • • • • 

Dann ist (bei gegebenen <r, ?v) für fast alle positiven Wertsysteme 
der ßj 

JL 
Man möchte abor noch wissen, wie sich diejenigen Formen verhalten, 
die der nicht beachteten Nullmenge entsprechen und ob p (Q) 
mit den einfachen arithmetischen Eigenschaften der ßj in einem 
Zusammenhang steht. Diese Frage soll in der vorliegenden Arbeit 
für den einfachsten Fall <r=2 beantwortet werden und zwar durch 
den folgenden Hauptsatz, dem ich noch eine Definition voran-
sohicke. 

Definition. Es sei O6>0. Wir betrachten die Menge 3Ä« aller 
reellen Zahlen a, welche folgende Eigenschaft haben: es gibt zu a 
eine Folge von Paaren ganzer Zahlen pu qx\ pa> i«; ffs? • - • -» so dass 

2V» + oo, q ^ + o o , JJL-cc = 
Qu x ?n ' 

Die obere Grenze von 3Ä« werde mit ß(ct) bezeichnet und möge ,, der 
wahre Exponent der Zahl a 1 ' heissen. 

Bemerkungen. Es ist immer 0^/3(oc)^oo; f(ir rationale « i s t 
ß (c0=oo. Wenn die Zahl a irrational ist und wenn mit g/ , qj, 
die Nenner der Näherungsbrüche des regelmässigen Kettenbruches 
von et bezeichnet werden, so ist nach bekannten Sätzen ß (os) gleich 
dor unteren Grenze aller reellen Zahlen b, für welcho q'n+i = 0 (qnM)-

Wir wollen in dieser Note folgenden Satz beweisen: 
Hauptsatz. Voraussetzungen: Es sei ganz, ganz, 

r i+9' i=r; « i>0 , tt2>0; ß=ß ( — ) sei der wahre Exponent der Zahl 
et, K c c * y 

es sei CCi 
Q {u) = ai(ui+ul+ .... • • • • 

Für $ > 0 werde 

( 1 ) L. c. (2) S. 855, erste Abhandlung. 
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¡esetzt. 
Behauptungen:t Für jedes s > 0 ist 

(1) P g W ^ o f c " " 1 " ^ ' 1 " ^ ) , 

(2) 

Bemerkungen» Für +00 soll — - - = 0 sein. Die Unsym-
ß+1 / CCa \ 

netrio der Voraussetzungen ist nur scheinbar, da offenbar ß [ — ) = 
/ ^ \ v 061

 ' 

' ( t > 
Vor* den Behauptungen des Hauptsatzes ist bereits folgendes 

bekannt: für alle tfj>0, c**>0 ist 

P < 2 0 * 0 = 0 ( X ^ ' O , PQ ("1). 
Es genügt also, die Behauptung (1) fü r /3<oo> die Behauptung 

(2) für, ß>0 zu beweisen. Also genügt es, folgende zwei Behaup-
tungen zu beweisen: 

Behauptung 1. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes seien er-
füllt. Es sei /3<oo, /3<y<oo . Dann ist für jedes g > 0 

T 1 

Behauptung % Die Voraussetzungen des Hauptsatzes seien 
erfüllt. Es sei /3>0, 0<8< /3 . Dann ist 

Die ganze Schwierigkeit liegt im Beweis der Behauptung 1. Dem 
Beweis dieser Behauptung schicke ich zwei Hilfssätze voraus, von 
welchen der erste in einer etwas anderen (und sogar etwas schärferen) 
Form bereits vom Herrn H . B e h n k e ( 2 ) bewiesen worden ist. 

2. Hilfseätze. 
Im Folgenden machen wir von der Bezeichnung Gebrauch: wenn 

a reell, so sei JR(a) durch die Beziehungen. 
( 1 ) L. c. (2), S. 356 erste Abhandlung, Satz 5 und der Hauptsatz der zweiten 

Abhandlung. 
. ( 2 ) EL Behnke, Zur Theorie der diophantischen Approximationen, Abhand-

lungen <i, d. math. Seminar i. Hamburg 3 (1924), S. 261-318, Satz 6, 
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a = a ' + jR(a), a1 ganz, 0 
erklärt. Offenbar ist R (a -h b)=R (a) 4-R (6), wenn R (a) + Ji (6)< 1; 
sonst -B (a + &) == ß (a) + i i (6) - 1 • 
Endlich ist R ( — a) = l — R (a), wenn a nicht ganz ist. 

Hilfssatz 1. Es sei e*>0, cx2>0; ß-ß (^)<oo (also —a- i m 
^ \ a j / \ 

t ionalj , JD>0, JL/>0; es sei noch /3<7<OQ. . Dann ist die Anzahl I 

der ganzen Zahlen zy fü r welcho 

(3) O C s ^ j l / , R(Z 

gilt, höchstens gleich 1 1+7 

QLM+cL M**y'C). 

Beweis., Ohno Beschränkung der Allgemeinheit sei v>0. 
Wir setzen noch *-=ct. Es seien z\<z<t<z*< .... <zv diejenigen 

«i 
ganzen Zahlen, für welche (3) gilt. Es sind folgende zwei Fälle 
möglich: 

1. Fall. Es ist R (zict)<R (z2c*)< . . . . <JB (*„ a) (der Fall u=\ 
werde auch zu diesem Fall gezählt). Dann behauptoich: alle Zahlen 
zP(p = 1 ,2 , . . . . , !>) sind ganzzahlige Vielfache von Zi. Denn es sei 
schon bewioson, dass ZP—WPZI (W? .ganz) für p = l , 2, . • . . , <R (1 ̂ ><R<V; 
fü r v=.l ist nichts zu beweisen). Dann ist 

<r+1 — ZF'CZA+L, 

also z<,+\—Zaz=zr, wo I g T g c r ; daher z*+i=(w<r-f-wr)zi, wie behauptet. 

Weiter behaupte ich: R ( z , c O = — J? fei «); denn sonst gäbe es 

unter den Zahlen 

•ÄfocO, 2R(zi*), 3B(«!<*), . . . . , ZV R(ZK*) 
ZI 

eine, fo ©0, für welche zuerst vR{zi a)>l. Dann wäre also 
v R ( z i u ) < l + R(zic(,), also R(t)Zia)<R(zi&) y was wegen 0 < v z \ ^ , 
^ M der Voraussetzung widerspricht. 

Wegen 7>/9 ist R {zx cO>~r—; weiter ist offenbar — u n d 2, 
Zi*7 

^ j l f . Also 

( 1 ) Mit 0 bezeichnen wir unterschiedslos positive Zahlen, die nur von cev%cĉ  
i'i,r2, y abhängen; mit <i(e) positive Zahlen, die nur von ct'i, oc3, n, rj, «y, e abhängen. 
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2+Y 
L>R{zv & ) R (zi 

-J-
woraus v^cL 2 + v ifcf 2 + v , wie behauptet. 

ifoiZ. Der 1. Fall liegt nicht vor; es gibt also unter den 
Zahlen zx, z2 zwei Zah l en / , 0 ?o, dass 0 <f<g^M, R(<ja)< 
Ä ( / « ) < & . Dann ist 0<g-f< Jf, l-L<l-R(f*)<R {(g-f) c*). 
Wir wählen nun eine Folge vu von ganzen positiven Zahlen 
so, dass: 

•1) 0<Vn+l-Vn<Mj 
2) für jedes n ist mindestens eine von den beiden Zahlen R(vn&); 

1 — R (vn a) kleiner als L. 
Das geschieht auf folgende Weise: wir setzen vi =//—/; wenn r» 

bereits definiert ist, definieren wir vn+\ folgendermassen: wenn R (vncc) 
<L, so sei vn+\=Vn+9~f\ wenn aber R ( v » c O _ > l — s o se* 
vn+f. Aus der Folge vi, v2) • • • greifen wir nun eine Teilfolge V , v2

r, 
. . . . heraus, so dass 2nM<vn

f^i(2n + l) M und endlich bilden wir 
die Folge. 

(4) W , = V + Zl, W + Z2Y , VI+ZV, 

Vi+Zi, Vt+z2) , W + z», •••• 
(also Vmv+k—Vm+i+Zk, wenn m y k ganz, l ^ A ^ i / ) . Dies ist eine wach-
sende Folge von ganzen Zahlen, und für jedes n ist entweder R(v,/fct) 
>1-L öder R (vn"<*)<2L. 

Es soi (für N>0) S (¿V) die Anzahl derjenigen Glieder der Folge 
(4), die kleiner als N sind. Nach einem bekannten Satz des Herrn 
I I . W e y 1 ( 1 ) über die Gleichverteilung der Folge 2*o&, , 

. . . . ist 
8{N)S9LN+o{lT)i 

andererseits ist aber offenber 

2 M 
also ist v^GML, wie behauptet. 

Bemerkung. Der Hilfssatz 1. bleibt offenbar richtig, wenn in 
ihm die Bedingung R(za)<L durch R(zot)> 1—L ersetzt wird; denn 
es sei G ganz, Q>dann ist ß ( ö —c0=/8 («) und bei ganzem z>0 
ist R (so*)=1—22 (z ((?—et)). Die Anwendung des Hilfssatzes 1 auf die 

X 1 ) H. Weyl, Über dio Glelchverteilurig von Zahlön mod. Eins, Math, Arinalen 
77 (1916). S. 318-352. 



3 6 0 YOJTKOH JABNIKI 

Zahl Cr—c* statt « ergibt also die Behauptung. 
Hilfssatz 2. Es sei c*i>0, cc2>0; ß=*ßf~*J<oo; es sei ß<y 

<oo. Weiter sei D>0, x>l; l, mi, m2, n2 seien ganze nichtnegative 
Zahlen, 2mi^Y~aT, 2 w , sYV. Endlich sei £>0* Dana ist die Anzahl 
der Systeme h%} ki> /i2, fa von ganzen Zahlen, welche den Ungleichungen 

2 VftV # 
J ^ J 

(5) fcl Oil ¿2 «2 
2'"1 g fa < 2WI,+1, 2m* g k2< 2",2+1 

genügen, höchstens gleich ( 1 ) 
I Y+L 1 1 

d (e) 2l<4m2> e(2t+wa+w,1-"ii af a + af * . 

Beweis» Aus den Ungleichungen (5) folgt 

(6) k f e ^ - U j 
I Ott \ 2 2V s 

es ist also entweder R ( h i k 2 — ) < d 2" — oder jß ( /a*a—^ > 1 -
\ oti / 2 *V o; \ «i / 

d - 7 7 - . Nach dem Ililfssatz 1 und der dabei gemachten Bemerkung 
2 *y x 

kommen also—wegen hxk2<±m2l*v*2—für das Produkt /iife höchstens 

( i gi+wt+^-m^. a 2 y+2 y+2 ^ 2<Y+2) 
owi 

Werto in Betracht. Wegen (6) und wegen d <d (denn 2,Ul 

1— t 2 1/ x 
^ r a ? ) entsprechen jedem Wert von Juki höchstens d Worte von fakt, 
und es ist auch h2ki<d2l+m2. Wenn endlich hjc2 und hjk\ gegeben 
sind, so bestehen höchstens d (e) 2cr+W2)c Möglichkeiten für die Wahl 
von hu h2) Je 1, k2) da die Anzahl der Teiler einer ganzen Zahl X gleich 
0 (x7) ist. Damit ist aber der Hilfssatz bewiesen. 

3. Beweis der Behauptung 1. 

Tu Vi, r, cci, ci2, ß, Q (u), AQ (X) mögen die im Hauptsatz erklärte 
Bedeutung haben. Es sei ß<oo, ß<y<oo. Wir setzen 

+00 
für m (s)>0; 

J iit,™ —00 

die Dir ic l i le tsche Reihe 

( l ) Mit d bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von ctt9ctttrl9 
r,a y, D abhängen; mit d (e) positive Zahlen, die nur von oelf a2t rlf r2,% D, e abhängen. 
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oo 

ff* M Ö r ' («23) = 2 " > n* ( 0 = X i < 7 i g < ) 

ist fü r 9 l (s )>0 absolut konvergent und für x>0 ist an=AQ(x); 

daraus folgt 

Nach der bekannten Formel 
"•rt+ioo TS 

ist also für x>0 

-( / ' r t + i o o TV 
i - / -5-- d9=Max (0, T) (a>0 , r reell) 
i7Tt»«/ a-too 8 

f "A,(y)dy=7±rr'~Z (o>0) , 
*/a_/oo i r s S 

da der Integrand offenbar gliedweise integriert werden darf. Für 
x>l ist also 

^ i i , a?±— -t —'4-ioo 

9) 
Wir werden beweisen: fü r jedes e > 0 ist 

irr f 9 ^ r* M <n (**) 6- - 1 ) 2mJ±_loo s* 

V u f c a r ^ + i ) 

Damit wird die Behauptung 1. bewiesen sein; denn—da AQ(X) 
eine nicht abnehmende Funktion von x ist—wird daraus folgen 

JL 
(8) M * ) S * f " * m 4 > ( v ) d y = ^ r 

J M I J 

r 

(9) ^ ( a O i g z f AQ(y)dy= */ 

4-1^ 

(8) und (9) geben aber genau die Behauptung 1. 
Beweis von (7). Wir setzen nun dauernd ^ l=Max ( — , — ) 

\ CCi OCt / 
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und berechnen zunächst 

./i r v x ß i i < < * « ) & ' 2 m ( c ± v - i ) 
ds 

•JC 1/X 
Nach einer bekannten Transformation sformel ist ( 1 ) 

= wo ( j = J , 2); 
' a i S Tri <*) 

wir setzen s=—-M«; dann ist 
a 

91 — 5 _ > c für a > c , lť lsř-4». Also 
W 1+ařt Vi» 

ttX ea  
' 1+xW 

Demnach ist ( 2 ) für x>c 

Ji(»)= 
2t t I 

J (-1+«) V» \A; / 

1 + ftce 
C00 

1+atfl« 

Es ist für # > c orstons 

L 
± M ' + « ) I I ±- \ / / / \ I 

zweitens 

( i d 
Nun ist 

i . . \e — l | = / / c . 

.1 
V* »(-1 ^ l l ) -

6 * « 
caj 

( 1 • \ 2 
L i — + it) ' V» ^x / 

( Ä + M C - ^ ) \ ar a; / 
dt 

= Oxs 

Í 
.1 Vi 

1+12 

-dt + Ox1 

(1 + ť V 
+1 

J» ( 

oo 
l+t? 

( 1 ) Alle Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen. 
( 2 ) Mit [L bezeichnen wir unterschiedslos Punktionen von irgendwelchen Ver-

änderlichen, für welche 
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Das Maximum des Integranden im ersten Integral rochts für 
daher >0 liegt f ü r x>c bei ¿ 2 + l = - - - - - und ist gleich Of—A; 

IH i + 1 

r a, 
¡t das erste Glied rechts o(ic4 2 ) ; ebenso findet man, dass das 

svoite Glied rechts gleich o Q ' - ) ist. 
Weiter ist 

1/ JL z(-*u) , , 

Kc ' * -1 )dt 

XJJL 

J: 

Endlich ist 
\x t • 

/ " C O 

J -OO 

_JL I * 
V i -

6 " l i 1 (-" +») ^ 
— (c x * -1 )dt 

< m 

C 
ds _ 1 / • 

v : -
cZs 

foo 2 
s 

Also ist 

Ji(aO = ± 
2 2 7r* x 

-1 
•oGr»""1). 

Um (7) zu beweisen» genügt es also—da der Integrand für kon-
jugiert komplexo Worte von s konjugiert komplexe Werte annimmt 
—zu zeigen: für jedes e > 0 ist 

(12) J j ö ' ' («i«) (a*s)! Min ( l , 

1 V* 

\ äi / 
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(man beachte, dass nach (10), (11) gilt \e±x Ä - l | < c Min f l , £ 
^ \ * x. 
fü r unsere th 

Beweis von (12). Wir legen nun, bei gegebenem iu>l , auf da 
Intervall —oo<t<oo alle Fareybrüche ~ mit 0<k^1~x, 'Ohl 

= 1 und konstruieren noch ihre Medianten, d . h . allo Zahlen 7T~Tf 

wo—, -X- zwei benachbarte von unseren Fa reyb rüchen sind. 
k Tc 
Es sei 33a, jt das linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offem 

Intervall, dessen Endpunkte zwei benachbarte Medianten sind UIK 
welches den Punk t — enthält. Bekanntlich ist 

k 

(13) 
^ k kll x k kl x / 

Es gilt nun bekanntlich folgendes ( 1 ) : wenn (¿™) eine Modülsut 
stitution ist mit n>0, JL=-?~(also oi~k oder V so ist 

7i k \ 2/ 

(14) g f a , ) * , - — ö f - r i 0 ' = l , 2), 
| / f c ( « , S - 2 , r i A ) V « « » - i m / 
«fco -4-OQ 

wo entweder Ö (s)= «der 0 (s)= (~l)m
e-m,s oder 

m»—©o 
4-00 ' ^ 

0 ^ c 2 * Wenn nun s = h und wenn i im Intervall (* 
VI**-CO X 

o 
liegt, so ist 

OCj 
JJ. 

n _ T r V , — > c ; 

I/i I o 1 

— 27t— < — D a h e r ist fü r s = —yti, * 1 /c l &V x x nach (14) 
CCj 

10 (ocja) | < - c 

r x \ Cij k' 

(M A. ICrazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, B. Gr. Teubner, Leipzig 190i 
8. 183-185. 

( a ) Wenn JT-<a i,aa) ein Intervall ist und a3>0, so bedeute a.,Idas Interva 
<ÜI A^ a2 os\ 
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also 

(15) \ 0 ( * f i ) \ < 4 - Min ( IfT, ~ > r 
V k 

- - •• A Í M i n f a , — W V 

Zu jedem t unseres Integrationsintervall* gibt es nun 

eindeutig vier ganze Zahlen /¿i, ku k¿y so dass t im Durchschnitt 
9_. 27T der beidon Intervalle -^S)»,,*,» 33/*,, liegt. Weil i im Intervall 

<' 1 1 \ 011 / cy 2 t r \ 
— - = ) liegt und A = Max ( , ) ist, so ist notwendig 

» V x V X t \ (Xi a2' 
hi>09hz>0. Wenn nun t im Durchschnitt der beiden Intervalle 
— — 33̂ 2, AJ liegt, so gibt es wegen (13) genau ein Paar von 
oci oi2 

ganzen nichtneuativen Zahlen niy ??2, so dass 
^ 1 

k\ 2"1 Jfc, V x 
(16) 

1 — < 
2î,^+, k2 V * 

t 1h 

t h^ 
2tt k2 

29,1 ki y x 

¿"'Je* y x~ 
, 2tt //! , . 2TT /<, ausser wenn t~ —- oder / = -=-. 

di ki «a ¿2 
Wir definieren nun abzählbar viele Punktmengen h2\ ki9 

k2; niy iiJznWQi,; k; n) folge ndermassen: wenn In, li2, fci, £2, tu, ??a ganze 
Zahlen sind mit /¿¿>0, 0 < k j ^ i x } (lijy k¡) = \y j = l , 2), so sei 
271 (7¿,; i ; n) die Monge derjenigen die im Durchschnitt der Inter-
valle — 33*,.*,, — *„ ^ - t ^ > oo) liegen und die Ungleichungen 
(16) erfüllen. Die Punktmengen SB(Ä; w) sind paarweise punkt-
fremd und überdecken das ganze I n t e r v a l l , oo) mit Ausnahme 

\ V x ' 
von abzahlbar vielen Punkten = A * u n d « = — — . 

0¿j ¿i «a fc2 

Um die Gleichung (12) zu beweisen, genügt es also zu zeigen: 
für jedes $>0 ist 

(17) ( 

Aus Symmetriegrüuden dürfen und wollen wir uns dabei auf die 
SB (h; k; n) mit 2nifcl^2M2 k2 beschränken. Wir führen nun eine Klass-



366 VOJTECH JARNÍK: 

eneinteilung von diesen Mengen 2Ji (h; k\ n) ein. Es seien i, mt, raa, 
fli» n« ganze nichtnegative Zahlen. Wir wollen sagen, dass die Menge 

hs; hy k2; n%9 na)=9ft (h; k\ n) zur Klasse [l; mu 

U; m; w] gehört, wenn 2l=g7n<2l+1, 2Wlgjfc1<2mi+1, 2ma=gfca<2W2+\ 
Jede Menge 9Öt (h; k; n) gehört genau einer Klasse [J; 711; ri] an. 

Dabei dürfen wir uns noch auf die [l; m; n] mit 2wl^V~aT, x 
beschränken. Wenn eine Menge 2tt /c; w) der Klasse [l; m; n] 
nicht leer sein soll, muss nach (16) (wegon 2niki^2n2kz) sein 

hi 1 h2 1 
fei cti fca oi2 

(18) 
2n°Mx 

Nach dem Hilfssatz 2 ist also die Anzahl der nicht leeren Mengen 
Wt(h; k\ n) der Klasse [i; w ; 11] fü r jedes s > 0 höchstens gleich 

/ J 7»!-Mg 1 y 
(19) 0 (e) 2(i+ma) c ¿f * + 2 v+2 + v+a 

Weiter folgt aus (18) 
h2k1 «2 
Jhlc2 (*i 

cki 
2 n ' f e M ® 2 n 2 + m í + ř - W l Va; 

Nach der Definition von /3 ist wegen y>/3 
2H.+I-.+I-«. Y— < E (^^Y+IR < C 2 L 2M* <2+Y), 

oder 

wenn diese Ungloichung nicht erfüllt ist, enthält also die Klasse 
[Z; m; n] keine nichtleere Punktmenge 3JI (h; k;n). 

Wir vereinigen noch die Klassen [ 2 ; m ; n 1 in droi Oberklassen 
{0}, {1}, {2} foJgendermassen: wenn 2"1+Wl < y x ,js<> gehöre die Klasse 

zur Oberklasse ¡0}; wenn 2wll+ni ^V z so gehöre 
die Klasse [J; wt; n\ zur Oberklasse {1} ; wenn 27n2+w,^V x , so gehöre 
die Klasse [l; m; rt] zur Oberklasso {2}. Um (17) zu beweisen, genügt 
es also, zu zeigen: für r = 0 , 1 ,2 und für jedes t > 0 ist 

(20) T ( I ° r i M ff* ^ I M i n C f » 

dabei soll die Summation über alle nichtleeren 9Tt(h; k; n) mit 2w,Ai 
^2n*k% der Oberklasse {T} erstreckt werden. 

Wir bemerken noch: Es sei k; n) eine nichtleere Punkt-
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mengo der Klasse [l\ m\ n]. Dann ist erstens ilir Mass nach (16) 
kleiner a b , — Zweitens ist, wenn t in (h; h; n) liegt, nach (15) 

¿t V X 

10(ctjs) |<-=L= Min(y~ÖT, ( j = 1 , 2 ) ; 

drittens ist, wenn l in (Ji\ k; n) liegt, I-— 
12IT 

g — a l s o 
JfeiTf» | 27r kl 

c2l~mi<t<c2l-mi für x>c. Die Anzahl der nichtleeren 2JI (A; 
der Klasse [i; m; n] haben wir endlich durch (19) nach oben abge-
schätzt. Diese vier Ergebnisse werden wir bei der Abschätzung der 
linken Seite in (20) reichlich benutzen. 

Es sei nun ein s > 0 gegebon; ohne Beschränkung der Allgemein-
heit sei e < M i n ( — * — , V "Wir betrachten den Ausdruck in 
(20) fü r jede der drei Oberklassen gesondert. 

1. Die Oberklasse j 0 | . Der Ausdruck links in (20) ist höchstens 
gleich (für x>c) 

« . Ä . ^ ' - ' V a; 2 V 2( ' * / 
1 /» N-Xi1 m\-»t 

X 
/ — - * * — — \ ( x

 2 +2 x 2W+2)\ 

Dabei ist über die nicht negativen ganzen Zahlen 1, nii, ?n2, ni, n% mit V2~m * 
2m2+"'<1x , 2*>c2~ W^CY+D z u summieren. Wir 

behandeln die beiden Summanden in der Klammer gesondert. 
Es ist erstens 

> 2 - j 

m, na 

/ N -il^+f S P <i+e>+«2 ( - f - l ) 

»«ii M*» «Ii "2 

mtf «i2 

Zweitens ist (ich schreibe einfach — statt Min ( -^r> ~ ) ) 
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'» »• it W»J ttti, n2 

J + \ ( 
^c(s)x 4 2 2<Y+a> ^W*1) Y+a 

2 
«1,1*2 *v 2 «y+iä -y+ivc -y+s" 

rg 1-e 
7+1 ^ o (E) O ; T y <P -KifilLV " 2W» P ^ l * 

r . 1 

2 +e 

2. Die Oberklasse {li|. Der Ausdruck links in (20) ist höchstens 
gleich (für x>c) 

eis) T 1 - ^ M i n i - ^ , 2«— 
t«i, wa 4 r & - N ^ & ' -r 
"li "2 2 

/ - - f f y+1 Wi-r?g 1 

Dabei ist über dio ganzen nicht negativen Zahlen l, mt, ma, fti, Ks mit 
V2-17L\ 1 

2 m t + n ' < lH 9 $>e2 ' m 9 * 7+1 s2 '7*0 zu summieren. 
Wir behandeln die beiden Summanden in der Klammer gesondert. 

Es ist erstens 
, 2 < 2 2 2 Min 

tHi, »12, 
"I, "2 
^ " V 2 l ' X. V 2l x / 

/ \ XT» Ä-Mi(?-i-e)-Mi+i»2(i+e)+«i(^—1) 
S c ( 0 ® J L 

wj, Wlf, 
"Ii 

t/ll. tl»2 I «C N -«1, «»2 
f )' 1 —--.l+'Je •———-—'.f-e 

Zweitens ist (ich schreibe einfach — statt Min —)) 

m, w, 
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•n+r^JL-

tij, /.j y+1 V • y + a // 

Ä V« V2'"V 

3. Die Oberklasse |2!. Der Ausdruck links in (20) ist höchstens 
gleich (für x>c) 

' W . 2 . M i n ( , -1- ) . — . * « - > • 

'«1, «2 2 

(I + tu?) + — \ ^n-wa+wi-"* .̂ 8 4-2 Y+ Y+2 t* i,(Y•,'5í,) X 
Dabei ist über die ganzen nichtnegativen Zahlen i ,mi, raa, Mi, n2 mit 

_ 1 
2 m i + n , ^ V s , 2 l>c2~ V+1 a>*<Y+l) zu 
summieren. Wir behandeln die beiden Summanden in der Klammer 
gesondert. 

Es ist erstens 

* > 2 

>11, «2 

W £ 2 
«i» «Ii «2 

11*1, trt2 'S X l! X 

Sc Was" Sc(s)x2 

Zweitens ist (ich schreibe einfach — statt Min , 

«i» • a 
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T v ÍI? v v x / 

l - e 
7+1 

Damit ist aber für alle drei Oborklasson die Gleiclmng (20)— 
also auch die Behauptung 1.—bewiesen. 

4. Beweis der Behauptung 2. 
n , ra, r , eti, <x2, ß, Q (u), ÄQ (x), PQ (tu) mögen die im Hauptsatz 

erklärte Bedeutung habon. Es sei /3>0, 0<8<ß. Wir wählen eine 
Zahl Sr mit $<8 '</3 . Es gibt also eine Folge von Paaren ganzer 
positiver Zahlen pi qx\ p2t q2] •. •.; pn> qn; • • mit 

q,i <*, 
Wir setzen 

Qn (u) = CCi + + «n) H-CXi +U?). 
qn 

Für jedes ganzzahlige System von ih,U2, • d . h . in jedem 
m 
qn 

PN~> + C50, QN->+0O, < 1 
a2+6'' 7" 

Gitterpunkt nimmt diese Form einen Wert ct\ an, wo m ganz ist! 

Weiter ist ( 1 ) 

IQn (M) — Q M t S - g p « M + . . . . + . 

Wir deiinieroii nun zu jedem 1, 2 , . . . .eine ganze Zahl JIft4 

durch die Ungloichungen M n^qh*B<M n + l ; wenn 

„, ^ Q W g « , 
q„ q» 

so ist 

also • —1— 1 -• 1 • • 1— r " 

( 1 ) Mit c bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von cet9cct,ri9 
tt, 8' und von dor Folge plt qt;p2, . . . .abhängen. 
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für n>l. Daher liegen für n>% im Gebiet 

C*l 
qn 

keine Gitter punkte; also ist 

d - S Q ( t O S « , d 

In 

Andererseits ist aber 

((V îy (A
MN+I 

l^VV qn / V 1 qn 

T V V«J 

ü ~l~l+« 

q» 

daher ist mindestens eine der beiden Zahlen 

JE.., 

/ M \ a 1+Ä AA grösser al ] > womit wegen + die Behauptung 

2 bewiesen ist. 
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