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liber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden,
von

Vojtéch Jarxik, in Gottingen.
1, Einleitung.

Fir ganzes »=5 sei

Q (u):i‘ v Uy Uy

Myl
eino positiv definite quadratische Form; fiir >0 sei dq (2) die Anzal
der Gitterpunkte im Ellipsoid @ (w)=w, I, (x) das Volumen diese
Ellipsoids; endlich sei Aq(z)=I,\)+Po(x). Die Frage nach de
Grossenordnung von P,p(2) wurde von den Herren Walfisz un
Landau (') fir den Fall rationaler Koeffizienten a,, durch den fol
genden Satz erledigt:
Sind alle a,, rational(*), so ist

.PQ (Qo) =0(&3T-l) ’ PQ (x)= !2(2:“"“4).
Bei der allgemeinsten Form @ (w) ist abor das Problem mnocl

weit von einer definitiven Lidsung entfernt. Bis vor kurzem ware
nur folgende Abschiitzungen bekannt'(®):

”» ” »-1
P =0(* ™), P,@=0(z*).
In der Tat liegen die Vorhilltnisse bei den ,, irrationalen *‘ Forme
Q (u) wesontlich anders als im ,, rationalen ‘ Fall, wio zuerst kirslicl
vom Herrn Walfisz(*) gezeigt wurde. Er betrachtot niimlict

(1) A.Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, Math
Zeits. 19 (1924), S. 800-307; E. Landau, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalel
Ellipsoiden, Math. Zeits. 21 (1924), S. 120-182, und (zweite Abhandlung) Math. Zeits
24 (1926), S, 209310, '

(2) Weil es offenbar nur auf die Verhiltnisse der a,» ankommt, so gelten dies
Formeln auch, sobald die a.»v ganzzahlige Vielfacho einer und derselben Zahl sind.

(%) 2. B. E. Landau, Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadrati
schen TFormen, Berliner Akademieberichte, (1915), S. 468-476; X.. Landau, Vbe
die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bercichen, vierte Abhandlung, Gattinge
Nachrichten (1024), S. 126-182,

(4) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen FEllipsoiden, dritt
Abhandlung, Math, Zeits. 27 (1927), S. 245-208.
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Formen von der speziellen Gestalt

r-1

Q (u)=2 bur 1, Uy + o} (b, rational, «>0 irrational, rz=10)

M, val
und boweist filr diese Formen:

) Pe@=0(z*") |

2) Diese Abschiltzung lisst sich—auch bei fest gewidhlton b,‘.;
nicht verschiirfen, solange wir o nicht weiter einschritnken.

3) Wenn man aber von gewissen Ausnahmewerten von o ab-
sieht, liisst sich dio unter 1) angegebene Abschiitzung noch weiter
verschiirfen: fir fast alle (') poqitiven Werte von o ist

Po (@)= O(a, g log * :v)

In zwei Abhandlungen (*) habe ich mit einer anderen Methode - dle
Formen

Q W=ouvi+oruz+.... +0ul (>0)
systematisch untersucht und u. a. folgende Resultate erhalten:
1) Wenn boi =6 mindestens eine von don r—1 Zahlon %
Otx
(2=j=7) irrational ist, so ist K
r
A 4 »...'_]
‘ ‘ Pc(w)=o(w‘ );
auch diese Abschiitzung ldsst sich nicht vergchirfen, solange man die
oy keiner weiteren Einschriinkung unterwirft ().
2) Fir fast alle positiven Wertsysteme der oy ist sogar

. Py(x)= O(a:""“)
bei jedem £>0(*).
Damit ist das Problem noch lange nicht gelést. Zu jeder Form
Q (u) gehért nidmlich eine reelle Zahl p=/(Q), so dass
Py®)=0 (@***), Py(x)=2@""")

bei jedem &>>0; dic Bostimmung dieses ,, wahren Exponenten ** p st
nun das erste Ziel derartiger Untersuchungen. In dieser Richtuug

(1) D. h, alle bis auf cine Menge von Lebosgueschon Mass Null.

(2) V. Jarnik, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, erste
und zweite Abhandlung, Math, Annalen (im Druck).

(8) L. ec. (2), zwelte Abhandlung. -

(4) L. e. (2), orste Abhandlung.
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habe ich folgendes bewiesen(®):
Es sei =2 ganz, r=4 ganz (j=1,2,.. .., o), r=r1+7+ .. .. +70.
Wir betrachten die Formen von der speziellen Gestalt
Q (w)=4 (10?,1+u§,1+ e FuRD)HFBa (i et U F

+Br ot - - F1y ;) (8>0).

Dann ist (bei gegebenen o, 7;) fiir fast alle posiﬁven Wertsysteme
der ﬂ;

=1 o
©®(Q)= 5

qu mdchte abor noch wissen, wie sich diejenigen Formen verhalten,
die der nicht beachteten Nullmenge entsprechen und ob p (@)
mit den cinfachen arithmetischen Eigenschaften der 8, in einem
Zusammenhang -steht. Diese Frage soll in der vorliegenden Arbeit
fiir den einfachston Fall o=2 beantwortet werden und zwar durch
den folgenden Hauptsatz, dem ich noch eine Definition voran-
sohicke.

Definition. Es sei «>0. Wir betrachten die Menge M, aller
rqéllen Zshlen a, welche folgende Eigenschaft haben: es gibt zu @
eine Folge von Paaren ganzer Zahlen py, ¢1; Ps, qa; Ps, gs; - - - -, 80 dass

Pr—>+00, Qu—>+00, l’ﬁ.—a.—_O(—%;).
qn qn
Die obere Grenze von M, werde mit 3 (c) bezeichnet und mége ,, der
wahre Exponent der Zahl o ‘‘ heissen.

Bemerkungen. Es ist immer 0=0 (x)=oco; fiir rationale o« ist
B(e)=00. Wonn die Zahl o irrational ist und wenn mit ¢/, ¢/, -
die Nenner dor Naherungsbriiche des regelmissigen Kettenbruches
von o bezeichnet werden, so ist nach bekannten Siitzen B (&) gleich
dor unteren Grenze aller reellen Zahlen b, fir welcho ¢'uii=0 (g."*).

Wir wollen in dieser Note folgenden Satz beweisen:

Hauptsatz. Voraussetzungen: Es sei r,=4 ganz, rn=4 ganz,
ridr=2r; a>0, ¢, >0; B=8 (%) sei der wahre Exponent der Zahl

1

=%, es sel
oy

Q W=on (ui+ui+ .. . +up)+ oz (W FUhat - o ),
Fir >0 werde

(1) L.ec (2)8. 855, erste Abhandlung,
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» ?”

- o
Ao @)= > 1=—T" 2 + P (@)
o0 VagoE L (L)
eselzt.
Behauptungen:; Fir jedes £>0 ist
‘ A
W Po@=0(x? "5 "),
S N

@) Po()=2(x? " °),

Bemquungen. Fiir 8=+ o0 soll El =0 sein. Die Unsym-
netrie dor Voraussetzungen ist nur scheinbar, da offenbar B 3‘—):
9 (.2‘.1.. al

0%y

Von den Behauptungen des Hauptsatzes ist bereits folgendes
bekannt: fir alle o >0, o3>0 ist

* r
Pe@=0(""), Piw=2("") ().
Es geniigt also, die Behauptung (1) fiir 8<oo, die Behauptung
(2) fiir, 8>0 zu beweisen. Also geniigt os, folgende zwei Behaup-
tupgen zu beweisen: '
Behauptung 1. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes seien er-
fallk. Es sei' B<00, B<y<oco. Dann ist fiir jedes ¢>0

-1--—1—4-3)

r
Pe@)=0(z* "7
Bohauptung 2. Die Voraussetzungen des Hauptsatzes seien
erfiilllt. Es sei 8>0, 0<8<B8. Dann ist

” 1
P, (m):.Q(a:?-l-E*—‘).

Die ganze Schwierigkeit liegt im Beweis der Behauptung 1. Dem
Beweis dieser Behauptung schicke ich zwei Hilfssitze voraus, von
welchen der erste in einer etwas anderen (und sogar etwas schiirferen)
Form bereits vom Horrn H. Behnke (2) bewiesen worden ist.

2. Hilfssiitze.

Im Folgenden machen wir von der Bezeichnung Gebrauch: wenn
a reell, so sei R(a) durch die Beziehungen.

(1) L. e (2), 8. 856 erste Abhandlung, Satz 6 und der Ha;ptsatz*d‘or zweite;:
Abhandlun

(?) Hg..Be hnke, Zur Theorie der diophantischen Apgroximationen, Abhand-
lungen n, d. math. Seminar i. Hambnrg 3 (1924), S, 261-818, Satz 5.
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a=a'+ R (a), o' ganz, 0=R (a)<§1
erklirt. Offenbar ist R (¢ +b)=R (a)+R (b), wenn R (¢)+ R (b)<1,
sonst R@+0)=R(@)+R @)~ 1.
Endlich ist R(—a)=1—R(a), wenn ¢ nicht ganz ist.
Hilfssatz 1. s sei 04>0, c.>0; 8=8 (fl)<oo (aISO 2 ima

) oy oY
tional ), L>0, M>0; essei noch 8<y<oo.. Dann ist die Anzahl,

der ganzen Zahlen z, fur welcho

(3 0<z=M, R(z ..‘??'4.)< L
oy
gilt, hichstens gleich
1 14y,

6LM+cL ™ M™ ().
Beweis.,. Ohno Beqchriinklihg der Allgemeinheit sei L< %,’ v>0.
Wir setzen noch -&-- =o. Es seien z1<z<2x<....<z diejonigen
1 ’ T

ganzen Zahlen, fiir welche (3) gilt. Es sind folgende zwei Tl
méglich:

1. Fall. Esist R () <R (z200)<.... <R (2, ) (der Fall v=1

werdo auch zu diesem Fall geziihlt). Dann behaupto ich: alle Zahlen

2o(p=1,2,....,») sind gamzahhge Vielfache von z. Denn es sci

schon bewmson, dass zp=1wizm (wp ganz) tir p=1,2, ...., 0 1=c<y;
fir v=1 ist nichts zu beweisen). Dann-ist

R ((zan"za) O‘) <R (2¢+l 0‘)<L, O<za+l—zc<za+1,
also Zgm—20=2,, WO 1=7=0; daher z,y=(w.+w,) 2, wie bohati'ptet.
Woeiter behaupte ich: R (z,0)=-> R (2, &); denn sonst giibe e

%

unter don Zahlen

R(zo), 2R(ae), 3R(mo),...., = Rza)
, 2
eino, 7R (21 ), fiir welche zuerst 7R (z @)>1. Dann wiire also 9>1,
NR(z w)<1+R(z0), also R () <R (n ), was wegen 0<9z =z
=M der Voraussetzung widerspricht.

Wegen y>8 ist R (2 oc)>-lc—ﬁ; weiter ist offenbar 2=y und 2
Z1 2
SM' A]so

( l) M)t ° bezcichnen wir unwrscluedslos posltlve 7ahlen, dlo nur von o, ®s
5,72 ¢ abhiingen; mit ¢ (e) positive Zahlen, die nur von o, o3, 71, 73, %, € abhiingen.
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Cow -, Y

z-w 'ﬁik—-‘i i

L>R (2,

1 RE: S

woraus v=cL ™M™, wie behauptet.

2. Fall. Der 1. I‘all liegt nicht vor; es gibt also unter den
Zshlon 2,2, ..., 2, zwei Zahlen f, g o, dass 0<f<g=DM, R (ya)<
R(fe)<I. Dann ist 0<g—f<M, 1-L<1—R(fa)<R ((g—f) ).
er wihlen nun eine Folge v, v, 3, von ganzen positiven Zahlen
so, dass:

1) O<vpm—va< M,

2) fiir jedes n ist mindestens cine von den beiden Zahlen R(v,),
1 — R (v, &) kleiner als L.

Das geschieht auf folgende Weise: wir setzen w1=g»—f; wenn v,
bereits definiert ist, definieren wir v, folgendermassen: wenn R (v.ot)
<L, 80 80i vnm=va+g-~f; Wenn aber B (vno)>1—L, 0 sei vy=
va+f. Aus der Folgo v, v, .. .. greifen wir nun eine Teilfolge v/, .,

... heraus, so dass 2nM<v,/'=(2n+1) M und endlich bilden wir
die Folge, '

(4) N T o U -

vl 2, vl g, ., 2,
(also Umpsk=Ums1+2x, wenn m, k ganz, 1=k=v). Dies ist cine wach-
sende Folge von ganzen Zahlen, und fiir jedes n ist entweder E (v,/e)
>1—1L oder R (v,"e)< 2L.

Es sei (fir N>0) 8 (N) die Anzahl derjenigen Glieder der Folgo
(4), die kleiner als N sind. Nach einem bekannten Satz des Ierrn
H. Woyl(}) dber die Glelchvnrtellung der Folge 1+, 2°¢2, 3¢t .. ..,
neel, ... ist

S(N)s3BLN+o(N);
andererseits ist aber offenber

S(N)-—-?m. N+ 0 (N);

also ist »=6ML, wie bohauptet.

Bemerkung. Der Hilfssatz 1. bleibt offenbar richtig, wenn in
ihm die Bedingung R (za) <L durch R (zot) >1—L ersetzt wird; denn
es sei G ganz, G>a; dann ist B (G—o)=8 (a) und bei ganzem z2>0
ist R (20)=1—R (2(G@—w)). Die Anwendung des Hilfssatzes 1 aut die

A1) H. Weyl, Uber die Glelchvemﬂung von Zahleri mod. Eins, Maith, Annu]en
Y7 (1918). S. 818-862.
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Zahl G—o statt o ergibt also die Behauptung.

Hilfssatz 2. Es sei 0,>0, ,>0; 8=7 (-3-’-)<oo ; os sei B<y
(2}

<oo. Weiter sei D>0, 2>1; I, m1,ms, n: seien ganzo nichtnegative
Zahlen, ¢™=7Vz, 22=Yz. Endlich sei £>0. Dann ist die Anzahl
der Systeme hy, k1, ks, . von ganzen Zahlen, welche den Ungleichungen
Ju 1 he 1 ._l_)__
6) ky on ks o el g’
2m; §k1 <2m,+l’ 2”'2§kz< 2»[24-1

geniigon, hochstens gleich &)

2‘§ h< 2“",

W+ nlz)

+ ! 1
f_)‘ + - +()m N )._,__. NI
d (e) (¢4 N2y c(()t maany—ng ., 2 ) y 3 2 ‘ . ~ ”) .

Boweis, Aus den Ungleichungen (5) folgt

. 2m|
(6) h]’(‘z ';t—l—'—hlkx <d 2”2V

es ist also entweder R ( Mk ———) <d—; oder R (Iuka gh_) >1—
om oYy 2 ’V (231

Ty Nach dem Hilfssatz 1 und der dabei gemachten Bemerkung

kommen also—wegon Iuk,<4+2"*"*—fiir das Produkt k. hichstens

1 y+1 nma~ng 1

@ 2!+mz+m-n—ir:w'-= +d 2( )t ez " T2 (Y+2)

Werte in Betracht. Wegen (6) und wegen d 93;_._ <d (denn 2™

=Vz) entsprechen jodem Wert von hik: hochstens & Worte von ks,
und es ist auch hsk, <d2*"?. Wenn endlich k. und .k gegeben
sind, so bestehen hdchstens d (g) 2¢+™» ¢ Méglichkeiten fiir die Wahl
von hl, ks, ky, k2, da die Anzahl der Teiler einer ganzen Zahl X gleich

0 (X ’) ist. Damit ist aber der Hilfssatz bewiesen.

3. Beweis der Behauptung 1.

172, Ty O, Oz, B, Q (1), Aq(2) mbégen dio im Hauptsatsz erklirte
Bedeutung habon. Es sei 8<o0, B<y<oo. Wir setzen

B()= D ™™ fir 9 (s)>0;

\ N s =00

die Dirichletsche Reihe

(1Y Mit d bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von o, 43, 71,
9, D abhiéngen; mit d (¢) positive Zahlen, die nur von o, &, 7y, 3,9, D, € nbhiingen.
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0" (018) 0" (0c28) = Z ne M (0=N< A< )

Nal

ist fir 9N (s)>0 absolut konvergent und fiir x>0 ist Z an=2Ae(®);

AnsSe
daraus folgt
f AQ(y) dy': Z (9:—7\.,.) a'n.
0 ) AnsSa
Nach der bekannten Formel
1 [ERC) e!‘c
s=Max (0, 1I') (a>0, T reell)

2ot 8
ist also fiir >0
o‘-fco
j Ao () dy——-f_ ane M 6“_378- (¢>0),

loo Nl

da der Integrand offenbar gliedweiso integriert werden darf. Fir
2>1 ist also

f‘ " do(®) d’!l=—— _/ - 0™ (cus) 62 (ouss) ¢*° (etj—l)-‘-is—:’- .

Wir werden beweisen: f(ir jedes £>0 ist

.-‘—'-Hoo

M o e 1) e (Fo-1)
L §
=4 'n'”‘ q:?-l +O(:c_: cral))

Damit wird die Behauptung 1. bewiesen sein; denn—da A, (%)
eine nicht abnehmende Funktion von z ist—wird daraus folgen

! T
Top— 2 e
(8) Ao(2) §£Bf ® Ao (y) dy= it + O(m TS ") ,
’ T & —;—+1)
©) do(x)=2 ’ . Ao (y) dy=— mla’ + O(w 1+1 "") ;
iy Voot ( ~ 4+ 1)

(8) und (9) geben aber genau die Behauptung 1.
2r 2w

Boweis von (7). Wir setzen nun dauernd 4=Max (—;—, ?)
1 2
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und berechnen zunichst
1 e .
Jy ('b)=—]——j Y 6" (ous) 0" (as) € (ct“’ .._1)_‘-12'?,.
2wpJ3 4 §
L vz

Nach einer bekannten Transformationsformel ist (1)

0 o=/ I+ 4y, wo 4y (0)=2 Z¢ ™ (j=1, 2

Nnewl

wir setzen s_lv-l-m, dann ist

( )— >c fir a>¢, |tl= l’ . Also
'y o __’L_c( 2_1) L om
|95 (s)| =2¢ “’(1'*'”?‘2)2 o T g TR,
nmwl
Demnach ist (?) fir £>¢
r £ a(he)
b Vz 1 (1 .
«L(w)=—2i7r-w7;&;, < (e (”w)-—l.)(l-!-yce Tt) g

(1)

Es ist fiir x>¢ orstens

s

|25 91| |5 ( cos AN
| abin )
(10) | e cos w:!:zsm - )
I(l + )(1.|.p,o_t_.)—l. :if_-ha.ci,
zweitens
a3
n | 2 e
Nun ist
V:T o 2( 1 4-“)0 ”.:242( l”)
2
_b +zt)
Va3
. AVE L AvVe I
R 1+u ol e W9
=0z° —_— <lt+01, 4 - — dt.
0 (1+t’)‘ PR ¢ o

1) Alle Quadratwurzeln sind mit posltivem Realteil zu nehmen.
(2) Mit g bozeichnen wir unterschiedslos Funktionen von irgendwelchen Ver-
dnderlichen, flir welche | p!<1.
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Das Maximum des Intogmnden im erston Integral rechts fir
>0 liegt fiir 2>¢ bei t’+1-—-~ -~~~ und ist gleich Of ——-\}; daher

i 1 'l.l.l
4+ &

t das orste Glied rechts O(a; ), cbenso findet man, dass das

woite Glied rechtsgleich O(m ) ist.
Weiter “ist
' z( -4 t)

f v __w(t 1) | =
(~—+'bt)

ol d‘ =0(*).
& 'a

Endlich -ist

(-]
L
va

100 z( --m)

- ()

( S “_1) e

G, v r
(e ) ) 2 )
r(f+2) r(g+1)

Also ist
AC . L +0(z77).
Voi'e ’['(——+1)
Um (7) zu beweisen, geniigt es also—da der Integrand filr kon-

jugiert komplexo Werto von s konjugiort komplexe Werte annimmt
—zu zeigon: fiir jedes ¢>0 ist

(12) f + 16 (oun) 0 o)} Min (1, ) -

—o(gT (s=L+u)
ke




364 VOJTECH JARNIK :

(man beachte, dass nach (10), (11) gilt le ® —l| <¢ Min (l, 2
fiir unsere t).

Beweis von (12). Wir legen nun, bei gegebenem >1, auf da
Intervall —oo <t <00 alle Fareybriiche 13 mit hio, 0<k=Yz, I,k

k
=1 und konstruieren noch ihre Medianten, d.h. allo Zahlen. ,;;::-_’,:

wo -’Z—, Z’;‘- zwei benachbarte von unseren Fareybriichen sind.

Es sei B, das linksseitig abgeschlossene, rechtsseilig offen
Intervall, dessen Endpunkte zwei benachbarte Medianten sind un
welches den Punkt —I’cl enthilt. Bekanntlich ist

h “w h
13 B, p=( ———= L
(13) =Nt W k+k}’x)
Es gilt nun bekanntlich folgendes(*): wenn (»") eine Modulsub

stitution ist mit n>0, L= 2lh (also n=Fk oder n=-279-), so ist
n

(14) 8 (ep)= te 0 (—milem=mri) j_y,9)
' / & ( o5 —2i b L noys — Pt
k
400 =400
wo entweder 0 (s)= Z e~ oder § (8)= Z (—=1)"e-™* oder

-(Er=te
0 @)= E e e Wenn nun s= ES +t¢ und wenn ¢ im Intervall (*
T

Mra =00

—2—7-"—8,.,k liegt, so ist

0y
R (__ . Lotys — mvm) i oy : >0
noys — pmi n"'(%—+(oc,t-—z"’h))
k
denn es ist|oyt —2m — "’ <_Ic}_=’ n=k. Daher ist fir s——1-+ t, ti
z

"2_'?8h,k nach (14)
7]

16 (e8)| <

Vk‘/——+(t 2;' ;:)

(1) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, B. G. Teubner, Leipzig 190
8. 183-185.

(2) Wenn I=<a,a;) cin Intervall ist und a,>0, so bedeute a,I das Interva
<a, a3, Q3 as).
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also

(18) 6 (oys)| <i’% Min (V‘;, ‘~/|—;:-1§:7:—"_>(Mm(a, -(l)—')=a,).
oy b

Zu jedem ¢ unseres Integrationsintorvalls /\ =, oo) gibt esnun

eindeutig vier ganze Zahlen /I, k,, hs, ks, so dass t im Durchschnitt
. O . .
der beiden Intervalle ——.B,.,J,, ™ By, 1, liegt. Weil By, ; im Intervall

<-——- ) liegt und A= Ma*c ( 2m ist, so ist notwendig
p oz

h,>0 hz>0 Wenn nun ¢ im Durchsclmitt der beiden Intervalle
€

E?B,.,,k,, —‘?'I-?B,,,, x liegt, so gibt es wegen (18) genau ein Paar von

ol (73

ganzen nichtnegativen Zahlen n, n;, so dass

R S K- TBPU O S S
oL Y |20 Il 2k Yaz'
(1 6) 1 1 1
__.l___._._;.<l'_‘l‘i.t__’.'."’_. = L N
AL 0 2 k )"’Ic Yz
9 9 ;
ausser wenn t——ﬂ'i‘— oder (= i'zr-—h—‘-.
Oly IC

oy

Wir deﬁnmren unn abzihlbar viele Punktmengen M (M, he; ki,
ka; may na)==M (h; k; n) folgendermassen: wenn lu, he, ki, k2, n1, na ganze
Zahlen sind mit hy>0, 0<k=Y2, (I, k)=1, 2;=0(j=1, 2), so sei
M (h; k; n) die Menge derjenigen ¢, diec im Durchschnitt der Inter-

valle &r—’li,.,,k,, —2—73.’3,,,,‘,2, <_:‘-1—, oo) liegen und die Ungleichungen
oy [ 2] 2

(18) erfillen. Die Punktmengen M (h; k; n) sind paarweise punkt-
fremd und iiberdecken das ganze Iutervall< ‘i, oo) mit Ausnahme

Yz
von abzéihibar vielen Punkten *t=-2i-’5'~ und t= 2m ha

oy Kk (22] L!
Um die Gleichung (12) zu l)ewelsen, geniigt os also zu 2zeigen:

fiir jedes e>0 ist
an > f |0"(ous) e'ﬂ(&.d,nwm(~ At

DA G 2 ) o
-.O(a- BT ) (¢.—.—.——+t'b>

Aus Symmetriegriinden diirfen und wolléen wir uns dabei auf die
M (; k; n) mit 2"k, =2" k; boschrinken. Wir fiihren nun eine Klass-
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eneinteilung von diesen Mengen M (h; k; n) oin. s seien I, mu, ma,
M, ns ganze nichtnegative Zahlen. Wir wollen sagen, dass die Menge
M (hy, ha; ki, ka; 1, na) =W (h; k; n) zur Klasse [I; my, ma; nq,ne]l=
[l; m; n] gohort, wenn 2=h, <2, QML < 2™ M= fy <224,
Jede Menge M (h; k; n) gehodrt genau einer Klasse [1; m; n] an.
Dabei diirfen wir uns noch auf die [[; m; n] mit 2"=Vz, 2""SVm
beschrinken. Wenn eine Menge M (h; k; n) der Klasse [I; m; n)
nicht leer sein soll, muss nach (16) (wegon 2"k,=2",) soin
h] 1 hz 1 c
(18) kl oy ks o4 ‘< 2”']::}’_5;.
Nach demn Hilfssatz 2 ist also die Anzahl der nicht leeren Mengen
M (h; k; n) der Klasse [{; m; n] fiir jedes £>0 hdchstens gleich

(tempy YL ¥+1 +m,-nq 1

(19) ¢ Ce) ot+my) ¢ (2l+m,+m.,-n, r-.}z~+2 T2 I i(-y_u'i)
Weiter folgt aus (18)

Dk otn l «_Ch __ ¢

hakz oo | 2"%%shy Yz 2mtmiti-miy g

Nach der Definition von B ist wegen y>g8

Ong+mg+l-nn -V'; <e (hlkz)'z-i-v <L QBN gme (2+7)’

oder

13-y 1
‘)l>65-""2 14y 2(l+7)

wenn diese Ungleichung nicht erfiillt ist, enth’illt also die Klasse
[1; m; n] keino. nichtleere Punktmenge M (h; k; n).

Wir vereinigen noch die Klassen [I; m; n] in drei Oberklassen
f0}, {1}, {2} folgendermassen: wenn 2"*™ <y'z, so gehdre die Klasse
[1; m; n] zur Oberklasse {0}; wenn 2™*™ =Ygz >9™*" g0 gehdre
die Klasse [I; m; n] zur Oberklasse {1} ; wenn 2™*" =Yz, so gehdre
die Klasse [I; m; n] zur Oberklasse §2}. Um (17) zu beweisen, goniigt
es also, zu zeigen: fiir 7==0,1,2 und fir jedes >0 ist

(20) Zf | 6 (ot18) €7 (0i28)| Min (1 1) di

vy /DA k5 )
LI T 1 .
=O(x’ Y )(8:-’-{-%);
%

dabei soll die Summation wber alle nichtleeren MM (h; k; n) mit 2"k
=2k, der Oberklasse {7} erstreckt werden.
Wir bemerken noch: s sei M (h; k; n) eine nichtlesre Punkt-
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menge der Klasse [1; m;n]. Dann ist erstens ihr Mass nach (16)

kleiner als m: Zweitens ist, wenn t in M (h; I; «) liegt, nach (15)
16 (oy8) |<v2"‘ Mln(\'w, Yo 3 e ) (=1, 2);
drittens ist, wenn ¢ in M (h; k; n) liegt, —a—'t— |S——-==, also
2 kx

2™ < e2"™ fiir x>¢. Die Anzahl der nichtleeren M (h; k; n)
der Klasse [I; m; n] haben wir endlich durch (19) nach oben abge-
schiitzt. Diese vier Ergebnisse werden wir bei der Abschiibzung der
linken Seite in (20) reichlich benutzen.

Iis sei nun ein £¢>0 gegebon; ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit sei ¢<Min (———1— —L) Wir betrachten den Ausdruck in

Y+2  v+1
(20) fiir jede der drel Oberklassen gesondert.

1, Die Oberklasse {0} . Der Ausdruck links in (20) ist hichstens
gleich (fiir >c¢)

»
( 2""M 2"" 1 Lot z"""’ z . QU+m2) £
¢ 8) MmNy i n 9¢ » )@
l,m., mz.2 V 2 K x
m, fe
1 YL -y
% (2l+m,+m1-ug c 2 +2“'”"’) y-u* VAT, 30v48))

Dabei ist iiber die nichtnegativen ganzen / ahlen I, »u, mz, 71, nz mit
"2‘"‘[

ma—=——
gmrm gy gmerm Yy 94> VA x""“’ zu summieren. Wir
behandeln die beiden Summanden in der Klammer gesondert.
s ist erstens

» L 2
—e-1 v ledmyaeny ('—'-I)an (1+e)+np (—,--1) 2’"1 1
zt 2 ? * 7 Min(—=

1, my, ms,
n, n2

irn 2
Y M Q) g\ — =1 Jemg (1+e)+ng (-1
o (o)t 3 g ooy cvoma ()

my, mg,
ng, ng

» __-‘ T,
=¢(e) mT-z-n Z g U+e) Vm‘) g (,_,,,)(}’ @ ) 2

m; g
my, M2 2 z

r 1
Eratet et .

—f--:u-zz
=c()a? sc(®)z? ™

my
Zweitens ist (wh schreibe emfach — sgtatt Min 22 :—t-))
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2
roA 1 I n h
O R YO '(' yu)"' 7+s*"‘( y-tems (o003 ws)'"’( -,....)
U '.‘,mg
wy, 12
-2 (e-—5)
Sc (S) x 7 z(Y-MI) 1!(‘v+l) y+:l
1 1
) 3T g sl e e (i)
r3 3
'::: g’ '"'*(—[- ¥+2 w-l(c 'v-u))
.3 1 e 1-e , -\, —\ 2.1t
sc(e) BTSSR Z' omyar(Ya\3 ) Yo \3 vn
- : - 2m| g
nly, Mg 2

*
+&

g 1
=c¢ (¢) MU
2. Die Oberklasse {1{. Der Ausdruck links in (20) ist hdchstens
gleich (fiir 2>¢)
7y

6(8) Z 1 . om Min(‘z”“ L)._ 2? x!?" ”’:zz. ou+mpe

omytayy ot ot ? "
1, my, ma 2 V R -~ 9 x my a2
ny, ng 24

1 Y+1  Mi=ng
% (2l+m;+m|-nz,v P + 2“""“ y+2 + Y+2

m”a (Y+2)

Dabei ist tiber dic ganzen nichtnegativen Zahlen I, My, Ma, M, N mit

n9-my
— - mpa?2=mL 1
gmamzy T gmgy T gmeemgy T Ol 027 T4 30D g summieren.
Wir behandeln die beiden Surmmanden in der Klammer gesondert.
Es ist erstens

ry r2 ) 1 \ 9
—— =] le-ny (~ -l)-n|+mg(l+¢)+ﬂ:(~-l) . 2‘"‘1 1
x¥® Z ) 2 * Min (=,
!, my, ma, 2
ny, ng
3% ry re
- + 2 e —ml(- -1-—:)—nl+mz(l+e)+n.(—‘-l)
sc(e)x? Z 9 2 :
my, e,
ny, ng
”2
<.
'l re . - ..._ my 2
=c¢(e)2? 2t Z' 9 i (-1-e) ?‘___21“(1-0-2) Y_x)
m;
my, mg Vo Qma

D

r 1
-—;-34—22 Pt “+e
sc(e) 2 sc(e) 2

qm
Zweitens ist (ich schreibe einfach 1 statt Min -12¢—l, l-))
z

g

nr 3 1 QP N VY & W I Y41 (ra_ .t
a;w"'o 2 2(y+2) 2" ¢ y+z) ey 1+z) -mams( e+ y-u)"'"’ PR TE]

1, my, m2,
ny, N2
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NN bt _(, 1,
sc(g)x? * ¢ P AE TOP T AR T Y
~ om (i1 v, 1 S
X Z 2 MI(" ¥+3 " Tyal (e-v7 V42 D-raems (e AT "’(_ - v-n
Yoy, gy 3 1
ny, ug *ya ( v+3 )
g _ l-e
e 8 1 . & L . g
¢ (8) ﬂ)‘ e 2\y+l)+2 (¢ 22 ¥] ' 2 ""( 1+1) 2 2m, )l T
nty, mg V z 2"'2

1.
Sc(@)z? T
3. Die Oberkla.sse {2. Der Ausdruck links in (20) ist héchstens
gleich (fiir z>¢)

r.

m m . 2
c(€) 2 -—————-~' 2’\4111(22‘ 1), =" L ouam e

M+ g ol T2
1, 0y, ma, 2 Yo 2 x my —il'-o-mg ;
nyy ng 2

(rmgy XL =2 1

1
(‘ h»mg-c-m.-ngx- 3 +Z Y42 Y42 ,v-3(1+2))

Dabei ist tiber die ganzen nichtnegativen Zahlen [, m,, Ma, My N2 mit
ng~my

gumz |y, MEVE, 2RV, IS, P T L gy
summieren. Wir behandeln die beiden Summanden in der Klammer
gesond(,rt

Es ‘ist erstens

=1 Z 2ae-m1 (21)-n1-ma (22 21— )-ns Mln(‘zm, l)

2

2

,m), mg,
"y, ﬂg

=c (8) :L mae Z 2-’"‘ (',':il“"')’"l—m (—;'2--1-5)-"2

my, My,

ny, ng
z m (5-=1- - 12 om
Sc(s)x 24—8221[( lc)_2_22 mz(‘ lz)&'-’
4y, M2 YV 1‘ “’

1
Loge—— e

—.L-:h% 7
=c(e)z? =c(g)zt ™
Zweitens ist (ich schreibe einfach l statt Min (_?‘T', ~1~))

r 8 ) 1 T2 ¥+l ).
S g lemvaa-m (G '—)"”"’"’(i‘wz e)-4
x
! aymy
nyy -2
L S S P I
=¢ (s)lz ) 1(74-31 I(Y-H) B2 Y]
k¥
x 2 2-’"'( 7+1 v+1(' 1+J))"""""("2"" ol y+2)
1
';.:: ;’;" ""’( +2 '/-o-l( y-n ))
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1-e
r 8 1 1-¢
e m,( M _—my (—--1) P Y1
= (s) 2 2 2 2(y+D) 3(14-1) 7S “_92
thy, Mg V T Y X

=c (e) :a:—;'-z-v‘l*TM
Damit ist aber fiir alle drei Oberklassen die Gleichung (20)—
also auch die Behauptung 1.—bewiesen.

4. Beweis der Behauptung 2.

i, Tay Ty Oy O, B, @ (1), A (2), Py (x) mogen die im Hauptsats
erkliirte Bedeutung habon. Is sei 8>0,0<8<B8. Wir wiihlen eine
Zahl &' mit 8<¥ <B. Ks gibt also eine Tolge von Paaren ganzer
positiver Zahlen pi ¢1; pa, q2; -+ -5 Puy @i -+ mit
1

235’

qu

P> +00, fu— +00, %—%

Wir setzen
Qn W)=0n Witud+ .. .. +ud)+ou Ll @+ bzt .. .. +ud).

qn
Fir jedes ganzzahlige System von a, us, ....,u, d.h. in jedem
Gitterpunkt nimmt diese Form cinen Wert o; % an, wo m ganz ist.
qn
Weiter ist (')

Q0 )~ Q) Sy Wit - o) =7 cQ (w)

z-u'
Wir definieren nun zu ]edem n=1,2,....cine ganze Zahl M,
durch die Ungloichungen M,=q}*® <M,.+1 wenn
Mu—% M,.+—23—
o —3=Q @S P,
qn qn
so ist
Mot Murd
o1 qn (1- q2+y an (u)<°‘l N (-l+ q?a')’
also

o £<Qn( )<Of Mot

» qn

(1) Mit  bezeichno ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von o, oez, 71,
r4,8,8' und von der Folge py, 41} Ps, 72} . . - .abhiingen.
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fiar n>¢. Daher liegon fiir n>¢ im Gebiet

M,+L Mo42

o D =Q s —3D
U qn

keine Gitterpunkte; also ist

M.+ —é— Mot ‘3’
_AQ Ol e [ == A.q o,y °
G qn

Andererseits ist aber

s r

sl

, ( Mn+3>z ( M,.+l>z

w 3 3
ol -\ 04—

VeaZl (Z+1) gn I

L
148

’

—g--l <
e Mo 5 (—‘—”'-‘) ’
q::? L

daher ist mindestens ecine der beiden Zahlen

M..+% Mat2
PQ (o] ——— PQ (251 8
' qn dn

r_ 1
M,

T}

2
grosser al & -%)

’

2 bewiesen ist.

< 371

7 » womit wegen == —> 400 die Behauptung
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