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OBOFLOLOL 30N NIVL0 N6LONBISGNL BbHMBIJN, & 1, 1938
TPYIbl TBUJIMCCKOIO MATEMATHUECKOIO MHCTUIVTA, T. LI, 1938
TRAVAUX DE L’INSTITUT MATHEMATIQUE DE TBILISSI, 1. 1l 1938

ZUM KHINTCHINESCHEN «UBERTRAGUNGSSATZ»

VON VOJTECH JARNIK (Prag).

Herrn Prof. K. Petr ;um 70. Geburtstag gewidinel.

§ 1. Resultate.

Alle Zahlen in dieser Note sind reell; iiberdies bedeuten kleine lateinische
Buchstaben stets ganze Zablen. {y1, ..., 7} bedeutet ein geordnetes System
von s Zahlen, also den Punkt mit den Koordinaten %, ..., 7, zum Unter-
schied von dem grossten gemeinsamen Teiler (ay, ..., ay). {Bs, ..., 0 (s=1)
heisse ein eigentliches System, wenn aus x6;+...4x04x,=0 folgt xy=x,
=...=x,=0 (also auch xy=o0). Ist ein System Hy, ..., 0, gegeben, so setze
man fiir t=1

Di(t)=Di(x, U1y ..., B,) = Min a4 b+ x|,

o<Max | v | =7

I1<1<ys

$a(z)=Da(z, U1y .. B)= Min  (Max | ghy—p;)

0<g=<T 1<<i=s

(die pi brauchen keine Primzahlen zu sein).
Bekanntlich ist

(1) 21D =N Da(z) = dallD<—

1=+

Fir eigentliche Systeme ist 4,(7)>o0, ¥.(z)>o0.

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den  Funktionen 7y, b, unter-
suchen (fiir s=1 ist freilich trivialerweise ®1(z, ) =Du(z, 0)). Zu dieser Unter-
suchung hat Herr A. Khintchine folgende Zahlen 3,=3:(6s, ..., ts),
32=Ba(01, ..., 0,) eingefithrt: B; bzw. 3, ist die obere Grenze derjenigen %, fiir

T4+/7
welche lim inf ¢4(7) - o+ o5 bzw. lim inf Dy(z) - T 5 <ooist (also nach (1)

T= 0o T=0o
o=fi=co (i=1,2)); und er hat folgenden «Ubertragungssatz» bewiesen: fiir
s>1 st
SBow. Bo0r. 0Bl Bén., . 1L, 13
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B

() ﬁtiﬁﬁém

. . I ) . .
(fiir B;=oo soll die rechte Seite —-— bedeuten). Und diese Schranken sind
s—1

in folgendem Sinne scharf: ist s>1, 0=p=co, so gibt es zwei eigentliche
Systeme {01, ..., b5}, {91, ..., 35} mit

&((’1, ceey ()3)2‘{31(7]1, ceey ‘f)s)::L,

83
{32(7]1’ cee 7]) ”‘) 3(81: tey 93)~ (5—1):L+52

In dieser Note wollen wir statt der «Minimalordnung» die «Maximalord-
nung» der Funktionen ¢;, ¢, untersuchen; wir definieren also v1=1v,(81, ..., 0,),
va="3(01, ..., 0;) genau so wie Bi, Bi, nur mit lim sup statt liminf. Aus rech-
ncnschen Grunden ist es aber vortexlhafter, statt yi, va folgende Zahlen «, §
einzufithren:

ﬁ—:ﬁ(el, e 98):Y1+S’ a:a(017 csey 63): I_ I—thu

D. h.: B ist die obere Grenze aller X mit $,(<)=0(:"%) und « ist die
mntere  Grenze aller A mit $y(s)=0(z*"1). Also ist nach (1) s=f=oo,

1 A. Khintchine, Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen, Palermo-
Rendiconti 50 (1926), S. 170—193, insb. S. 189—195. Einen einfacheren Beweis hat Herr
K. Mahler, Neuer Beweis eines Satzes von A. Khintchine, Matematiceski sbornik 43 (1937),
S. 961—9g62 gegeben.

"2 V. Jarnik, Uber einen Satz von A. Khintchine; erste Mitteilung in Prace Mat-fiz
43 (1936), S. 151—166, zweite Mitteilung in Acta arithm. 2 (1936), S. 1—22. Ich habe dort
zwar nicht betont, dass fur {771, ey M)y {91, vees 05} eigentliche Systeme gewihlt werden
konnen, dies ist aber fiir u<Coo klar und lisst sich lir w=o folgendermassen einsehen: be-
kanntlich gibt es eigentliche.Systeme { -+, Ms} mit Ba= 0, also fBy=oc0 (vgl. z.B. O.Per-
ron, Uber diophantische Approximationen, Math. Annalen 83 (1921), S. 77—84, vgl. insb. den
§ 3, S.83 — 84. Andererseits wihle man ein irrationales 0, mit By(0;)=c0; nach dem
Satz 2. der 1. Mitteilung ist dann fir fast alle Punkte {0, ..., 0,) des Einheitswiirfels

By Oss o 0= 0, 300, By =—

so wihlen, dass 0, ..., 0, ein eigentliches System ist; denn die abrigen Punkte {92, ceey (i.}
Licgen auf abzihlbar vielen (s—2)—dimensionalen Hyperebenen x,0,+ ... +x0p=—_-x,01
(| %]+ <« 4 |xs]| >0), bxlden also eine Menge vom Mass Null (Nulldimensionale Hyper-
bene=DPunkt).

; und dabei kann man noch den Punkt {0, ..., 0}
1
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s—1I

. Ist weiter § irrational, so ist bekanntlich®

I ..
(3) —2 =lim sup (5, 0)=1,

T=

also e (6)=o0. Umsomehr ist also a (01, ..., 6,)=0, wenn nicht alle 6; ratio-
nal sind *. Fiir tationale 0; (1 <z<s) ist freilich ¢1(z)=4¢a2(z)=o0 fiir grosse
%, also =00, a=—oo.

Da die Maximalordnung von ¢, (z, 6)=1, (s, 0) durch (3 hinreichend
genau beschricben ist, so beschrinken wir uns im Folgenden hauptsichlich
auf den Fall s>1 und zwar auf eigentliche Systeme. Fir s=2 gilt folgen-
~der Satz:

Satz 1. Ist 01, 02 cin eigentliches System, so ist

3(61’ Z) (91, 0. )

(fir e=o0 lies 3=oco und umgekehrt). Also: fiir s=2 ist o durch B(d h. ys
darch y4) eindeutig bestimmt und umgekehrt—ganz anders als bei B4, B2 (vgl
die scharfen Ungleichungen (2)). Man kann aber diesen Satz noch verschir-
fen, indem man ¢4, $y mit allgemeineren Funktionen vergleicht:

Satz 2. Esseily, 0y ein eigentliches System, o <K< o0; s (v)=i(x, 05, 02)
(i=1,2). Fiir = sei ¢1(x) definiert und stetig, <=1 @1 () wachsend, @i(t) =="-
Man bezeichne mit @, () die zu 1 () inverse Fzmhion i

I
3 Die zwcite Ungleichung folgt aus (1). Gesetzt, es sei Ty, (7, 0)y<- - far ©> 1y
2

1 ..
Dann gibt es Zahlen ¢, p mit (g, p)=1,0<q=7, |g0—p|< P also [0 —p| = mit ek
To 1
nem 7; > 74 Also gibt es ein Paar ¢y, py mit 0 < g3 <74, (g1, p1)=1, AR AR alse

s
1
PO1—p1q+0, andererseits aber |pgy—pyq] < — (¢+¢1)< 1 —Widerspruch.
27y

% Wir benutzen oft die trivialen Ungleichungen

(T Bty ooy Oy =y (r, 01, « oy Ok Opga),
Wy (T, O1y o ees BR) = 4 (r, B2, + .o, Ok, Ox+1).
5 Oder, was dasselbe besagt: () sei fiy 7>7 definiert, stetig und wachsenf.

1 - -
7-1q, (v) abnehmend, gy (1)<t 2, ¢,(1) = fir 7—o; q4(7) sei die zu ¢,(r) iores ¢
Funktion.
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Behauptung 1. Hus

lim sup 1(z) $1(z) <K
T—= @

Solgt
T
li =12 R
m SIp R $y(r) =12 (1+K)
aus
) T
lim sup —— ¢u(z) <K
=0 ¢3(7) ‘
folgt

lim sup 1 (;%) 1 ()= 4 (1-+K).

T=®

Behauptung 2. Es gebe ein m> o0, so dass ©~ ™4 (z) abnimmt®. Dan
gilt: Es isi

dann und nur danp, wenn ‘
$s (1)=0 (__~¢gt(t)) bzw. Py ()= 0(———%‘?))

Isf.

Die den Funktionen @1, p; auferlegten Bedingungen sind ganz natiir-
lich, da ja

lim sup z*¢y(z)=1, lim sup t—;“Lpn (D=1

(fir s=2). Satz 1 folgt offenbar aus Satz 2. Aber auch die Behauptung 2
folgt aus der Behauptung 1; es geniigt zu bemerken, dass fir o< 4=1=8
gilt A7 g1 (dr) = ps(t) = A7 "p1(47), B~ p1(Br)= 1(v) =B~" g, (Bz) und dass
auch fir @, (1) entsprechende Ungleichungen gelten.

' Wir wenden uns nun dem Falle s>2 zu. Dem Satz 1. entspricht hier
folgender

1
¢ Oder, was desselbe besagt: es gebe ein m >0, so dass v~ m

"

@, (t) wiichst.
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Satz 3. Es sei 01, ..., O, ein eigentliches System, s> 2, a=a (01, ---5 ls)s
I‘QZﬁ(ej, D) 63)7.
Behauptungen: 1)
(4) B=(s—1)+s(1—2)
s=—2 s I

) * 5—1—{—5—1 (s——I)lH—s.

1A

2) Fiira<~l— ist so;gar
s
1
{6) f=s—24+—.
o

3) Fir 8> s(2s—3) ist sogar
s—2 1 s

s—1 +(s~ 1) (3—2s+4)

(7) o=

Man iuberzeuge sich:
1) Dass (4) und (5) den Ungleichungen

NEPE—
(=D 11ts

dquivalent sind, welche genau den Khintchineschen Ungleichungen (2) entsprechen.
1

2) Dass fiir & <--—(6) schirfer als (4) und fir s(2s—3) <3 <o~ {7}
s

schirfer als (5) ist. :
Im Unterschied zum Satz 1 wird durch Satz 5—von einigen Spezialfillen
abgesehen—weder o durch B noch 3 durch a bestimmt. Z. B. fiir 3— > foigt
.o . - ' s—2 .
aus Satz 3 (bei eigentlichen Systemen) nur o=a=- ; und wir werden
s—1 :
zeigen, dass diese bciden Schranken tatsichlich angenommen werden:
Satz 4. Es sei s>2; dann gibt es Jwei cigentliche Systeme {p1, -.., %,

o F—2
{61’ ey 63} mit B("]“ ceny 7)3) :ﬁ(eh ceey 83):00, “(81’ [REE) 93):"—[—1
a(ny, ..., n@)éog.
s—1

T Also: osas——, s<J3:
s

A

.

1

-2

s
8 Fiir a=o0 lautet (6) B=oo; fir B=o lautet (5) und (7) ¢= o

? Fir uneigentliche Systeme wire die entsprechende Behauptung sehr leicht zu be-
-weisen; aber die uneigentlichen Systeme sind eben als storende Ausnahmefille zu betrachten
Z. B. wire Satz 1. {ar unéigentliche Systeme falsch: denn fur 2 (91, 92):00 kann tir une
gentliche Systeme entweder ¢=0 oder a=— sein.
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 Satz 4 ist, wie wir jetzt zeigen werden, eine Folge der beiden folgen-
den Satze. :

Satz 5 Es sei s>1, o(t)— o fiir t— co. Dann gibt es ein eigeni—
fiches System 1, ..., s 1nit

B (% M5 ovey Ma)=0 (}?)ﬂ)'

Satz 6. Es sei s>2,01 irrational. Dann- ist fiir fast alle Systeme
s -, 0,4} 1 .
3 Doz, Oy Oy oony B-1)=0Q (t “"8_—1).

Aus Satz 5 mit ¢ (z)=log t folgt nimlich (fiir jedes s=2) die Existenz
eines eigentlichen Systems {1, ..., 7} mit ¢« (M1, ..., %s)=0; nach Satz 1.
bzw. 3. ist dann B(%1, ..., ys)=o00. Zweitens: es sei s>2; dann gibt es ein
(zweigliedriges) eigentliches System 61, 6, mit 8(8i, b,)=co. Dicjenigen
Systeme {0i, ..., 0,1}, fiir welche das System 6, ..., 8, nicht eigentlich

st liegen auf abzihlbarvielen (5—— 3)—dimensionalen Hyperebenen Z 0; =

—(xo+x,01+2x:85), | xa| + ... 4 |xs-1] >0, bilden also eine Menge vom Mass
Null. Nach Satz 6 kann man also 8,, ..., 8,-1 so wihlen, dass das System
04, ..., 0, eigentlich ist und (8) gilt. Dann ist also B (04, ..., 0,)=3 (04, 0:)=co,

2

a(On ey 0)= (0, ..., es_l);i—_%, also (nach (5)) & (0, . .,e,g)::f:%.
. S— S—

Die Sitze 1, 2, 3 sind endlich offenbar in folgenden Sitzen enthalten:

Satz 7. Es sei 0, ..., 0, (s>1) ein eigentliches System, o <K< ro,
$i (D=9 (3, Oy, -.vs 0,) (i=1,2). Weiter sei 9,(x) fiir ©=A definiert, stetig
und wachsend, t=1 @4 () nicht wachsend, @, (t) — oo fiir ©— o,

(9 ﬁl;l:ilp ;21(;5 by (7) <K
1 (z) sei die zu @, (z) inverse Funktion.

1) Dann ist
(10) lim sup fi?iw (z)=s¥K.

r=c (7"

2) It ¢a(3)= ‘:—:’— titr alle t=), so ist
(11) lim sup c"ch{—i—)«pi ®)=s( +K).
T=0o 2K .

1% Satz 5. ist nicht neu; er stammt von A. Khintchine, 1. ¢.1), Satz Il Ich gebe inx
Folgenden fiir den Satz 5 einen anderen Beweis.
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Satz 8. Es sei O1, ..., Bs (s>1) ein cigentliches System, oK< oo, dy1)=
=di(T, 1y, 0s) (=1, 2). Weiter sei 9:i(x) fitr <=y definiert, stetig, positiv
und wachsend, 91(x)—o fiir =—=oo,

(12) lim sup ¢i(z)Pa(z)< K.
T=o

1) Dann ist

T 2
(13) lim sup ( ( I’E)— THy(2) = 358°(1+K),
T=x TS

o—1
wo p(z) die zu w1 v (3) inverse Funktion ist.

2) Ist
(14) -p,(:):qm wachsend, ;1(1)218(2373) fiir T=y,
50 1st

- s
Ig lim sup { ———— J7'ba(x) =352 (1 +K),
(s) n s (o O30 40

—28+4 . . .
wo ?z('t) dic e ;01(‘:): inverse” Funktion ist.

Zum Schluss mochte ich noch folgende Folgerung des Satzes 2 hervor-
heben (die man freilich auch sehr einfach direkt beweisen kann):
Satz 9. Oy, 8y ist dann und nur dann cin eigentliches System, weni

(16) lim sup ta(z, By, 02)=20
T=0
(st

In der Tat, es sei zunichst 6, 6§, ein uneigentliches System, also z. B.
—1
1’ N . . T L T
ty=— (afi+b), c>0. Zu =>2¢ gidt es ein g=—— mit [gh1—p|< —
c c

2. . _ 2cla}
, leqla—ri=

o)

Ay

, also eghi—cp|<Z also Qu(x)=0(=") .

< ol
Es sei zweitens 0j, 6, ein eigentliches System, also ¢4(t)>0, also gibt es
eine fiir 1= 1 stetige Funktion (<), so dass @y(z)=1?- 1" ps(v) wichst und

11 Bekanntlich beweist man auf dieselbe Weise allgemeiner: ist 0y, .., 0, (s>1) ein
une;gentliches System, so ist

1
(T, By wens 0,.):()(1: *—1) .
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P1(t)ps(tr)—co fir t—co ist. Es sei ¢, die zu 9y inverse Funktion, also
@s(z)—oo fiir t—oo. Wire '

- _wha(z) )
1 lim
(17 m sup —= o= %(L) —

hm sup p1(T)P1(z) = 6< o,

so wire nach Satz 2.

was nicht der Fall ist. Also ist (17) falsch, also (16) wahr.
Fiir s>2 kann es keine solche notwendige und hinreichende Bedingung
geben: dafir, dass 0y, ...,0, ein uneigentliches System sei, ist die Bedingung
/ -
$.(z) =O(x"" ) nach Satz 9 hinreichend ** und die Bedingung ¢s(z)= O(r "‘)
notwendig (Fussnote ™*); und beide Bedingungen sind scharf: ist ¢(z)—~oco fuir

t—o0, 5o gibt es nach Satz g ein eigentliches System mit Uz(‘C)ZO(“C’ “o(n));

andererseits gibt es ein uneigentliches System mit ¢y(z)= Q( ) (man
nehme ein System 6, ..., 0,4 mit (8)*® und setze 6,=0,_4).

§ 2. Beweise

Es geniigt, die Sitze 5, 6, 7, 8 zu beweisen. Zum Beweis der Sitze 7, 8
habe ich zunichst] die urspriingliche Khintchinesche Methode (L. c.!) benutzt.
Herr K. Mahler hat mir aber freundlichst folgenden Hilfssatz mitgeteilt,
welcher mir ermoglicht, die Beweise zu vereinfachen.

Hilfssatz** Es seien

s . s
Fi(&)= Zdhkgln G()=") Bump (0=h=ys)
k=0 =0

je s+1 (s>0) Linearformen in den Verdnderlichen & biw sy D30 sei die
Determinante der Bu. Die Bilinearform

Y Fi®)Gin)

h=o0

12 Dann ist schon ;, @, ein uneigentliches System.
13 Statt dez Satzes 6 kann man folgenden Satz des Herrn Perron benutzen: ist

04, ..., 05—y ein eigentliches System von Zahlen, die simtlich in ecinem algebraischen Korper

1
s-ten Grades liegen, so gilt (8), ja sogar lim inf (r""‘ wa(t, O, ...,93_1)) >o (vgl. Perron,

L c?).

% Diesen -Hilfssatz (und ebenso den Zusatz und den folgenden Beweis) verdanke ich
einer brieflichen Mitteilung des Herrn Mahler. Auch die Idee, den Minkowskischen Linear-
formensatz zum Beweis der Ubertraoungssane zu benutzen, stammt von ihm (vgl. seine
L. c) zitierte Arbeit).
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moge lauter gangzahlige Koeffizienten haben. Endlich gebe es ein  System
@0y A1y ey A5 Und s+1 positive Zahlen Go, G, ..y 35 il

|Fa(a)| =on - (0=h=y),

wobei fir mindestens ein h die Gleichung |Fi(a)| =ou gilt; man setze
| 1
3=(|D|5v51 .. 35) 7 .

Dann gibt es Zahlen bo, by, ..., by mit
a : N
(18) [Gi(b)| =s—  (0o=h=s), Zlbht >o.
Sk h=o0
Zusatz* It z. B. |Fo(a)l =50, so kann man statt (18) schreiben:

G =5, (G = (12h=5), Y |l >o.
Ty Ch

h=o0

Beweis.!* O. B. d. A. (=ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) sei
| Fo(a)| =00. Die Determinante der s+1 Linearformen®

ZFA((I)G&(T]); Gi(m), G:(%); ey Go(7)
h=o0

ist absolut gleich |Fy(a)D|=0o|D|. Nach dem Minkowskischen Linearformen-
satz gibt es also s+1 Zahlen bo, by, ..., b mit

Zs[b/,]>o, lGh(b)lé% (1=h=y), lZF,,(a)G/.(b)'<I.

h=o0 h=o0

Die linke Seite der letzten Ungleichung ist eine ganze Zahl, also Null, also

' Go(B)| = ’7;(7)/,};5 @ G,.(b)l = i:—

15 Mit den Verinderlichen #s.
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Beweis des Satzes 7. hy(7) ist eine positive, stiickweise konstante-
Funktion mit unendlichvielen Sprungstellen ¢1<Cq.<< ... .
Fiir gn=1<¢n41 ist nach (9)

K -
D2(gn-) <ha(gn) = a(R)<— - 91(3),

wenn 7 hinreichend gross ist.!® Also durch Grenziibergang t—gu 1

(19) bu(gn) = . Fnan)
qng1

Weiter gibt es zu jedem #>>0 ein System Pty Pyt veey Prys ML

(20) (pmb teey an qn) =1, A\{'A.X h]nei—Pnn" = '1')2([];1)-

1<I=<5s
Es sei >0, A=1; man wende den Hilfssatz an mit
E’(g) = );_0; }:ll(é) = 5()6]1 - éh (I = /1 = ));

Go()= 3. pbitn0 Gi(p)=m (1=h=5); |Dj=1
=1
a0=qn3 an ::pn,h (I = h = S);
1

Go=Au, S ="0:(qn) (1=h=5); 5=2Aqgn * D:(qn)-

Es ergibt sich die Existenz von s4-1 Zahlen 7o, y1, ..., 5 mit

s tos
(21) (2 3ility] = Jg)j(%t% , Max!yi|=sdg. *, Yy >017
=1 As_lq—s— 1ISi<s i:.:

L Ist © hinreichend gross und wird # durch

(22) v

16 (Hinreichend gross» bedeutet in diesem Beweis: grosser als eine nur von 0, ..., 8,
¢,(7), K abhingige Zahl.

¢
17 Es kommt eigentlich nurz |%i|>o0 heraus; ist aber die rechte Seite der ersten
- 8=0

. 38
Ungleichung (21) kleiner als 1, so kann nichtz |yi] =0, y,*0 sein; ist die genannte rechte
1=1
Seite =1, so kann man (21) mit yy=y,= ... =y;=1 und mit einem geeigneten 7, befriedigen.
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definiert, so liefert (19) und (21) mit d= die Ungleichung

8

5911

By ()= s I‘%(‘I?UA)
(In+1

Da .(z) wichst und t=!9,(z) nicht wichst, so ist wegen (22)

"F“!(%}M) . ( ¢
I g [ ——

Js

&

S
._e)._tg,

I

qni1
also

s Keoy(7*)
"pl(-")< .:'.’s—‘l b

womit (10) bewiesen ist.

IL Es set pu(z)=7 " fir alle ©=% es sei = hinreichend gross und #
werde durch

(23) . 2R pu(guy1) =< 2Kpa(qnss)

definiert. Man beachte (1,1+2>CP1( K ), also (da z7':(7) nicht wichst)
PN

<P2<‘Irl+2) - T .
(24) Iny2 - N ( T )
240
P1 2K
Ist
1

nyt -t

(2%) Tls (—L 5
®2(qn+1)

so betrachte man die Ungleichungen

) Keou(gn Kos(gn Koa(qa
(26) [ —prsi| = "‘—C‘P‘Sq*ﬂl s A ngati—puyani] = LLUED) = LGS
Jny1 dnya Iny1

und beachte, dass wegen 0<g,<gu;; und wegen (20) fiir mindestens ein
pmi :*: £u+1,b‘
dn Jn41

i (1 =i=s) die Ungleichung >~ gilt. O. B. d. A. sei x=pn,qny1—
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"'Pn+1,zqn=1=0; man setze noch y= —pnyif]n+1+Pn+1;1(]m {anﬂpn+‘l:2_pn+1glpmi§
dann ist nach (26)

o< Max (!'xl’ b’i)§21&’<pz(qn+1)§r, .

x01+y0a+-3| = x( 61—“171%1”1—) +y (82 Puyton )l
In41 In1
e P3(gn+1)pa(gns2)
. Jni1Qny2
Nach (24), (25) ist also '
25871
(27) ‘Pl(f’ 61: seey es) = 4’1(‘5, 91, 92) = \_ — .
. F"s_chi( v )
2K
st aber
‘ x
- qn+1 )S—l
=5 | — ] ,
.(CPZ(f]n'Jri)
1 1

. s s . . :
S0 ist T=s5q,. (Wegen @a(Guiq)=gus ), also ist nach (21) mit n#41 statt
T

1

8
Sqn+1

“und mit 4=

53 " s&

(28)  i(x)=- H—— ba(gny) =— K Plgurs)
T On+2 §—2 ( T )
27T P1

2K

(vgl (24). Fiir jedes hinreichend grosse t gilt also entweder (27) oder (28);
damit ist auch (11) bewiesen.

Beweis des Satzes 8. §y(t) ist eine positive, stiickweise konstante
Funktion mit unendlichvielen Sprungstellen uy<Cuy<....Fir u,=t<utny, ist
nach (12)

D1 (ttn40) < h1(un) = 1 (1)< ~—(—)-

-wenn 7 hinreichend gross® ist, also
. K
(29) b1(n) = ———— -
‘ ®1(ttny1)

18 (Hinreichend gross» bedeutet in diesem Beweis: grosser als eine nur von 0,..,0,,
¢1(7), K abhingige Zahl.
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»
Qo
2

Zu jedem #>0 gibt es ein System Xp,g, Nyt erey Xnps Mit

. S
Max| i | = ttny (Xns0s Xnogs eoer Xrs) =1, I an,iﬁg—{—xn,o ] =d4(up).

IS

(30)

1=1

Es sei » hinreichend gross, 4=1; man wende den Hilfssatz an mit

S
FO=Y  &itEy F®=8 (1=h=s)
=1
Go(n)=—n0, Gi(p) =nob— (1=h=5); |DI=1; an=xun (0=h=5);
V 1

AK _ AK " u,
Go=——"—, o=iy, (I1SL=s); d=—p—" -
®1(ttny1) S
P1° (ttny1)

Wegen (29), (30) ergibt sich die Existenz von s41 Zahlen q-, Dis oo Ps

- mit
han A
o sunr * (Ungr) sAK ® )
(31) 14]2—;._1—'—2", lg0i—pi| = 0 (1=i=ys),
A3 K°® A4 @1 " (tnse)
lgl+1pa]+ oo +ps| >0
Daraus folgt: ist
E
(32) . . g"*‘) ,
K*®
so ist
1
- K°?
(33) $a(7) S s

q’iT(”nH)

(man setze in (31) A=1, also [g|=7 und |¢0;—p:|<1 fiir 1 =i=y, also g0,
also 0. B. d. A. ¢>0).

Ist aber

8;1
(39) -3 i< 3 514 P Lt
K*
so ist
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1

)3—1
<

- (39) $a(%) = 3(1 4+ K)s? (
(man setze in (51)

i——_l
A0, A7 =31+ K)s —H! _\_(_’1'"“) >1;

K’=

dann folgt aus (51) |¢' =< und (wegen (34)) lqhi—pi <1 fiir 1=5i=5,
q=Fo, also o. B. d. A. ¢>0).

I. Es sei nun < hinreichend gross; # werde durch

E 8—1
e S
} tnt1 " (Ungy) tnyr®1 " (ngy)
(36) s n< ﬂn-{q "‘<5 n41 - n4 :

K’ K’

definiert, Ist

§—1

8
u u ) <
ni1Ps  (tngy) , also 1, S>e(=K ),

Ir-?

<

so ist nach (33

1 1 s—1 1

sK® K <K )N\
(1)2(':)2 T < el (-p—(—‘_'——)
o) e (e GED))

-1

(denn ()¢ * (p(E))=8). Ist aber

a
v

" u
n+1°P‘H( nt1) , also uy, =p (I‘ )’

K8

so darf man wegen (36) die Formel (35) mit n+41 statt » anwenden
bekommt

1

B0+ (£E2)

Damit ist aber (13) bewiesen.

$-1

,.\

also

und
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II. Mans setze nun voraus, dass (14) gilt; wir wollen noch (15) beweisen.
Es sei © hinreichend gross; » werde durch

8-2 . §—2
o Py
. sttapr(itng )\ sttn191(tn42) \’
(37) 2y 41 L) =1 < 2igalingy | ——————
g N K
-definiert. Man setze noch
4 #iling)
(38) NE
[\”n Up
wegen (14) ist also
—~ I —284+4 — I ) S A Ir .
(39) WE— @1 (thagq) Ui ' = v w2y > 55 3 (1 Kty g5

—3+9

8—1
» 7ln+1(PlT(7(n+2) 44 57’1"+1CP1(”"+2) =
S(I +I\)5 — 2™t “113—1“111—2 ——_——E—_

IO

8—2
—_1——
§—1

1 1 1
2 — I——— —_—
R —1 - —1) (s—1)
=>_ ([( s(s—-1) K 3(s ) CPIS 5 (Un+2) Ui >1.
2

Ist also erstens 1>7y, so ist (34) mit n+1 statt 2 erfiillt, also ist
nach (35) ,

1

(40) y(7) =3(1+K)s* (l":tt)g.
Aus t>7%0 folgt aber nach (39)

ttn 1 = Pa(Tol) < @a(GK),

also nach (40)
(0 $(=) = 300+ B (___“”(z"’) )"

Es sei zweitens t=1, (und freilich (37) efiillt); wir wollen zeigen, dass
auch in diesem Falle (41) gilt; dadurch wird (15) bewiesen sein.
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Wir werden zeigen, dass fiir t=1, gilt
-2
1 una—l

(42) $2(3) = 45K Mty — "
#1' ()

Das wird geniigen. Aus (14) folgt nimlich, dass o@4(t)z

p3(€)

~A3+4 -1

-t wichst,,

also _t wichst, abnimmt; aus (39) folgt wny1=¢s(teK) und.

cp?(g) S
(42) ergibt dann fiir t=7, (wegen (38))

1
1
4‘2(1)2'4510 Tt u;;jx = 45 (%(’coK) )

1
( %(TK) .
T 7
also (41).
Also sei =" Es ist

(43)

IZS:x B + x l K < K
418 Ui An4-150 .
=1 ’ i "‘\ol(u"+7) cPl(un+1)

fA

Wiire Xpyi, Xng 15— Xnptyi Xnex =0 fiir alle 7,k mit 1=i=s, 1Sk=y5, 50 wiire-
fir 1=i=s nach (43), (14)

2Kug+1
cpi(u,,“)

[ Xns0Xn 4 15— Xn g 150 Xmi| =

also auch xn,0Xm41,i—¥ni1,0%0,i=0; also wire mit ganzen von i unabhingigen

a==0, b0
AXnyi=bxny1s flr 0=i=s,
was wegen 0<u,<uny1 und (30) unmoglich ist. O. B. d. A sei
C=|Xn1Xn 41,3 Xnp1,1%ny3| >0,

also o< C= 2upitn 4. Fiir s=2 ist also nach (37) o< C=< und mit geeigneten .
ganzen R, S nach (43)

2Kun+1
%(“wi)

2Kun+1

= RI< Gy

|08, — S| < ——22
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womit (42) bewiesen ist. Es sei also jetzt s>2; aus (43) folgt mit geeigneten
ganzen Ai, Bi (i=0, 3, 4.0y 5)

2 Ku,
Coy= Ay 4 oo Ay A+ oo e =1,
CPi(“nJrl)
2 Kuy, .
(4+4) C,= By, 4 . - By, -+ By + oy fea] =1,
®1(tng1)
0L C=2utpttn g1, |Ai| = 2000ttnpq, | Bi| = 2unttn (31 =5).

Man setze nun

.?_—-2

“__ 51/31@1(”1:4.1) )S_l
(43) s~( %
also {—oo fiir #—oo, d. h. fir t—o0) und finde Zahlen ¢, p; (3=i=s) mit

) ¢ pi (3
| T P
(46) 0<g=g, qu-—Pu<’[—Z]‘ (3=i=s).
-$—2

Dann ist mit geeigneten ganzen P; nach (46), (44) (alles fiir hinrei-
chend grosse 1)

1 -

ey 2N, .

(47) | Cqthi— P < 25ttt 1l "+ Sl 3 (1=i=s).
P1(ttn41)

Nach (57), (43) ist 0< Cq=2unttny15=7; nach (47), (43) ist also

1 i
K -t Mngq stngpa(tny 1))

Dy(t)< 2sttpity (__) + 2k

1-’1-() +1 . SIInCPi(Un+1) Cp1('lln+1) K ’

woraus (42) folgt.

Beweis des Satzes 5. O. B. d. A. sei 7! ¢(t) abnehmend. Man
wihle eine Folge 0<q;<<¢,< ..., s0 dass :(O und o beziehen sich auf wach-
sendes 7, bzw. spiter auf wachsendes <)

n® I

2
Jn+1 qn

gy = 0(‘?(‘]M+1))>

)

also
(e o) [e o]

kS I I I
w0 =0(¢n41)s Z < Z =0 (_~> .

h=ng1 Tk+1 Int1 k=n-t1 VEER
®dgom. o obud. Bb., ¢. Il 14
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Dann wihle man p,,; (1=i=s,n=1), so dass
? b b

nt < Pratsi Prsi < w42

J

Jn 41 Jn41 qn In41

also existiert lim ——~=v; (1=i=s) und fiir grosse 7 ist

=0 Qﬂ.

‘ v e, S et
" <.,h__p__ <l_t__1_ Z -ﬁi <1{ﬁ2.

{Zu-;.l qn In+1 F=nt1 Jr41 q;'z-f-l

Aus xmp 4 .. +a9ms + a9=0 folgt fiir n—oo

Z XiPnsi + XoGn== _"Z X ' ’q’*: "‘ 0 qq"1 ) == O(I),
n 4

i=1

also ist die linke Seite Null, 1190 (\httelstucl\') Z an' = 0(1), also (links ist

1=1

ein Polynom in #7) x1=..=x,=0, also ist {#1,.., 7} ein eigentliches
System. o
Ist T=q1, so gibt es ein # mit ¢, =7<gny1 (r—o0 mit t—0); also

o) (352) ().

cp(t_)

0 (n=T7T, | @ — Pusi

also $a(T, N1, ey ) =0 (

Beweis dies Satzes 6. Es sei s>2, 6; irrational; es gibt dann eine
Tolge von Zahlenpaaren sy, f, (=1, 2,..) mit 1<H<0< wuv, (S, tn) =1, |tab1—
—sn|<tw~' Es sei I der (s—2)—dimensionale Einheitswiirfel o=wn<1
(2=i=s5—1). pN bedeute allgemein das ((s—2)—dimensionale) Lebesguesche
Mass einer Menge N. Fiir m>o, n>0 sei M(m,n) die Menge derjenigen
Punkte {0y, ...,0,-1} aus 7, fiir welche

1
—_ I
(48) tn"‘npz( tus 01 B2, 1evy Bg 1 ) <—

ist. Wir werden

| - —1 \s—2
(49) wM (m, n) <2 43_1 +3 A tn 3_1)

m m
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beweisen. Daraus wird schon der Satz 6 folgen. Es sei nimlich M die Menge
aller Punkte {6s,...,0,.1} aus I/ mit

1

{50) lim <" $a(3, O1, Oy ery B5—1) =03

T=0o
dann ist offenbhar

[ee} [ee}

Me 1 Z F] M (iny 1)

m=1 k=1 n=k

Fiir jedes n,=% ist

©
NGB = [1MGn,n) < M@n, n),

7.

=i
1 . 25—3 —S+1 . .
20 nach  (49) pN(Qu,k)=2""m " ; da die Mengenfolge N (m, %}
{(h=1,2,...tm fest) nicht a>nimmt, so ist bekanntlich
(oo}
v . 29—3 —~3+1
1 E NG b)y=lim pw N(n,k)=2"""m .
a = oo
r=1

Es ist aver fur jedes m

@

M CZ N(m, k), pM= gJ.Z N (m, k),

=1 k=1

also pM=o0. Die Menge aller Punkte {04...,0,-1} aus I mit (50) hat zlse
das Mass Null; und hier kann der Zusatz «aus I#» weggelassen werden, da
Du(3, 01y ery Uy=1) sich nicht dndert, wenn zi den 6; ganze Zablen addiert
werden.

Es sei also m>o0, n>0; wir wollen (49) beweisen. Geliort ein Puakt

{020y Og—1 ) za M(myn) (also auch za J7), so gibt es Zahlen g.py, e pue D2
1 I ____1_
(s1) 0<g=ty 1 g01—p: i<—m~ R
. ‘ I ms—lI .
(52) lq();—-p,- <—1Tf,., , o=pi=q (2=i=s—1)

Die Punkte {0, .., 0c-1} mit (g2) fillen—Dbel gegedenem g weraux
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(¢+ 1) =(29)™" Wiirfel aus, deren Gesamtinhalt hochstens gleich

552 8- 4 N
-2 2 =1 s—1
(2‘]) t o s-2 qs-—? In - (7’1_ In )

m

ist. Also ist

1

1 (s-2
pM@n,n)=d (i tn 3—1) ,
m

wo A die Anzahl derjenigen ¢ ist, zu welchen es ein p; mit (g1) gibt. Aus
(s1) folgt aber

8—2

qs_n’—pltn < 771_1 In 3—1“{'_ I,

also
(53) gsn=a(mod 1),
2 ‘
wo |a] <m™ t,"" 41.Da aber die Kongruenz (53) fiir jedes ¢ genau
eine Losung ¢ mit o <¢=t, hat, so ist

8—2

A<om™ 1, 4 3,

woraus (49) folgt.

Prag, den j30. September 1937.
(Eingegangen am 8. November 1937.)

B. SIPHUK (Ilpara)

O «TEOPEME TIEPEHOCA» XMHYHNHA

(Pezwome)

Iycts rpeveckue u Goaplime JarHHCKHE GYyKBH OGO3HAYAIOT ACHCTBHTETh-
HMe, 2 MaiHe JaruHcKue —ueame uncaa. Cucrema {0y, ..., 05} s umcen HasuBaercs
. cobcrBenHoO, ecanm u3 Xq 01 4+ ... + x5 0s + X0=0 cuaeayer x1= ... =x;=2xo=0.
Ecmm t= 1, 10 HOJ0KNAM '
$1(x)=9(x, 01, .0, 6)=  Min [x101 4 ..o + 24 05 4 %0,
“o< Max |xif =71

1<i<s
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$a(t) =a(t, b1, ..., 6,)=Min  (Max [g;i—p;| ).

0<Lg<T I<I<S

Yucma Y1="1 (01, - 05), Ya=72 (015 o0, 05), B=B (01, .., 05), a=0t(b4,...,0,)

OIpenessIoTCA CAeAYIOUMM 06pasom:

B1 Bepxmas rpamp Tex A, A KOTOPHX
lim sup ¢4 (z)-7*H*< 05
T= 00

{3, Bepxmss rpaHs Tex A, A KOTOPHX

144

lim sup $a(r)t ° < oo
T=0 N

B=r1ts, oczx—if—g- .
5
WHaue 9TO MOKHO BHPA3UTh TaK: 3 9TO BCPXHSSA TPAHb TeX A, AJA KoTO-
pux 91(t)=0(x"3); & mmwkHAsL rpans Tex A, A1 KOTOpHX $y(t)=O0(c*™1).
Ilyren oiemenHTAPHHX METPUYECKHX COOOPAIKEHHH ABTOD AOKA3HBAET C.1e-
AYIOILNE TeOPEMH:
Teopema 1. Feau {01,0,} cobemecnnas cucmena, mo

b1,
B(b1, 0) = a(Bi, 6)
Teopema 2. ITycmy U1, 02 o6pasyom cobemeennyo cucmeny, o< K< oo;
bi(v)=0i(7,01,02) (i=1, 2); gynxuus @i(z) wenpepuona 0afg T=p u
T '1(t) eospacmaem, o:i(z) =% a(c) dynxyus, odpamnas x @1(z).
Towa: 1) Hs

lim sup ¢i(2)d1(x)<K
T= 00

caediem

. T

lim su — = K);

3P o GR bi(z) =12(1+K) .
U3

lim sup —— ou(t)<K

T=o ( )
caedyenn

lin 500 g1 () 424G+
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\

2) Ecau cywecmeyem makxoe m>0, wno =~ ":1(5) yoweacnt, o

2(E=0 (;i@) i )=

SWIE 1B MOALKO MO10d; K010a

$a(z)=0 ( %_ST} ) i hy(T) =0 (‘%EQ> :

Teopema 3. Ilycmv Yy,..,0, odpasyiom codcmeenniyo  cucmeny, s>2,

0.2:5(91,..., 0,), Bzﬁ((h, ooy 93). Towa: I)
1) B=(—D+s5(1—2)

I

w1(=)

s—2 S I

G R ==

.

. 1
2) Feau a< —, mo dawe
S .

©) B2t -
o
3) Ecau B>s(25—3), o dace
V) a=i"2 4 .

PR B ) W R
Teopewa 4. Ecau s>>2, mo cyuecmeion marue 0se coocineeHituie cucmeist
£ty ey s > {01500, 05}, wino

5(7)1’ (3] 'ﬂs) = f)((ji) ey 8-‘7) =0,

2

S—.——
(B, .., 05) = g A(N1y ey Ns) =O.

Teopema 5. Iyems s>1, ¢(v)—0 dag T—co.
Towda cyuecinsycm maxas co6cineeHHAA CUCTIENE N1y voey Tsy WO

'1')2(.'57 7]1, ey ‘ll,,)zg (-CPE“)__) .

Teopewa 6. Ilycine s>2, By uppayuona.wno.
Tda 044 noumu écex cucmen {0z, .., y_1}

(e -t
{8) 4’2(1, 81, 62, eney 03_1):£2 ( T 3-—1> .
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(Jlourn Bcex» oGosmauaer 3aech, 4TO TouKH (g, ..., 05_1) S—I-MepHOrO
NPOCTpaHCTBa, He MCHoJHsomMe coorHomenus (8), 06pasyoT MHOKECTBO MEpH
L]
HYJIB.)
Teopema 7. Ilyoms B4, ..,0:(s>1) obpasyiom codemeennyio cucmeny,
0 K<oo; hi(0)=0i(5, 01540, 05) (i=1,2); cpynxnus @y(z) nenpepwena 1 eospa-

cnaomas dax T=x T 'pa(t) man wne eospacmacn, @.(t)—co das T—0;

-~

- ) '*!U(T)< I(;

(9) . lim sup

T=om P2

o1(z) Pynwuus, oopamnas k ().
To0a: 1)

2s—1
(10) lim sup ._T.—é-_ 01(7) = 52K
T=00 P2 (T. )

1
2) Ecan @i(z)=<" dug =1, mo

(1) lim sup =~ (——K— WD) =G+E).

T= 00

Teopema 8. Iycmy B,...,0, (s>1) odpasyiom codcimeennyio  cucmeny,
o< K< o005 (1) =Di(%, 015 oov, 05) (i=1,2)5 Pynnuns ©1(<) nenpepwsna, nosomu-
meavnas u eospacmanmas 0.4 T=p; ¢1(T)— 00 das T—o0;

(12) . lim sup @i(e)d1(zx)< K.
T=0

Toida: 1)

(13) iy s (——
p\zK* )

1 (1) = 35%(1+K),

8—1
e o(<) Pynkuuns, odpamnas k tpr * (%)
2) Ecau das t=p

(14) @1(t)T= 2% gospacmaem, @i(t)= v~
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mo

1
. T L i
lim sup [ ———— 7 dy(3) = 35%(1+K),
T=0 ¢a(zh)
e @y(T) Pynryus, obpamuan 1 @y(T)y 24,

Teopema 9. 01,0: moda u moavro morda o6pasyiom coécmeennyio cucieny,
xo1da

(16) , lim sup ts(z, 01, 02) = co.

T~= 00

Teopema 5 ysxe m3pectHa. Ona 10KazaHA BIlepBLe XIHHIMHHM. 3ACCh JKe
HOPABOANTCSA (OJee IPOCTOE JOKA3ATeNbCTBO-
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