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Sur les approximations diophantiques
linéaires non homogénes.

Par
VOJTECH JARNIK.

Présenté le 22 Novembre 1941.

§ 1. Introduection.

Tous les nombres dans cette Note sont réels. Les lettres a, b, ¢, d, h (pour-
vues éventuellement d’indices) désignent toujours des nombres entiers.
Soient donnés deux nombres entiers r > 0, s > 0 et rs nombres réels ©;
1L 1 <7< 3). Pour t > 1 posons (i, f; étant des nombres réels
quelconques)

W (6 xpy veny O5) = min (max |@na; 4- ... + Ouay + aiye + i)
o<ma,x|a]-|§t 1=isr
1=j=s
] Pt oy eney &p) = min (max |@nay + ... + Ouay + aiy, + i)
( ) max[ailgt 1=sigr
l=j=s
Yo (85 By oo Pe) = min (max |Oybs 414 ... + Opbyyr—bj—p])
o<max|byy; =t 1=<j=<s
1=ir

et soit, pour plus de simplicité, w,(t) = .(¢; 0, . s 0) (v == 1, 2). Les fonctions
(1) sont évidemment des fonctions non croissantes et non négatives de ¢
et elles ne changent pas, si I'on ajoute aux nombres «;, f; des nombres
entiers quelconques; c’est pourquoi il est permis d’imposer p. ex. aux
nombres «; les conditions 0 < a¢ < 1, ce que nous allons faire dans les dé-
monstrations des théorémes 6 et 8.

Le but de cette Note est la comparaison de l'ordre de grandeur de la
fonction y,(t; 0, ..., 0) avec celle delafonction o' (¢; &y, .. ., &) OU Y, (L5 g5+ ., p)
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L
(pour ¢ — c0); c’est-a-dire nous allons considérer les relations entre les
solutions approximatives du systéme homogéne

glef,-bm—-b, =0(1<j<a)

en nombres entiers by, ..., b, ;, d’'une part?) et celles du systéme inhomogéne

8
Zlgiﬂi F s +ai=01Li<r)
j=

en nombres entiers ay, ..., a,;, d’autre part.2) Pour aborder cette question,
nous aurons besom des théoremes smvants

Thcoréme 1.3) hm sup p(t) . t’ < 1

r

(donc, par raison de symeme, aussi lim sup y;z(t)t—' <1).
7 s

Théordme 2. Si liminf yy(t) t* > 0, on a aussi lim inf w,(t) t* > 0.

t—o t—o

Dans tout ce qui suit, soient ¢(t), a(t) deux fonctions continues et
croissantes pour ¢ > 0, ¢ (0) = o (0) = 0. Nous supposons qu’il existe un
nombre 7 > 0 tel que g¢(f)t—" soit une fonction croissante pour ¢ > 0,
@(t) t—"1— oo pour t— oo0. Par g(t), nous allons désigner toujours la fonction
inverse & la fonction ¢, de sorte que o(0) = 0, o(f) est continue et crois-
sante pour ¢ > 0, o(t) — co pour ¢ - co. En ce qui concerne notre probléme,
on connait déja les théorémes suivants:?),

Théordme 3. Soit lim inf @(?) y,(t; 0, ..., 0) > 1;

allors on ab) =
+1

lxm sup o(t) . Sup py(t; dge o0 ) S((r + ) (r 4+ 8) 7 ;

0<a <1

donce, a fortwn,
n+1

lim sup o(¢) w,'(t; «y, - . ., &y) < lim sup o(?) Wil oqy oy o) S ((r 4 8)!(r + s)) "
t—> t—> 0

pour chaque systéme (xy, ..., &)

Théoréme 4. Soit

(2) lim inf ¢(£) vo(t; 0, ---, 0) < 003
t— o0
_.; 1) La solution banale by=...=brys=0 étant exclue.
})Iecas a; = ... = a; = 0 étant exclu ou non, suivant que I'on considére la

fonction y, ou yp',.

3) Bien connu; voir p. ex. J. F. KOEsMA, Diophantische Approximationen,
p. 5—6.

%) V. JARNIK, Remarque & Darticle précédent de M. Mahler, Casopis pro.
p8stovédnf matematiky a fysiky 68 (1939), 103—111..

8) Sup f («, ..., a,) signifie la borne supérieure de

I=sa;<1 '
f (% eiisa) pour 0L 0y <1, ..,0 L op < 1.
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alors il existe un systéme (x,, ..., o,) tel que

(3) }im sup o(t) yi(t; oy, ..oy ) 2 lim sup o(t) 1’ (t; &, .., ar) > O,

Théoréme b. Plus précisément: si Uon a (2), alors Vinégalité (3) est
valable pour presque tous les systémes (xy, ..., 6y).8)
Evidemment, le th. 4 est une conséquence immédiate du th. 5. Dans
‘cette Note, nous allons envisager le probléme analogue, ol lim inf, lim sup
sont interchangés; et nous allons parvenir aux résultats suivants:

Théoréme 6. Soit
(4) A > 0, lim sup @(t) v,(t; 0, ..., 0) > A4;
t—

alors on a
lim inf o() . Sup y(t; &y, ..., o) < 4,
1

-

t— o : 0=a;<
o
1
(5) A =3+ o) (r+5). Max (1, (‘1+3—)2"‘1(’ﬂ)5)
Donc, a fortiori,
lim inf Q(t)w'l (t: Ky oeey “Y) é tlim inf Q(t) wl(t’ Kyseeoy f"r) é A

t— o
pour chaque systéme (&, - -+ &r).
Une conséquence immédiate du théoreme 6 est le théoréme suivant:

Si Uon a
lim sup ¢() wy(t; 0, ..., 0) > 0, alors on a
lim inf o(f) ¥2(8; %15 -+ or) < lim inf o(t) vy (85 oy, ..., &p) < 0
pour chaque systéme (%1 .., 6r).")
Théoréme 7. Soit lim sup @(f) v,(t; 0, ..., 0) < co; alors, il existe un
t—

systéme (ay, ..., or) tel que
(6) lim inf g(t) (5 X oees or) = }im inf o(8) v,'(¢; oy, .oy 04) > 0.

t— ©
Théoréme 8. Soit
X gs—1
(7) zgl U’(x)
une série convergente. Alors on a
(8)  liminf n(t) pi(t; Xa vy 07) = lim inf o(t) y'y(t; 0, -y 2) = o0
tr—c -

B

pour présque tous les systémes (xy, ..., &;).

8) C’est-a-dire: pour tous les points (a,, ..., &) de 'espace & r dimensions, ex-
ception faite des points d’un certain ensemble A tel que xA = 0; le symbole u4 sig-
nifie toujours la mesure lebesguienne de 1’ensemnble 4.

7) Evidemment, on peut démontrer de méme une modification analogue du th. 3.
L
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8

Théoréme 9. Soitlim o(t)t ™ = oo et soit

t—> o

r AN
lim inf t% y,(t; 0, ..., 0) > 0 (done, d’aprés le théoréme 1,

t—>

0 < lim inf t‘ w(t) < hm sup t“ () < 1),

t—>c
Alors, on a les résultats suivants:
1. Si (7) est une série convergente, on a (8) pour presque tous les systémes
(0qy <o vy 0Xp).
2. Au contraire, st (7) est une série divergente, on a
lim inf o(t) v,(t; &y, ..., ;) = lim inf o () 'y (E; 0gy o vey p) = 0
t— t—

pour presque tous les systémes (ay, ..., &).

On \th que les théorémes 6, 7 sont complétement analogues aux théo-
rémes correspondants 3, 4. D’autre part, les théorémes 8, 9 différent essen-
tiellement du théoréme correspondant (th. 5.). Pour mieux saisir cette diffé-
rence, considérons I'’exemple suivant: Soir s = 1 et écrivons ©; au lieu de
O;; donc

¥,(t) = min |01, + ... 4 Orer —cy, ¥t g, ovey00) =

0< max|e;|=t
1=isy

= min (max |0,d 4 d; + o).
ld)=st 1=isr
Choisissons, en particulier, pour les nombres 6, ..., ®, des nombres d’un
corps algébrique du degré r 4 1 et tels qu’il n’existe aucune relation
O,¢; 4 ... + O,c, = ¢p, ot max |¢;] > 0. Dans ce cas, on sait que?®)
I=sisr

\ 0 < lim inf t7 p,(¢) < lim sup ¢7 () < 1.
On a done, d’aprés le th. 9, pour presque tous les systémes («y, ..., a;)

et pour chaque d > 0

l

lim inf ¢7 (logt) e zp'l(t; (py veney Kp) = 0O,

t— oo
lim inf t' (logt) ™ w's(t; &y, vy 0tp) = 0,
& 1
donc aussi lim inf t"y',(¢; oy, ..., o) = 0, tandis que les théorémes 3, 5
1

donnent 0 < lim sup t"',(¢; &y, ..., &) < co pour presque tous les systeé-
1 1

mes («y, ..., ar). (Le fait que p. ex.la fonction ¢7 (logt)” ne satisfait aux con-
ditions, imposées a la fonction o(t), que pour de grandes valeurs de ¢, n’a
aucune importance, tous les théorémes énoncés possédant un caractére
limite.)

8) Voir O. PERRON, Uber diophantische Approximationen, Math. Annalen 83

(1921), 77—84 ou le théoréme 10 dans le texte tchéque de cette note (Rozpravy II.
tttdy Ces. Akad. 51, no. 29).
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§ 2. Démonstration des théorémes 2, 6.?)

Par x = (x,, ..., %), ¥ = (¥, -+, Yq) ebe. on va désigner, dans ce pa-
ragraphe, des points de I’espace & g dimensions; en particulier 0 = (0, ..., 0).
u, v étant deux nombres, on pose uxX 4 vy = (ux;, + V¥, ..., T + VYy).
On dira qu’un point x dépend des points x, ..., x®, g’il existe des nombres
ty, ..oy by tels que X = t;xD 4 ... + t,X®. Dans tout ce paragraphe, soit
¢ = r -+ 8 et pour z > 0 soit

)

24

r

oo |Onxy + oo+ Ony + T4, 2%

g s ooy

F(x) = F,(x) = max (|0n:c1 Foii + Oy + Tyl 2,
(10)  G(x) = Gux) = X | 22

)
i1 z&

8
+ ‘zlz' |01ixa+1 + oo+ Orizgy, — le,
1= 1=

ol X = (%, ..., Zr+5). Les points x, satisfaisant a 1’inégalité F,(x) < 1,
forment un corps convexe K, au volume 2¢; de méme, l'inégalité G,(x) < 1

s . 1
définit un corps convexe K’; (le corps ,,polaire* au corps K;) au volume Pl 29,

Définissons ¢ 4 1 points x9, x1), ..., x@ et ¢ nombres o, ..., 0, com-
me il suit: Soit X = 0; en général, x©, xM,...,x® (0 < v < ¢q) étant
choisis, choisissons, parmi tous les points 4 coordonnées entiérés (= points
a c. e.) qui ne dépendent pas de x, ..., x®, un point x**+" avec la plus
petite valeur possible de F'(x). Les nombres

" Fx) =0, 0<<0,< .05 0y)
sont appelés les ,,minima successifs de F(x)“. De n;éme, soient 1y, ..., T,
0<t <1, < ... £ 1p) les minima successifs de G(x) (définis de la méme
maniére, seulement avec G au lieu de F). On a alors!?)

@ l'gal g L, 18Ty L 1810, K¢, 1S o1 S ¢!

q' '
(II) A chaque point v = (vy, ..., v,), on peut trouver un point X a c. e. tel
que

q'q
F(x +v) < 2—1_1

Evidemment, les nombres gy, ..., 0, T, ..., 7, dépendent de z; c’est
pourquoi nous allons — pour plus de clarté — écrire quelquefois p. ex.
7,(2) au lieu de 7.

Démonstration du théordme 2. Soit lim inf y, (1)t* > 0; il existe
done un nombre A(0 < 4 < 1) tel que y,(2*) > Az—” pour z > 1. Soit

b= (b, ..., br4¢) un point & c. e., b &= 0. On a donec (voir (1)) ou bien

9) Les méthodes, employées dans ce paragraphe, sont en principe connues;
voir K. MAHLER, Ein Ubertragungsprinzip fiir konvexe Korper, Casopis pro p8stovéan{
matematiky a fysiky 68 (1939), 93—102 et V. JARNIK, Remarque & 'article précédent
de M. MAHLER, ibid., pp. 103—111.

10) Voir p. ex. l. c. 9), p. 103—105.
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max |b,+s| > 2%, ou bien max [@1jbs+1 + ..o + Opbysr — bj| > Az

1=i=<r L 1lsiss

ou bien by41 = ... = b,‘,__ 0,.ce qui donne aussi (4 cause de b 3 0)
max |Opber1 + .. + Opbesr — bj| = max |b |= 1> Az, car 2’ >
15i<s

>1> A; donc (v01r (10)) G(b) = A4, alors 7, = 4, d’ou (voir (I))
Aty < w15, S 7t £ ), 0 27 2 B, ol gl B = ArL,

Soit maintenant ¢ > 1 (donc ¢ > }B) et définissons z > 0 par 1’équa-
tion ¢ = }Bz’, doncz > 1. Pour chaque pointa = (aj, ..., @r4+,) =0 (2 c.e.)
ona F(a) > o, > B. Donc: si 0 <max |a;| < £, on a |— a,z—f( < iB, donc

1<5i=ss

(voir (9)) max |@na; + ... + Oua, + aiys| > Bz—* = ct 7, ol O._B(QB)',
1=sisr _ s
donc w,(t) = Ct .

Démonstration du théoréme 6. Supposons que I'on ait (4), de sorte
qu’il existe une suite t; <, < ... telle que.
(11) lim ¢, = 00, (ty) yalts) > A4 (v =1, 2,...).
V—>
Soit 247 > ¢!, 2> 0. On a 7% < ¢! et il existe un point 4 c. e. b = (b, ...,
brys) =0 tel que @ (b) = 7,, c’est-a-dire ‘

max Ibn+1| < 712!, max l@u o+1 + oo + Oribgss —‘bil é T_: <L

1=sisr 1=ji=ss

de la derniére inégalité et de b = 0 il s’ensuit max |b,4;| > 0, done
1=isr

(12) 72 2 1, py(1y2') < _2_1’_

On a ici y,(¢) > 0 pour ¢t > 1, y,(1,2*) - 0 pour z - oo (voir (12)), donc
7,2° — 00 pour z — c0. Le nombre 7, = 1,(z) étant une fonction continue

de z, il existe un x et une suite z,, 241, Zx+2, ... telle que 2 — o0,
t1(2x) . 2® = 1, donce (voir (11), (12))

g 1 1. 1 7y(z)

o < o et = 7 vilnle) .7 < & B k> ).

Soient «y, ..., &, des nombres quelconques tels que 0 < o; < 1 (1 <4 < 7).
D’aprés (II) (ou 'on pose v; = ... = vy, = 0, v,4] = Cyy oeey Vgip == &p), il
existe un point a = (a,, ..., @r+,) & c. e. tel que

1
max |a < L a0 < Lo,

1<j=s = 27 (zk)
max |O; Ose " q! 'q-
1<'<J a1 + ...+ s + a; o+“t|__ 7.2 % 7 =%
En posant
1
(13) B= ma,x( (q j)”) 21 Te = 9(Bt) 2 Bro(n) 2 —j o(te),

on a = ——Q(Tk), done
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Bq'q
(14) max |a;| < T, max !@"lal + oo 4 Oy + aire + x| < '2_Q(Tk') =
=M<}
si k est assez grand. S'il existe un1(1 <t <r)telque 2M J o < 1 —2M,

on a évidemment max |a;| > 0. Dans le cas contraire, posons y; = &; pour
l<jz=s

2<iL, y1_2Mpour0<a1<2M Y= 1-———2Mpourl——2M<al<
< 1. Il existe (voir (14)) r 4 s nombres entiers c,, ..., ¢r+s tels que

max |¢;| < Th, {nqx |Oner + ... + Outs + civs + 75| < M,

1=sjss

l=i=<s

donc

max Icl| >0, ma'x IQtlcl F oo 4 Outs + Cits + x| < 3M.

1=i<ss

On a donc dans les deux cas (voir (14), (13), (8)) w((Tx; &1y +o oy 0r) < 3M =
= Ap—Y(T't), si k = x est assez grand pour que dp—(Tx) < §.

§ 3. Démonstration du théoréme 7.11)

Premier cas: il existe un t > 1 tel que w,(t) = 0. Il y a donc des
nombres entiers By, ..., B,;, tels que

(15) B = max |B,4+i| > 0, .EQ.,B,H —Bi=0(1<7L ).

1=t=r

Choisissons «y, ..., «, tels que

(16) Za. Biyi=}.

i=1
Si 'on avait
| igbai + (.li+s 4- a4 < L (t=1,...,7)
j=1 2rB

pour un certain systéme de nombres entiers a, ..., ;5 On aurait

| 2 ? 2017 s+10j + BH—ta'c-H + ZBH:M' < 3,

7—11.—

done (voir (15), (16))

s r
|jgf3ﬂi +i.§.f3a+ias+i + 1<t

ce qui est une contradiction, le premier membre de cette inégalité ayant la

forme ,,nombre entier + }”’. On a donc ¢';(t; oy, c.vy 7)) = ﬁl—i’- pour

chaque t > 1, q.’oh (6) pour le systéme (ay, ..., &r) considéré.

Deuxi¢me cas: pour chaque t > 1, on a y,(t) > 0. D’apreés le th. 1,
on a y,(t) - 0 pour ¢ — co. Il existe donc une suite de nombres naturels

11) Un cas particulier du th. 7 a été démontré par M. A. KHINTCHINE, Uber
die angensherte Aufldsung linearer Gleichungen in ganzen Zahlen, Acta Aritmetica
2 (1937), 161—172.
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4 <t < ... telle que y,(t) soit constant pour & <t < fi44, tandis que
Volte+1) < a(fe). Il existe donc un systéme by, , -.., bry,  tel que

r

(17) max [byyis] = b, max jZ@,,b.+,,,,— b, k| = yalta)

1=sj=si=1

(k= 2,3,...). Soit maintenant lim sup ¢(f) ¥.(f) < co; il existe donc un
A > 0et un » > 1 tel que g(t) yo(t) < A pour ¢ > t,, done, en particulier,
@(t) po(tx) < A pour t < ¢t < try1; @(t) étant continu, il s’ensuit

(18) Pte+1) polte) < 4 (k= ).
Lemme 1. Il existe une suite de nombres naturels ky < k, < ... telle que
A

(n == l, 2, ...).

by > (2 + 1) b, valte,) <
(i e

Démonstration. Premier cas: pour toutes les valeurs assez grandes
de k, on a t;41 < (27 + 1) . On peut donc choisir la suite &, < ky, < ...

(k, > =) de sorte que

(19) 2r+1) t"i < t"i-}-l < (2r+1)2 by
d’on1
A A
19’ ) <
( ) Y ( kz) = ¢(tll) = ( \)
'4 (27‘—}—1)2 L

Deuxiéme cas: il existe une suite z, << 2, < ... (; = «) telle que
toyr1 > (2r 4+ 1)t 841 < (27 4+ 1) tipourz, + 1 < 6 < Zpi1
(v=1,2,...). Soit M, = {tz,}, My+1 = {tz)+15 Lzy+2, + -5 L2y q}
pour v = 1, 2,...12). Pour chaque v > 1, définissons un ensemble A,C M,
comme il suit: si N, ne contient qu'un seul nombre L2y soit U, = M,. Dans

le cas contraire, on peut choisir parmi les nombres f;, ,+1, tz, ;+2, ... L2
une suite finie £,, > t,, > ... > ty,(c = 1) telle que

(20)

v

i > tuy g = (2r+ T be (1 <i<e)

twc __._<: (2T + l) tz,,._1+l)

posons Ay == {tw,, tw,, - -, tw,}. Lies éléments de I’ensemble-somme QI; + A, +
+ Qla + ..., ordonnés par ’ordre de grandeur, soient désignés par#;, <, <
< .... On voit, d’aprés (21): si ty,, &, .11 appartiennent au méme ensemble Q[ ,
on a (19), (19°); dans le cas contralre on a ty;eWy, tr,, € Wvt1, doncty, =1,
Loyt Sty S (2r4-1) 25,41, donce (voir (20), (18)) &, | = 41> (2r+ Nt,=

o, = y.3 =l
(21) w =t gy !

12) Le symbole {4,, 4, ..., 1,} signifie I'ensemble qui consiste précisément des
éléments A, A,,..., 4,; O désigne Vensemble vide. €A siguifie: « est un élément

de I’ensemble A.
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= (2r 4 1) b, polle) = palts) < (A < 4 ; le lemme 1 est

+1) = 1 .
v @ (Q,. 1 t"i+x)

donc démontré. En posant T'y = t,, By s =bez, (1 S v <74 8), on peut
énoncer le résultat du lemme 1 sous la forme suivante:

Lemme 2. Il existe une suite de nombres naturels Ty, << Ty < ... telle
que

(22) Tois > (2 + 1) Ty va(Th) < 4

I .
' (@;'q—_‘T); Tn+1)

Pour chaque nombre naturel n, il existe r 4+ s nombres entiers By g, ...,
Bris n tels que

(23) max |Bn+z,n‘ = Tp, max IZGU a+tn"‘Bl.ﬂl = 'Pz(Tn)

1=si=r 15738 i=1

* * *

Dans le reste de ce paragraphe, et aussi dans le paragraphe suivant,
nous allons considérer les points (xy, ..., «,) de ’espace & r dimensions; le
mot ,,cube* va désigner toujours un cube, dont les cotés sont paralléles aux
axes des coordonnées. Choisissons f,, f, de sorte que

1 1 h_ 1
Gy A + D <0< < gy

et choisissons un nombre entier ny > 0 tel que ¢(f,T»,) > 1. Pour n > n,
soit B, ’ensemble de tous les points (o, ..., &), qui jouissent de la propriété
suivante: il existe un ¢ de l'intervalle ¢(f,Th) <t < @(f; Th+1) tel que

o(t) ¥'1(t; &y, v e ey ar) < oo

Lemme 3. Soit n > ny, (xy, ..., &) € By Alors il existe un nombre
entier D tel que
1

(25) IZBJTt n o + DI < 47‘ ¥ 2
Démonstration. Il existe (voir (1)) un ¢ et des nombres entiers
ay, ..., Qris tels que
p(hTa) £t | aj | S @hTa+1) (1 S 7 < s),
12,0405 + aiys + | < 1
i=1 e(®)
D’aprés (23), (22), (24) on obtient (D; étant un nombre entier)

(24) 0<hi<

(26) 1Li).

|7Z z@dBcH n@; -+ Dll < 8'/’2(Tﬂ) ‘P(flTn+l)
27 =1i=1
& sA P(fTn+1)

S o+ Ty <A AR T <

1
8r+ 4
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En utilisant (26), on obtient de (27)

1 fr
(28) |ZB.4 i,n Xi + D| < — 87‘ ¥ 4 + = Q(t) Tm ~
ot D est un nombre entier et o(t) = f,7». En comparant (28) avec (24), on
obtient (25).

Lemme 4. Soit n > n, et soit W un cube fermé quelconque au coté
2
(2r + 1) Tt
que W, C W, Wy B, = 0.

. . ’ Ag ? 2
Alors il existe un cube fermé W, au coté —————— tel

@ + 1)1,

Démonstration. Sans restreindre la généralité, supposons Byt1,n =
= T (voir (23)). Soit (y,, ..., r) le centre de W et posons
l r r
X = — 7~ DByrinyi (pour 7 =1, on pose » = 0);
Thiz2 i=2
choissisons un nombre entier E tel que

1 E 41 1
7’1—(2r+1)T,,_1<X+T <X+t -<ntgiInrg,

(ceci est possible, car T, > (2r + 1) T',—;). Posons

_(“—an+1 u‘}’t"‘E + %)

lln

(29) =X+ E+h=g

et soit W, le cube fermé au cote et au centre (d;, Yz <. s V).

m
Evidemment W; C W. Supposons qu'’il existe un point
(&g -+ &) € WyDBn, dome |oy — m
i — 3] < @ +11)T (2 <1 L r), done (voir (29))
(30) |20:Bes _, E—il=s JrrT;) T, T
| + [8Best,n + yiBesin— B — il = gy

D’autre part, il doit exister (d’aprés le lemme 3) un nombre entier D

tel que ’on ait (25); de (25), (30) on déduirait |D + E 4 }| < 5—— +

2r + 1
1
yr 1, ce qui est une contradiction. Donc W;Bn = 0.

Fin de la démonstration du th. 7. D’aprés le lemme 4, il existe
une suite de cubes fermés Wp, D Wn,4+1 D Wy42 D ... telle que le coté de

et W,Bn = 0 pour n > n,. Il existe un point

©ooo 1 2
Wa soit égal & @ LT,
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(015 -+, &) € Was1Wno42...; ce point n’appartient pas & I’ensemble
DBay+1 + Baytz + ..., Aot o(t) v'3(t; &y, ..., &) = fo pour chaque ¢ >
= @(hTn+1)-

§ 4. Démonstration des théorémes 8, 9.

Démonstration du théoréme 8. Soit (7) une série convergente; soit
Wlecube 0 < oy < 1(1 < ¢ < 7). Soit My (k = 1, 2, ...) 'ensemble de tous
les points (x,, ..., a;) du cube W tels que lim inf o(¢) v'y(t; oy, ..., or) < K3
il faut démontrer que u(M; + M, 4 ...) = 0 et pour cela il suffit de dé-
montrer que uM; =0 (k= 1,2,...). Soit Myns(n =1, 2,...) 'ensemble
de tous les points («y, ..., «,) de W tels qu’il existe un ¢ tel que 2% < ¢ <C 27+1,
a(t) v'i(t; oy oeny ap) < K.

Evidemment M; C ZM kn, done

(31) uM; —<_: M & pour chaque N.
A chaque point TN a,) € My, », il existe un ¢ et r 4 s nombres en-
tiers a,, ..., a,+, tels que

8
Iaf‘ St<2(1 5L 9), IZQW;‘ + Givs + O‘c'l <

k

<:H= 0(2”)

1)

On a done (2#+2 — 1)* possibilités pour a,, ..., a,; ces nombres étant
donnés, les nombres a;+y, ..., @+, doivent satisfaire aux conditions

X k
- Z%-af ) < Bigy < — Z@z; a + —= (151K 7),

=1 =1 (2 )
ce qui donne, pour chaque a;4,, deux possibilités tout au plus, si n est assez
grand.

Done
2k )' 2(n— 2
< on+2)s 9r 98st+2rlr —______ < kr23s+2r —y
M, n ( ) ( o(2%) r(2n) ,=2n2—1+1 o’(x)

@
de sorte que > uM; , est une série convergente; le passage & la limite
n=1

N — oo dans (31) donne alors I’équation cherchée uM; = 0.

Démonstration du théoréme 9. Dans cette démonstration, les lettres
m, n (pourvus éventuellement d’indices) signifient des nombres entiers non
négatifs. Supposons les conditions du th. 9 remplies; d’apreés le th. 2, il
existe un 4 > 0 tel que

(32) py(t) > At 7 pourt > 1.
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La premiére partie du th. 9 (le cas de convergence de la série (7)) étant con-
tenue dans le th. 8, supposons que la série (7) soit divergente. D’aprés le
- r 8

th. 6 (o1 'on peut poser p(t) = t*, o(t) = t7), il existe, & chaque m > 0,
un nombre entier f(m) > 0 tel que 'on ait

(33) wilf(m); o, ooy o) < 272

pour chaque point («y, ..., ar). Désignons, en général, par p(a,, ..., Gr4s)
le point aux coordonnées ———i@i,-aj — a4 (0= 1,...,7). Aux deux syste-
mes @, ..., a4+, différents c]ozrlrespondent toujours deux points différents

(car () > 0) . » > 0 étant un nombre entier, nous allons appeler le point
P(ay, ..., @rys) ,,point d’ordre n*, si max |a;| < 27; il sera appelé ,,point

1=ji=s

primitif d’ordre n¢‘, sin > 2r 4 4s, 2" —2r—% < max |a;| < 2". Le symbole

1=j=s
W(hy, ..., hy; m) va signifier toujours le cube 2-mh; < a; < 2-"(h; + 1)
(1L L r); par Plhy, ..., hy; m; n) et Q(hy, ..., hy; m; n) on va désigner
le nombre de tous les points d’ordre n, resp. le nombre de tous les points
primitifs d’ordre n, appartenant au cube W(k,, ..., h;; m).

Evidemment

am 1  om_y

(34) X ... 2P(hy ...,y mym) =P (0,...0;0;n) = (2n+1 4 1)s,

hy=o0 hyp=0 .
(35) @Ay, ..., hyy myn) = P(hy, ..., hy; m; n) — P(hy, ..., hy; m; n —2r — 4s)
pour n > 2r 4 4s.

Soit 2" > f(m) et soient h;, h'; (1 < ¢ < r) des nombres entiers quelcon-

ques. D’aprés (33), il existe r 4+ s nombres entiers 4,, ..., 4,4, tels que

2h';— hi 4 é_ 1

om+1 om+2’

8
ina'x |A7| _g_—_ f(m) < 2n: fna":x 291}147' + Ai+l —-"—
=jss =

=isr|i=1
Soit p(ay, ..., @r+s) un point d’ordre n, situé dans le cube W(k,, ..., hy;
m -+ 1); on obtient aussitot
lai + 4j| < fim) + 20 < 2n+1 (1 < j <o),
h'; »;
om

tla<i<n,

< _;Zlgﬁ(aj + Aj) — (@ire + dits) < 5

de sorte que le point p(a, 4+ 4,, ..., tys+s + A;is) est un point d’ordre n 4 1
situé dans W(»'y, ..., h’s; m). Donc
Py, ., hpym + 1;0) < PRy, ooy by myn 4+ 1)

pour 2* > f(m). En laissant les h; fixes et en faisant la somme pour 0 <
< ki< 2m (1 L1 < 1), on obtient d’aprés (34)

2mP(hyy oo heym 4+ 13 m) < (2042 1 1)8 < 20043)s
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et, d’une maniére analogue,
2mAr PR, ..., By myn 4 1) > 200+ D,
En changeant un peu la notation, on obtient
(36) gue—m+1)r < P(hy, ..., hyy m; n) < 20n+Hs—m—1yr
pour m > 0, 2* > max (2f(m), f(m — 1)). En employant (36) et (35), on
obtient enfin aisément
(37) gne—mr—r—1 = Q(hy, ..., hy; m; M) < 2U—mr+304r

pourm > 0, 2*—2r—4 > max (2f(m), f(m — 1)).

* *
*

Soit donné un certain cube

(38) W(hiy .. hy; m).

Un cube ouvert K sera appelé un cube d’ordre n (n > 2r 4- 4s), si les condi-
tions suivantes sont satisfaites:

1. Le centre de K est un point primitif p(a,, ..., a,+,) d’ordre z, situé
dans le cube (38).

2
2")
Les points (&, ..., &) ¢ K sont donc caractérisés par les inégalités

2. Le c6té de K est égal & ——

IS‘@zﬂf + @ive + i < 2n) (1 < g é r)

et, pour tous ces points, on a
1
(39) 1)01(2”; Ky oeey 0") < ~om (2")

Lemme 6. A chaque ny, on peut faire correspondre un nombre fini de
cubes Ky, Ky, ..., Ku (w > 1), jouissants des propriétés suivantes:

A) Chague cube K; (1 <1 < w) est un cube d’ordre > n,.
B) KiK;j =0 pour 1 < i <j < w.
C) uKy + ... + uKy > I'. 2=m7 0 I' = Ar2—56—5r—4s,

Supposons, pour un moment, le lemme 6 démontré; nous en allons
déduire le th. 9. Soit M3 (k = 1, 2, ...) ’ensemble de tous les points (&, ...,

v o) tels que lim inf o(f) yy(2; &g, ooy af) >—ll; et supposons uM; > 0.
Il existe donc un cube W = W(hy, ..., h,; m) (m > 0) de sorte que
uMW > (1— 4T) W = (1 — 4T) 2=,

d’olr .

(40) w(W — M) < 3I.2—m,
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Pour n, > 1 soit N(n,) I'ensemble de tous les points (x,, ..., &,) € W tels qu’il

existe un ¢t > 27 avec y(t; o, ..., or) < -—l—— On a évidemment

a(t)
N(ng) DN(n, + 1), W—M, D"UN(no),
done '
(41) W(W — ) = ] IN(ng) = lim N (ny).
Ne=1 Ng—>0

L’inégalité (39) étant remplie pour chaque point («y, ..., «,) situé dans un
cube quelconque d’ordre n, on voit que

N(ng) D W(Ky + ... + Ku),
Ky ..., Ky étant les cubes du lemme 5. Chaque cube K; (1 < ¢ < w) est

situé dans le cube W’ au coté o concentrique avec W. D’aprés

2
m T o (2m)’
le lemme 5, on a donc

ulN(ng) = u(Ky + ... 4+ Ky) —

! —mr 1 i. ’ _L_ ;
._.‘u(W —W)y>TI.2 ((2m + 0’(2"')) —' 2""),

la formule (41) donne donc u(W — M,) > I'. 2= (car lim o(2%) = c0),

Ng—>0
ce qui est en contradiction avec (40). Donc M, = 0; en appliquant ce ré-
sultat aux fonctions 20(t), 3s(t), ..., satisfaisant elles aussi aux conditions
imposées & la fonction o(f), on voit que uM, = uM, = ... = 0, donc lim
inf o(t) v,(t; %y, ..., ;) = O pour presque tous les systémes (&, ..., o,).
Donc le th. 9 sera démontré au moment olt nous allons achever la

démonstration du lemme 5. Le nombre %, soit donné; choisissons un
nombre entier v, tel que

Yo > Ngy Vo Z 2r + 48’ 0(2"') > 2; 2%_2"_“ = max (2]‘(7"), /(m - l))y

(43) -
4 <1 ¢ < Ar done (2ty < = A our ¢ > 2"
2(v.+l)$ a0 Obr+45+3 o(t) p .
Pour k= 0,1, 2,... posons v =% -+ (2r 4 4s)k. On a
2vk+1 _ » g v,.8
Z 81 _<— 2 k+”1 . o'k . 23(2r+4s)’
segky1 08 T aT(27) o7 (2F)

@ 42
de sorte que la série > @ est divergente. Chaque terme de cette série

k=0g"

étant plus petit que 41 (voir (43)), on peut choisir un nombre entier K > 0
tel que

K
(44) r<z-—

1'.8

Vk)
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Le centre d’un cube quelconque d’ordre »(k > 0) étant un point primitif
d’ordre w, il ne peut &tre en méme temps centre d’aucun cube d’ordre »;, ot
I <k
Si un cube
8 1 X
12.0i0; + aivs + il < —— (1< i< 7)
i) a(2%)

d’ordre »; a un point commun avec un autre cube

IZQa;b + bivs + \zl < - 1)

1
(0"1)
d’ordre »(0 < I < k), on a max  |b, — a,| > 0,

1=v=r+is

9

max IZ@U b — @) + (bivs — Giss)| < —m < 1
1=isr j=1 (2 l)

done 0 < max |b; — a;] < 2EH (2 < —
1=j=s a(27)

D’aprés (32), on a done

(vld-l)

(45) A2 < 20-1(2"),

done, en particulier, I < k (voir (43)). Deux cubes différents du méme ordre
sont donc disjoints.
Soient maintenant données, deux nombers entiers I, k avec 0 <1 < k
et un cube
1
(46) max |20ua7 + Qigg 4 i < ———
1=i=sr j=1 (2 l)
d’ordre #;. Soit S le nombre des cubes d’ordre »; ayant un point commun au
moins avec le cube (46). Nous allons montrer que
47 s< 2 2 i<
L —F—— 01 <k).
(47) S gy OS1<H
En effet, si (45) n’est pas rempli, on a § = 0 et (47) est vrai. Supposons donc
que 'on ait (45). Si (47) n’était pas vrai, on aurait

(48) S ( il 5éy\([4 2wmﬂ 1y
S >\2.— = —_— .
4 g2y = \Lezy 4 +
Les centres de tous les cubes d’ordre #;, ayant un point commun avec le cube

2 n 2 < 4
o2 o(2%) T o2
(48) était vrai, on pourrait trouver (Schubfachprinzip!) deux cubes d’ordre
v, dont les centres p(by, ..., byts), Plcy, ..., Cr4s) satisferaient aux inégalités

(46), sont situés dans un cube ouvert au coté
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max IZ@u(b —¢j) + (biye — Cits)| <

1si=sr j=1
(v1.+1\— .
<t ([ t 2 "] 1)-1 4 1 (voir (43
5 5 - vo ,
o2 \Lo(2y 4 T < 2(’]:"’1)‘; < 1(voir (43))
0 <max |b,—¢,|, donc 0 < max |b;—c;| < 2%+, y (2% < »
1Sv<<r+s 1<j=<s 2('k+1);

ce qui est en contradiction avec (32); (47) est donc démontré.

Soit maintenant Qi (k = 0, 1, 2,...) I’ensemble de tous les cubes
d’ordre »;, qui n’ont — pour 0 < ! < k — aucun point commun avec aucun
cube d’ordre »;. L’ensemble U, 4+ AU, 4 ... 4 Ax consiste d’'un nombre
fini de cubes, que nous désignons par K,, ..., K,. Les propriétés A, B sont
évidentes. Soit enfin Z; le nombre de tous les cubes de I’ensemble Qi;
d’aprés (47), (37) on a

98+3r 2"1;’

Zx = Qhyy ..., hyy m; vz) — o2tk A r(2’t) ————— QM ..., by m; )

> 2vkc—mr—r—1 § 24r+4s 2‘%' . 2"'_""
= =0 Ar o7(2")

Donc, d’aprés (44),

K 9 r
p K+ .. +MKw=kz k( (2,k))

K P K 5r+4a+1 A
2o-m3y o (152 20

k=0 O-r(2'L) i=o A' r(2“l)
P4
> 2- Z} ,(2.,,‘)( _%)g‘r‘z_ ’

d’ol la propriété C.
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