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X.

Les conditions d'intégrabilité de la théorie
projective des surfaces.

Par Eduard Cech.

PkedloZeno dne 22. list. 1922,

M. Fusint a montré!) que Yon peut construire trois
formes différentielles, déterminant une hypersurface régu-
liére?®) § de 'espace linéaire a 41 dimensions, & transfor-
mations homographiques de cet espace prés. Rappelons rapi-
dement le procédé de M. Fubini. On suppose que les coor-
données homogeunes *) # des points de & soient exprimées en
fonction de n variables indépendentes quelconques %, %s, .. %,
et on choisit une forme différenticlle quadratique

yE‘{glk("hy <o o Un) dui dux,

assujettie & Iunique condition que son diseriminant

A= gl
soit différent de zéro. Cela posé, introduisons les deux formes
différentielles

n Ev—%lz,a;l, ... wu,gwmdm dux |~ iAmdm dux,

2
F,Eﬁ'@,xl, ce e %y 3 auadur due dut [—

— 0] 3 v _
8 ‘E,Aik dui duk dwt +”—+ 3 Fsdlog Vi

= 2“‘2‘1 Akt dw durdu .

Y Fondamenti di geometria proiettivo-diffe
renziale, Rendiconti del Circolo Matemalico di Palerno, t. 48,
23 marzo 1919.

3) Par ce mot j’entends que S posséde »™ Lyperplans tangents
distinets.

9) Je dénote toujours par une lettre unique les n42 coordonnées
homogénes d'un poivt on hyperplan.
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Ici, les z:i, i, mxt sont les dérivées covariantes des
« formées par rapport a g; An'® est le systdéme covariant
dérivé du systéme A, par rapport a g; enfin, V est le
discriminant de F,. La définition des formes F,, F, est
évidemment indépendente du choix des coordonnées curvilignes
%, Y, . . ts; €lle ne changent non plus si 'on effectue sur
les  une transformation linéaire et homogéne, & coefficients
constants et & déterminant égal & 1'unité. D'ailleurs, on dé-
montre les identités

(1) i&ckAm=0.

ol l'on a posé
Su=-L2V_
Valu'

Si I'on remplace la forme g par une autre forme diffé-
rentielle quadratique ¢’, & discriminant 4’, on que 'on mul-
tiplie les coordonnées homogeénes x par un facteur ¢, fonction
arbitraire des %, on peut montrer que les formes F,, F, se
transforment comme il suit

Y4 Y4
2 Fy= By = '
(2) s VIF' Fy VTF'
respectivement

F|'= .+,Fg, F.'=()”+,Fg.

Or, fixons d'abord le facteur arbitraire des & d'une

maniére quelconque, et choisissons g de fagon que Yon ait
A=A.

On voit tout de suite que cette condition détermine 4 & une
racine (n+2)"m¢ de I'unité prés. Cela pnsé, si I'on remarque
que, d’aprés (2), c'est le discriminant seul de la forme g qui
détermine les valeurs des formes F; et F,, on peut sup-
poser simplement g=F,, dod

1
FnEﬁlw, Try v o o Tny i:mdm duul:—:&‘Audm dux

2
Fy —_——-ﬁlw. @1y - oo Tn, Zaikedn dux i |'='2£Amdm dux dus

ol maintenant, et dans tout ce qui suit, les dérivées
covariantes sont prises par rapport a F,. Insistons sur ce
que les formes Fy, F; ne sont pas complétement déterminées
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que si 'on fixe le facteur arbitraire des z. Aussi, on peunt
faire correspondre aun choix de ce facteur, celui des coordon-
nées homogénes £ des hyperplans tangents de 8, si I'on pose,
faisant usage d'une notation abbreviée facile & comprendre

=1
E—le,zn...wal.

M. Fubini a aussi donné un procédé simple qui suffit,
au moins en général, A lever toute indétermination. En fai-
sant la supposition que le discriminant de F, soit divers de
zéro (cas normal de M. Fubini), on peut demander que
ce discriminant soit égal a

\%
Toutefois, le choix du facteur arbitraire des z ayant une
signification géométrique bien nette*) et, plus spécialement,
pour obtenir la géometrie affine comme un cas spécial de
celle projective®), on fait le mieux, & mon avis, en conservant
le facteur arbitraire des z qui, .une fois choisi, détermine
aussi celui de Fy e F; et celui des £.
On vérifie tout de suite les identités suivantes
Stx=8Etxi =8kix=0")

(3) DAi=8Emir=— 8& 2x = SEux,

Aii=8tzi=— SEizn=_CF tixw1 = —SEmz.
En désignant encore par nX et n5 les paramétres diffé-
rentiels seconds de z et &.

3.2m—3

_1 N R
X—”A.m-—n ‘{-m:m,

E=%A|§=%'{3ﬂ§ik,
on a de plus
4) SXt=85x=1, §XL=8XiE=85x1=8 Fiz=0.
Des identités (8) et (4) découlent les équations fon-
damentales de la théorie projective des hypersurfaces

4) Voir mon Mémoire que je citerai bientot.

" Voir G. SANNIA, Riavvicinamento di geometrie dif-
ferenziali ete, Annali di Matematica,, t. 81, 1923,

% Le symbole 8§ signifie la somme étendue aux n42 coordon
nées homogénes.

1°
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axk=5~9n Nier @ + bz + A X,

(6) §ak=—£&r.Am§. + 8+ A E,
Xi=e $+'Z"0uhr Te

(6) Hi—e w+30n Air&s

olt

f =z bix dui dux, 1y =z Bix dus dux,
(" p=3 Lk due dux, o’ =£).u¢ dui dux,
. 1,01=§e| dui, wl’=§sc dus

sont certaines formes différentielles covariantes.

Les résultats de M. Fubini que je viens de rappeler tout
sommairement se tronvent déduites d’une maniére nouvelle
dans mon Mémoire Ifondamenti di geometiria
proiettivo-differenziale secondo il metodo
del Fubini, Annali di Matematica.”) & 31, 1923, p. 251
Le facteur des # étant choisi arbitrairement, je fixe celui
des £ de maniére que le rapport des déterminants de la matrice

| @, @15 . o o @ |
aux § soit égal au rapport des délerminants de la matrice

1 & By oo o En )

aux . Ceci fait, on a
Fy=:—Sdzxdt, Fy=Sdzxd*s—did*z)

|$, iy o « o Tn, Xl=|§, §1,. ..gu, EI='—A.
La congruence des droites (zX), ol ce qui est ]a méme chose,
des droites d’intersections des n hyperplans
Eiy oo b

est conjuguée & S, en ce sens que, & chaque point de S, les
n directions correspondantes aux développables delacongruence
sont deux & deux conjuguées par rapport & la quadrique
Fy=0 des directions asymptotiques. Réeiproquement, si 1'on
choisit convenablement le facteur des z., on peut arriver
ainsi & une congruence conjuguée a § et donnée & Yavance.
De quelle maniére que I'on a choisi le factear des #, si I'on

) Voir aussi ma Note Sur les formes différentielles de
M. Fubini, Rend. Ace. Lincei, vol. 31, 7 Maggio 1922,

et
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donne aux paramétres u des valeurs fixes, I'hyperplan 5 est
toujours polaire du point X par rapport & une quadrique
bien déterminée, l1a quadrique de Lie du point cor-
respoudant sur §. L'équation F,—0 donne les tangentes &
I'intersection de S et de la quadrique de Lie. Les points
focaux de la congruence (x X) sont les points

X+ex,
ol ¢ sont les n racines de l’ézluation

| ixt+e A | =0,

supposées distinctes, et les directions correspondantes sur §
oot la méme polaire par rapport & toutes les quadriques du

faisceaun
W+ i F,.

Drailleurs, le lecteur démontrera aisément, en s’appuyant
aux équations fondamentales (5) et (6), ce résultat un peun
plus général qui donne la signification géométrique
de Péquation gy =—0. Pour des valeurs fixes quelconques des
paramétres u, soit ¢ la tangente de S qui eorrespond aux
accroissements du:, et ¢ la tangente de I’hypersurface engen-
drée par le point X qui correspond aux accroissements dus ;
¥ soit la tangente de S qui rencontre z. Alors

3 lidui Sur=0
ik

est condition nécessaire et suffisante pour que ¢ e £’ soient
conjuguées par rapport & Fy=20. Plus simple encore est la
sigoification de I'équation y, =0; elle caractérise les accrois-
sements du¢ auxquels correspondent les tangentes de I'hyper-
surface engendrée par X qui rencontrent l'espace d'intersec-
tion des hyperplans § et 5. Corrélativement pour ¢n’ et ¢’

Quelques relations entre les formes différentielles (7)
découlent immédiatement des équations fondamentales (5)
et (6). Ayant égard aux identités (8) et (4), on en déduit

(®) lir=—8Xit, e=— S Hixx

(9) b= —Sxix 5 — w Ak, ix==_8 Xk — 0 Nk,
10 ei=8Xi5, es=8X5H14,

oll j'ai posé

(11) w=8X5.
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De plus, les équations (5) comparées aux celles qui définis-
sent X et 5 donuent

(12) %85;1)1&:&3&#&—: 0.
En dérivant (11), on obtient des équations (10)
(13) eit st =wi
on
Y + ' =dw.

Done: si une des formes linéaires vy, et yy’ est nne différen-
tielle exacte, 'antre posséde la méme propriété, (‘e fait est
d’ailleurs intuitif, Car si y, est une différentielle exacte, soit
vw=dvy,
les équations (6) montrent que toute hyperplan tangent de
I'hypersurface engendrée par le point
X—(w+0= (C constant)

passe par l'intersection des hyperplans § et 5 correspondants
et vioeversa, Done, siy; est une différentielle exacte, -
et seulement dans ce cas, il existe une (et par
suite ®) hypersurface X correspondant point
par point & § et telle que, pour des valeurs
quelconques des u, le point correspondant de =
soit situé sur la droite (#X) et, simultanément,
I'hyperplan tangent de = passe par l'espace
(5 polairedela droite (xX) par rapport ala
quadrique de Lie. Or on voit que cette propriété reste
la méme si l'on échange points et hyperplans.

En dérivant les identités (4), on déduit des équations
8) et (9)

= 8Xsu=— X1 lx—=8 Xuk,

(14) =8 5zu=—S8 5 ocx—=8 Sz,
(15) bie=tsr— @ Air, pix="Tlix— w Nix
Des équations (12) et (15), il vient

o lyg 1
(16) w=y i&khk— p ﬁ&akhk

Les relations déduites jusqu’ici montrent que I'on peut
exprimer les formes v,’, fi, /i’ au moyen des F,, Fy, ¢4,
@, ¥. Ou parvient & d'autres relations en formant les
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conditions d’intégrabilité des équations fonda-
mentales (5) et (6). M. Fubini, dans la Note Il pro-
blema della deformatione proiettiva delle
ipersuperficie. Le varietd aun gualsiasi nu-
mero di dimensioni®) a écrit ces conditions & intégra-
bilité sous la forme suivante®), A, k, r, 8, £, ¢ étant des in-
dices qui prennent les valeurs 1 a ».

(7 [st,rk]=f-9u(qu Ia—qirln) +
+§3w (e Ane — me 2nt) - 0 (gre ek — gire i),
18) trees —nrast + 3 ro (Rost — dots) +
+39r, q"hk(A‘:pn Mc— ADton dar)=0,
19) nrts o et 3 e lowt— e ) —
— 390 0»&(Ac:nlu¢—A¢e ala)=0,
(20 e“e:f en =it — su== 3 Inr (A Lo — Xen Lux).

Dans ces équations, lest, dest, €st, st sont les systémes co-
variants dérivés des systémes les, dos, s, s,
pr=—1, 9»=0 pour r=s,
et enfin
(21) [st, rk] == 9am 3 ro [Aorts — Nenae 1+

ke
+ (s2, ho) -I-E&u (Aest Aris— Dot Arit)],
Auets étant le systéme covariant dérivé du systéme Anrg 1, et
3 [sh 3
=3 0t )30l
(st, heo) ;Ar.m{ bt —3 A2 fsel 4
sh kq}_{s e} {hkl
+3[{tzanliel- otz u A
sont les symboles de Riemann déduites de la forme fonda-
mentale F,.

8) Rendiconti Accademia Linecei, vol. 27, 28 settembre 1918. Dans
les formules de cette. Note, il fant corriger les deux fautes d'impres-
sion: formule (19) au lieu de grale —ugrils lisez prsdet —grils, et
formule (12) au lieu de {C’u Aon lisez ‘;“Cu; Ish.

%) Les notations de M. Fubini dans la Note citée sont un pen
différentes des notres. En outre, j'ai fait usage de relations (13)
et (15).
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Arrétons nous pour un instant au cas spécial oit la forme
Y1 est une différentielle exacte. Les formules (20) dounent
alors
“2“.9:.;; (Aen Uik — Aen bex) =0, (s, =1, ... n)

autrement dit, le systéme covariant
s = ﬂ Fuk bk Ak

est symmétrique. Or on voit tout de suite que la relation
bilinéaire
2 ast Qs dm =0

donne le produit des po]arltes par rapport aux trois qua-
driques ¢s=0, F;=0, et ¢,’=90. Dans le cas considérs,
ce doit étre identique am produit des polarités par rapport
a gy =0, F;=0 et »—=0. On en déduit que les n directi-
ons ayant la méme polaire par rapport a ¢.=0 et Fy=0
ont la méme polaire aussi par rapport & ¢’=0. Dong,
d’aprés ce que nous avons dit plus haut sur la signification gé-
ométrique de ces directions, siy, est une différentielle
exacte, les développables de deux congruen-
ces (xX) et (£5) correspondent au mémes cour-
bes sur §, et viece versa.') Remarquons que nous
avons déjd donnée une autre interprétation géométrique de
cette circonstance particuliére.
Les symboles [s¢, k] de M. Fubini obéisseut aux lois
(ts, rkl=—[st, rk],
[st, rk] + [st, kr]l=2 f&re Fnk (thu — Aehst) “)
e

On peut donc, dans la formule (17), se limiter & supposer
s<t, r <<k, pourvu que I'on ajoute les équations
2"29“’ Fuk (DA vots — £\ ngst )
e

(22) = 2" [(nsr Sak = aic Fne) Qin— Aen)—

— (nir Inx 1k Far) (Lan— Aan)).
La discussion de ces condititions d’intégrabilité, en
) On a supposé que les racines de ’équation | lix+e¢ Atk =0
soient distinctes.

1) Dans la Note citée de M. Fubini, le facteur 2 manque par
faute d’impression.
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supposant n>2, a été faite par M. Fubiui dans la Note
citée. Ony arrive au résultat que les formes F; et F; suffi-
sent & déterminer toutes les autres. Il résulte des belles
recherches de M. (artan '*) que pour n=2, il existe toutes
une série des surfaces, dépendant de six fonctions arbitraires
d'un argument, ol les formes F, et F, étant données, il y a-
encore un paramétre (au moins)arbitraire dans les autres for-
mes différentielles.

Dans ce qui suit, je discuate les conditions d’intégrabilité,
pour n—=2, par le calcul direct. Une autre méthode pour
éerire les conditions d'intégrabilité pour n=—2 a été employée
par M. Fubini dans deux Notes intitulées Fondamenti
di geometria proiettivo-differenziale di una
superficies). L'autenr y suppose le facteur des £ nor-
malisé de fagon & avoir

Al!l A!ll Alll
ﬁ All! Alll A!II
Au Ny An

et arrive 3 un résultat assez élégant, sans écrire toutefois
explicitement les conditions d'intégrabilité pour les coordon-
nées curvilignes les plus générales. Ici, ja ne ferai aucun
usage des paramétres asymptotiques.

Faisons done, dans les formules précedentes, n—2.
L’équation (25) donne, si Von désigne par K la courbure
de F',

(12, 121 = 911 %13 (Avans — Arn1a) + (312 90 + 3500 (Arenn— Auns)
+ H1a %2 (Dasn —Disrs) — K

— ’%‘ [0 (A Dasn — D) +
+ S (Alll Aﬂi - Alu Aln) + Faa (Au: Al“ - Aln’)]-

En premier liew, on a Iléquation (17), oli Yon doit poser
s, t,r,k=1,2,1,2. 1l vient
S dus (A — Aumag) F (911 9+ 910®) (Daans — Anins) +

®) 8urla déformationprojective dessurfaces.
Ann. de I’ Ec. Norm. Sup. 87(3), 1920, pp. 260—356. Sur le problé-
me général de 1a déformation (C. R. du Congrés de Strashourg,
1921, pp. 397—4086).

) Rendiconti Accademia Lincei, vol. 27, 1 luglio 1918.

1 =1
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(23) + 313 313 (Dsant — Nuan)
. =K+ J+%dn+ 9 lhs+2as) + 9 ln - o,
ou
. 1 A Au: A:u
(24) J= i Ay D Dam
FANTRRACYSRAYYS

Dans les équations (22), on doit poser successivement
s, t,r, k=1,2,1,1; 1,2,22; 1,2,1,2, ce qui donne

It (Aun — Aus) +2 311 s (Avsnt — Aund) +
+ %1 (A — Ause) =911 dis + K2 das,s
It (Ann — Ains) +2 90 91 (D — Aune) +
(25) + 3 (Agenr — Anant) =— s diy — 9sa day,
S 9 (Aum — Ann) + (33 95 + 313 (Assnn — Anae)
H + 31 %0 (Do — Ai) =— § Sudu+§ S dns,

od j’ai posé, pour abréger,
dy=ba—dn, dra=hs — hs, s =l — as.

Dans les équations (18', on doit poser successivement r,s,t=
1,1,2; 2,1,2, ce qui donne d’abord

& =% (hiar — Aus) + I (ams — asa) +
S0 A =22 D+ s Aun)
+ (llJ 0!’ + ll. ‘,ll) ('9.11 All’ + 2 0]' Al” +‘9.” Al”)

— (ha Ss + Zas 992) (F12 Avis + 2 %13 Auss + 902 L)
s =% (h1s — s)+ e (har — han) +

%(lll A’i. - 2 ll' Al" + )'l. Al”)
+ (he 911 F A 91s) (311 Anis 1918 Asss + 90 Lin)

- (}'Il ‘9.11 +14' ‘9.1’) ("I‘I All’ + 2 ‘,l’ Al“ + ‘9‘l AI!!);
tenant compte des équations (1), on a done plus simplement

&0 =— (hue — liz) — %01 ags— o) +

_i—(lll Al!l —2 ll! Alll +‘1I A!ll):

&= % (s —hn) F S g —den) +
%(lu Dy —2 s Asaa + daz Arna).

(26)
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Pareillement, on tire des équations (19)
e =— % (his — i) — Sz (h2s — 1) —
L D — 20 Ba s B
es =% (b —ha) + Hs (hsr—lear) —
s L —2ha Luss b D).

Enfin, 1'équation (20) s'écrit maintenant

@7

h hs I
(28) s — e =— (612 — &)} =— v it s e
An An Anl.

E'erivons encore de nouveaun les équations (1) et (16)
(29) ‘,ll Alll + 2"'1' All' + "!' Al!! == ‘9Il All‘ + 2 ‘9ll Al!l +
S1s N2 =0,
(B0) 20w =" L+ 2 %1 lis+ I las = %1 s +2%3 ha+ s dns.
En retranchant de ’équation (23) la derniére des équa-
tions (25), on a, ayant égard aux équations (30)
(31) o=—K—J=—§(%uisu+2% 81+ Hsu),
ol j'ai posé
su=ln+h, sa=bhi+ths, 88=hs+ .
En ajoutant aux équations (25) I'identité
S Dy — D)+ 28 (Assas— Avsnd) + P50 (Arsas— Nsan)=0,

multipliée respectivement par 9y, &4, $11, 0D a plus sim-

plement
Das dig — Anr das = DNusps — Daans
(32) Nar 6y — A dis =2 (As1es — Damm),
A diu— An da=NAis— D
Ces trois équations ne sont pas indépendentes, car en les
ajoutant, aprés les avoir multipliées respectivement par 9y,
s, 91, on retombe & l'identité précédente. Pour en calculer
dix, on y ajoute I'équation
911 du -+ 2 S13 dhs 902 dra =0,
qui découle des équations (30); il vient ainsi
dll = "ll (A"ll - Allll) + "Il (Allll - Alill)’
(33)  2dis=— % (DAiis— Aun) + %1 (Avsss — D),
iy = — 9 (Duas — Aisn) — $12 (D1sns — Daans)-
Désignons par dic: le systdme covariant dérivé du systéeme
dix. On calcule sans difficulté ~
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dui =Jn (Annl - Auul ) + P (Auni - Aunl .)
2 dui =—% (Auui - Auut ) + s (Auni - Ann‘ )
dyi =— (A — Dzt ) — DTy (A“nl - Anni )
Les expressions )

e 1 1
V vd‘ b= 2 VV [‘711 (Alllll—Allll!) + 2 e (Alllll -
Duns) + 9 2 Anasr— 2 DBusan —
(34 Dasan =+ Avean) ),
Ghas — thn 1
vv 2vv 19 (2 Ausn — 2 Asgens — Danses +
Aurs) + 2 F13 (Dasgey — Assea) +
Jas (Daeras — Nasns)]

forment un systdme covariant. Les équations (31) et (33)
suffisent évidemment & remplaces les équations (28), (25)
et (30).

Passons aux équations (26) et (27). Par addition, on
en déduit, ayant égard aux équations (18,

w=—%:(8,2 _3|’|)_0’2(3|3’_32||)—Lv (du Avza—
—2dis A1zt das Amds
w2 =% (8112 —8121) + 312 (8)33 —824)) -—%(du DNsa2z —
—2d13 AvszFdea Aiia)-

Remplagons ici dikpar leurs valeurs (33); si I'on tient compte
des identités (29), on arrive ainsi au résultat

Duws— Nys wl:311l_slll+%‘[_A111(Al:22—Aﬂll)
(35) +2Alll(Allﬁﬂ—Al2ll)—A12’(AllliAIISI)]’
Dasaon— Ny w¢=3nl_3|n+% (A2 (Ayaza—

_Aznu)_2A|n(Ann—Alnl)"‘Anl (Anu -

—Alnl)]-

Par soustraction, on obtient des équations (26) et (27)
les sunivantes

a—a=—393d, 3 — dia1) =% (122 —dyy,) —

—%(Sn Nis2—2813 N1t 822 A,
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es—ss = (diis—dis )+ *ia(dias—dya) —

—'% (su Aiti_gsliAllz+82!Allz)'
Si I'on y substitue des équations (34), on obtient
el—el=%[AlIlil_Alllli_Allial+AIISII_
—(suArss—851s Nirat8s2 Ayt !
(36) .
en—n:v[Alnu—Annu—Auen+A:n||_
— (51 N13a—2813 Arart 233 A1)

Les équations (26) et (27) se trouvent ainsi remplacées par
(85) et (36) Par un calcul facile, on déduit de (36)

€13 _Gu— (Allnn_Aluna—Anun+Auz||:_
—(SuAIu: 23|2A||u+3-1An|1)—
— (113 A2 —28133 D112+ 5230 Al

€ — En— [Alnszl_Alnul AI!SS_II+A!I|III_

— (511 Naasr — 2512 Diany F 822 Aria)—

—Gu Ass2—28101 DAras 8221 A1i2)l
L'équation (28) peut s’écrire

dn du  dn

All All AII

8i l'on y substitue les valeurs justement écrites de e,s—¢2
et ey, — ¢z, ot les valeurs (33) des dix, il vient

Auni8zas— D112 @Csias+ 823 )+ Aiea @31 +5112)—

€1y — 13— (e —en) =%

Su  Sis s:sl

— Dy2a 5
F2[su(Ar2as— Asaz) =282 (Av1ae— Av2ai)+
87 481 (Avia—A12)))

=Al 1 uu—Aur:n_Al |uu+An:n l_AI ulsz"‘

+A|ssnl +Auuu _Aunn-

Les équations (13), (31), (33), (35), (36) et (37) donnent toutes

les relations entre notres formes différentielles; lorsqu’elles

sont vérifiées, la surface correspondante existe et est déter-
minée anx homographies prés.

Présentons encore les remarques suivantes. Posons
Dl‘— A'llllvallll # Dlt — AllnﬁAllll D“_.Al"'v—v—A“’I
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ou Da=3= ‘/ 3I(—1) Airre G, k,r,0=1,2;7=¢);

puis DI=A|||H_A||||=“Auul"‘Als 1
(38) v '
D’=Anu=—A|uu—'Auu|+Asu||
iV »
ou

D= —é—z(— 1)P+e Airego (3,7,8,0,6=1,2; r=p, 8<<6),

et enfin
D—VV'(A“ 1323 _AI 13132 —AI |szu_A||u-u +
+A|n| I!+AI!2|!I +A|znl| —Auuu),
ou
D=% > (— 1)e+otr A"l(’ﬂ (r,s,t,q,a,r=l.2, r<e¢, 8o, 1 Zq).

Dix et D;i sont des systémes covariants, D est un invariant.
On peut écrire aussi, si (Du)r et (Di)r sont les dérivées co-
variantes des Dix et D;
D =(Du)|_(Du)1 D'=(Dn‘s_(Dn)1 D= (Dl)l_(Dl)l
W W W
Les conditions d'intégrabilité sout un peu plus simples
8i l'on introduit la forme
H=hndu*+2h s dindus + hyy du,®
=8 du*+ 25, 3 duy dbg + 834 duy* — o (A1 din* 4
+2 A, du duy + N5 duy?).
Il ne sera inutile énoncer le résultat complet auquel
nous sommes arrivés:
Si les équations
s=x(Wv), y=y W,v), 2=2zu,v), t=tu,v)
donnent les coordonnées homogénes des point
d’'une surface non développable S, on peut en
former trois formes différentielles
F2=Aud“'+2Aud“d‘v+Azsdv';
(D {F=Amdu'+3 A 123w dv+ 8 13 dudv*+ g5 dv?,
H=hud1"+2’l|gd‘ud1l+h|s dv’,
dont la premiére a son discriminant

V=0nles— D)5t
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différent de zéro; ces trois formes ne changent
passi I'onremplaceu et v une maniére quel-
conque, par des nouvelles variables indépen-
dentes, ni que Yon effectue sur (z,y,2,f) une
transformation linéaire et homogene, & coeffi-
cients constants et & déterminant égal a1'unité.
Soit K 1a courbure de la forme Fs, Aur, (Did)r,
(D+)r, hixr les systémes eovariants dérivés des systemes A,
Dux, Di, hix, Fs étant 1a forme fondamentale, et
posons

1 Doy A Avas
J==— Alu All! Azn
! JAYTY FAYP Das

o=—J—K,
Dx _Allll vAuu'D"__Aunv%Aun, D"=
(]I) :_Auza“_Anu
Vv ’
D1= (Dn)z_(Dn)n D’=(D|a)z_(Dn)1
Y ’ W ’
p—Dh—D)
YV

Les formes (I) sont liées par les six relations

Dga Laun—20 12 D13 T D Ay =0,
D Anr—20 3 Aras + A1 D22 =0,
hiAse —2h s D+ hialn

Y =2%w,
B Z b — L (A Des—2 411 Dis - Aiaa D)
v—v— =v 1t Uszg 1s g 122 P,

(I11) ""’ﬁ""' =S (A Das =2 81ss Dis+ Dasa D

% [All'l hl”—Al l-' (2hlil+hiil) +AI!’ (2hlll+

+ hiia) — Dasgs bl +% (haDyy ~ Zhyy Dys+
~+ has Diy)=D.
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Soit encore

1 FAVRVANEYAYY
didut+2d,sdudv-tda, d‘v‘—'v_—- D\ D,, D,,|,
V | dvr-dudv dur |’

=1 (hir+ 0 Dix+dix),

k=4 (hir + o DNix— dix ),

(IV) § b=t — 0 A, Bx=lix— o Nix,
et a=uw

e, —a, =D —% (s1s Diaz—2513 Dvas+38: A1)

6|_£’=D'_%(sl 1 D23s — 2813 A e+ 5200 12).

Alors les coordonnées z,y,2,t des points de S
satisfont aux équations

:m=;‘_-;0uAura>. +buzs+ Au X,

(V) XI=G£E+5~9'ﬂhr$a.
Iei,
a,.—Ag'.a.,— Av".ag.—Av“,

zssont les dérivées premidres et zix les dérivées
secondes ocovariantes (par rapport & F,) de g,
2X est le paramétre différentiel second de =
X={N2=} (Suu+2%1: 812+ 312 %13)
et Xi sont les dérivées premiéres de X, Fixons
le facteur des coordonnées homogénes §,9,{, v
des plans tangents de § de fagon & avoir
EX+nY+EZ2+4+T=1;
alors, &,7,5,5 satisfont aux équations
Elk=-'59nAikr§t+ﬂik§+Alk5,
E‘=€‘§'+?‘&l'llh &,
ol
E=}NA k= (Snbn+29%1381a+ Fs:£2s).
Réeciproquement, étant données trois formes
différentielles (I) dont la premiére & discri-

minant différent de zéro, satisfaisant aux re-
lations (1II); elles déterminent une surface non
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développable § aux homographies prés et le
facteur arbitraire des coordonnéeshomogénes
de ses points A une racine huitidme de Punité
prés; c’est ce qu'on obtient en intégrant le sy.
stédme (V), faisont usage de la relation

z y 2z ¢
B o oa h| _ —
Ty Yo 20 b \—=V.
XY 2T

Applicons encore notres formules au cas spécial on I'on
prenne pour z les coordonnées non homogénes (géometrie
affine). On a alors évidemment

bi=0, =0 Dik,
d'o

hie=sk—w Aix=d+2 it — 0 Aic=dir+ v Ni.
Substituons done ces valeurs des hix dans les équations (111).
Les deux premiéres restent les mémes:

(A) DesDini—2801:3A 1 +HF DA 22 =N Dy —

=201: D T D Asea=0.
La truisiéme se trouve vérifiéeidentiquement. La guatriéme
et la cinquiéme donnent

o =% (di1a—di2) + P d13:—d: )— =X

(P12 A+ 223 D801 Das —2 (3 D+ $2a Bo2e) Dy +
F 312 Diazt+ 329 Daadd D,

W1=_-9n(d||s—dlzl)_3|s(d|n_dzsl)+v%
[GulAm+31:D102) D2s —2(3uDiie+ *12D12e) Dis +
+ ©@u izt 32 Dara) Dul.

Or, il vient des équations (39) et (38)

Suldia—di2)+3:2(diss—dsa,)=Ds,
R (diia—dia) + P21 (dyas —ds)) =D

ayant égard aux équations (A), on peut donc mettre les pré.
cédente & la forme
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1 D Az Avas
:»,-I-D,:v——. Du D Das |
(B) V' Du Dis Dus
1 | D Diss Daa
‘"1+D3_vv, D Dys Das|-
Dy Dys Dy,

Drailleurs un calcul facile montre que la derniére des équa-
tions (IIT) est une conséquence des équations (B). Les con-
ditions dintégrabilité de la géometrie affine
sont done (A) et (B). Si P'on substitue encore dans les équa-
tions (IV), on obtient, tenant compte de (B),

1 A]l Alﬂ A’I
du du'+2dududv+dndv‘=v—— Dy D2 Da,

© Vldvt —dudv du
le=dir+ o Nix, k=0 Aix, b=0, gu=dix,

es =0, si = wi.

Drailleurs ces équations de la géometrie affine se trouve
déja, aux notations prés dans le Mémoire de M. J. Radon
Uber affine Geometrie XVI: Die Grundglei-
chungen der affinen Fliichentheorie, inséré aux
Leipziger Berichte, Bd. 70, 1918, 8. 91—107.
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