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X. 

Les conditions d'intégrabilité de la théorie 
projective des surfaces. 

Par Eduard Ôaeh. 

Pfedlozeuo dne 22. list. 1922. 

M. FUBIKI a montré') que l'on peut construire trois 
formes différentielles, déterminant une hypersurface régu­
lière*) S de l'espace linéaire a » + l dimensions, à transfor­
mations homographiqnes de cet espace près. Rappelons rapi­
dement le procédé de M. Fubini. On suppose que les coor­
données homogènes ') x des points de S soient exprimées en 
fonction de n variables indépendentes quelconques M,,»,,.. u„, 
et on choisit une forme différentielle quadratique 

g = 2gik(ui, . . . u»)dut duk, 

assujettie à l'unique condition que son discriminant 
A = \g,k\ 

soit différent de zéro. Cela posé, introduisons les deux formes 
différentielles 

Ft — :i-7 !*•-»» . . . x», 2xtk dui dut \~ 2Audut duk, 
lA •* f* 
2 

Ft = -j= \x,Xi, . . . xn, 2xikidut duk dut | — 

— 92 A(*w dut duk dut H—%-= F , dlog^- — 
i*i « + 2 ' " A 

= 2 2 A<M dut duk dut . 
i*f 

') F o n d a m e n t i di g e o m e t r i a pr o i e t t i v o - d i i f e-
r e n z i a l e , Rendiconti del Circolo Matemalico di Palermo, t 43, 
23 marzo 1919. 

') Par ce mot j'entends que 8 possède »" hyperplaus tangente 
distincts. 

•) Je dénote toujours par une lettre unique les n+2 coordonnées 
homogènes d'un point on hyperplan. 

Viatnlk Král. 0. SpolaeiraU Nànk. Tf. n., ni. 1M1-K. 1 
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Ici, les xi, xik, -1*1 sont les dérivées' covariantes des 
x formées par rapport a g ; Au'" est le système covariant 
dérivé du système Ai*, par rapport a g; enfin, V est le 
discriminant de F«. La définition des formes F,, F, est 
évidemment indépendente du choix des coordonnées curvilignes 
«i, a,, . . Un; elle ne changent non plus si l'on effectue sur 
les x une transformation linéaire et homogène, à coefficients 
constants et à déterminant égal à l'nnité. D'ailleurs, on dé­
montre les identités 

(1) _#.*Ai*i = 0. 
ik 

où l'on a posé 
4 _ 1 9 V 

V 9 Al* 
Si l'on remplace la forme g par nne autre forme diffé­

rentielle quadratique g', à discriminant A', ou que l'on mul­
tiplie les coordonnées homogènes x par nn factenr ç, fonction 
arbitraire des «, on peut montrer que les formes F,, F, se 
transforment comme il suit 

(2) F'" = J§F» F' -v}*"" 
respectivement 

*•.•__«,«+»*'., F,'=f+'F,. 
Or, fixons d'abord le facteur arbitraire des x d'une 

manière quelconque, et choisissons g de façon que l'on ait 
A = _ . 

On voit tout de suite que cette condition détermine A à une 
racine (n + 2)'*"* de l'unité près. Cela posé, si l'on remarque 
que, d'après (2), c'est le discriminant seul de la forme g qui 
détermine les valeurs des formes F, et F,, on p e u t sup­
p o s e r s i m p l e m e n t j_=F, , d'où 

F , = — = | _ , * , , . . . xn, Sxikdui duk\^2Aikdvt dut 
ÏV i* i* 

F,= i—=|_, x,,. ..Xn, Sxikidui dukdm | = 2._ Aiktdui dukdw 
V V M ikl 

où maintenant, et dans t o u t ce qui sui t , les dérivées 
covariantes sont prises par rapport a F,. Insistons sur ce 
que les formes F,, F, ne sont pas complètement déterminées 
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qne si ľon fiie le factenr arhitгaiгe deв x. Aussi, on peut 
faire correspondre an choix de ce factenr, celni des coorđon-
nées homogènes | đes hyperplans tangents de S, si ľon pose, 
faiвant usage ďune notation abbгeviée facile à comprendre 

I = ľ j = I X, Xi, . . . Xя | . 

M. Fubini a anssi donné nn pгocédé simple qui suffit, 
au moins en généгal, à lever toute indéteгmination. Бn fai-
sant la supposition qne le discriminant de F, вoit divers de 
zéro (cas n o r m a l đe M. Fubini), on pent demander que 
ce discriminant soit égal à 

v 3 . 2 - » 

Toutefois, le choii dn factenr arbitraire des x ayant nne 
sigoification géométrique bien nette •) et, plus вpécialement, 
ponr ohtenir la géometrie a f f i n e comme un cas spécial de 
celle projeetive °), on fait le mieui, à mon avis, en eonservant 
le facteur arbitraiгe des x qui, une fois choisi, déteгmine 
aussi celui de F, e F, et celui des | . 

On vérifie tout de suite les identités suivantes 

Sgж^Slaя^Sg łв^O') 
(3) Д i * = S | д а * = — SţiXk = Sţikx, 

Aiki=Sl;xiы=—í?|ia;*.= S|i*a:i =—Sţшx. 

Бn désignant encore par nX et nB les paramètres diffé-
rentiels seconds de x et | . 

X = — Д t Я ! = — S»ikXlk, 
П П Ik 

S = ^ Д , | = ^2Л*|«, 
П П ik 

on a de plus 
(4) S X I ^ S S a j ^ l , i S X I i ^ Я X . I ^ S S x ł ^ Я S i a г ^ O . 

Ðes identités (3) et (4) découlent les équat ions fon-
damenta leв đe la théorie projective des hӯperвnrfaces 

') Voir mon Mémoire que je citerai bientôt 
'1 Voir O. SANNIA, Biavvicinamento di geometrie dif-

ferenziali etc, Annali di Mateшatica, Ł 81, 1923. 
') Le вymbole S signifie la somme étendue anx n+2 coordon 

néeя lюmotrènes. 
1* 



4 X Eduard Ceoh: 

»*=2*r .Al»r* .+ blkX+AikX, 
r, 

(h) ?!* = —2*r.Al*r?.+|»l*?+Al*S, 
r. 

Xi = et x + 2 &r, lir x,, 
r» 

(6) 3i=«ia:+2#r.;Ur?. 
r. 

OÙ 
/ . = 2 fri* «fui iu*, / V = 2 /3i* du< <iu*, 

i* i* 

(7) p, = 21.* dut duk, g*' = 2 Ai* dui dut, 
. 1(1!^= S et dut, yi=2mdui 

sont certaines formes différentielles covariantes. 
Les résultats de M. Fubini que je viens de rappeler tout 

sommairement se tronvent déduites d'une manière nouvelle 
dans mon Mémoire I f o n d a m e n t i di g e o m e t r i a 
p r o i e t t i v o - d i f f e r e n z i a l e s e o o n d o il metodo 
del Fub in i , Annali di Matematica.') t 31, 1923, p. 251. 
Le facteur des x étant choisi arbitrairement, je fixe celui 
des ? de manière que le rapport des déterminants de la matrice 

| X, Xi', . . . Xn \ 

aux ? soit égal au rapport des déterminants de la matrice 
I ? . ? . , . . . ? » I 

aux x. Ceci fait, on a 
F,=- — SdxdÇ, F,=S(dxd'Ç—dÇd,x) 

et 
\x, xt, . . .Xn, XI = 1?, ?„ . . . ?., HI=Y=Â~ . 

La congruence des droites (xX), où ce qui est la même chose, 
des droites d'intersections des n hyperplans 

? . , . . . ?» 
est conjuguée à S, en ce sens que, à chaque point de S, les 
n directions correspondantes aux développâmes delacongruence 
sont deux à deux conjuguées par rapport à la quadrique 
F . = 0 des directions asymptotiques. Réciproquement, si l'on 
choisit convenablement le facteur des x, on peut arriver 
ainsi à une congruence conjuguée a S et donnée à l'avance. 
De quelle manière que l'on a choisi le facteur des x, si l'on 

') Voir aussi ma Note Sur les formes différentielles de 
M. Fubini, Rend. Ace. Lincei, vol. 31, 7 Maggio 1922. 
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donne aux paramètres u des valeurs fixes, l'hyperplan S est 
toujours polaire du point X par rapport à une quadrique 
bien déterminée, la q u a d r i q u e de Lie du point cor­
respondant sur 5. L'équation F . = 0 donne les tangentes à 
l'intersection de S et de la quadrique de Lie. Les points 
focaux de la congrnence (xX) sont les points 

X-\-gx, 

où ç sont les n racines de l'équation 

Ikfc+eAi* 1=0, 
supposées distinctes, et les directions correspondantes sur S 
ont la même polaire par rapport à toutes les quadriques du 
faisceau 

Vi + JIF,. 
D'ailleurs, le lecteur démontrera aisément, en s'appuyant 

aux équations fondamentales (5) et (6), ce résultat un peu 
plus général qui donne la s i g n i f i c a t i o n g é o m é t r i q u e 
de l'équation <p% = 0. Pour des valeurs fixes quelconques des 
paramètres u, soit t la tangente de S qui correspond aux 
accroissements dm , et i la tangente de l'hypersurface engen­
drée par le point X qui correspond aux accroissements Sut ; 
t soit la tangente de S qui rencontre t. Alors 

S Uk dut âuk = 0 
ik 

est condition nécessaire et suffisante pour que t % f soient 
conjuguées par rapport à F, = 0. Plus simple encore est la 
signification de l'équation xpi = 0 ; elle caractérise les accrois­
sements dut auxquels correspondent les tangentes de l'hyper­
surface engendrée par X qui rencontrent l'espace d'intersec­
tion des hyperplans | et S. Corrélativement pour <pt et Vi'-

Quelques relations entre les formes différentielles (7) 
découlent immédiatement des équations fondamentales (5) 
et (6). Ayant égard aux identités (3) et (4), on en déduit 

(8) ltk = — SXifr, bk= — SSiXk 
(9) bik=-SxtkS— a Aik, pik=SXÇik—a>Aik, 
(10) ei=8XiS, ti=SX3i, 
où j'ai posé 
UD a = SXS. 
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De plus, les équations (5) comparées aux celles qui définis­
sent X et H donnent 
(12) 29ikbik=2»ikfiik=0. 

ik ik r 

En dérivant (11), on obtient des équations (10) 
(13) e , + * . = ÙM 
on 

t/i,+Vi' = i<<i. 
Donc: si une des formes linéaires tft et tp,' est une différen­
tielle exacte, l'autre possède la même propriété. Ce fait est 
d'ailleurs intuitif. Car si Vi est nne différentielle exacte, soit 

V>i = dtpf 
les équations (6) montrent que toute hyperplan tangent de 
l'hypersurface engendrée par le point 

X — (> + C) x (C constant) 

passe par l'intersection des hyperplans f et S correspondants 
et vioeversa. Donc,stt/>i est une d i f f é r e n t i e l l e exacte.' 
et s e u l e m e n t d a n s ce cas, i l e x i s t e une (et par 
s u i t e <*>') h y p e r s u r f a c e 2 c o r r e s p o n d a n t p o i n t 
par p o i n t à S et t e l l e que, p o u r des v a l e u r s 
q u e l c o n q u e s des u, le p o i n t c o r r e s p o n d a n t de 2 
s o i t s i t u é sur la d r o i t e (xX) et, s i m u l t a n é m e n t , 
l ' h y p e r p l a n t a n g e n t de 2 p a s s e par l ' espace 
(£5) p o l a i r e de la d r o i t e (xX) par rapport à la 
quadr ique de Lie . Or on voit qne cette propriété reste 
la même si l'on échange points et hyperplans. 

En dérivant les identités (4), on dédnit des équations 
(8) et (9) 

Uk=SXiik= — SXt ïk=SXtk£, 
(14) lik=SSxik=—SSiXk=SStkX, 
(15) 6,*=*.*— m Ai*, /?.*=&.*—«aAi* 
Des équations (12) et (15), il vient 

(16) •<a = -2»iklik= — 2»ikhk 
n tk n ik 

Les relations déduites jusqu'ici montrent que l'on peut 
exprimer les formes W, A, W au moyen des F., F,, <pt, 
<pi', tfi,. Ou parvient à d'autres relations en formant les 



Les oonrïit. d'uitégrabil. de la théor. projeot. des surface*. 7 

c o n d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é d e s é q u a t i o n s fonda­
m e n t a l e s (5) et (6). M. Fubini, dans la Note II p r o -
b l e m a d é l i a d e f o r m a t i o n e p r o i e t t i v a d é l i e 
i p e r s a p e r f i c i e . L e v a r i e t à a un q n a l s i a s i nu­
m é r o d i d i m e n s i o n i * ) a écrit ces conditions d'intégra-
bilité sous la forme suivante *), h, k, r, s, t, Q étant des in­
dices qui prennent les valeurs 1 à ». 
(17) [st,rk] = 2&kk(r]„ltk — rjtrU) + 

+ 2&kr (r/tkXki — r/tkXkt) +to (rjrt rjik — -r» rjtk), 
h 

(18) Tjrte,—rjrilt+2&rf(X?it—Xçli) + 
e 

+ 2»re»kk(AitkXtk — /StekXik) = 0, 
fkk 

(19) rjrf + ei — r]riet + 2#rf (l(it — Xpti ) — 
t 

— 2»rt»kk(Aiehltk — Atfklik) = 0, 
çkk 

(20) eu — eu=tt, — t,t=2 * .* (Xikltk—Xtk l,t ). 

Dans ces équations, {?»<. Xp,t, e,t, t.t sont les systèmes co-
variants dérivés des systèmes lf,, Xe,, e , , «,, 

1Jrr=l, 1?r»=0 pOUr f Z j , 
et enfin 
(21) [st, rk] = 2»kk»rf [Aehti — Athit + 

*e 
+ (st, he) +2»i)(Atit A»j. — A ? , , A » J I ) ] , 

ij 
A» e i • étant le système covariant dérivé du système A» e t, et 

(St, he).=2Art^-\sh\-2Art^-M + 
r dut\r I r dUh\rl 

+.BïMI*HïMï]] 
sont les symboles de Riemann déduites de la forme fonda­
mentale F,. 

') Bendiconti Accademia Lincei, vol. 27, 28 settembre 1918. Dans 
les formules de cette. Note, il tant corriger les doux fautes d'impres­
sion: formule (19) au lieu de fraie— t/rtli l isez t/nlt—;rii», et 
formule (12) au lieu de SCtklih l isez l'Ctklik. 

*) Les notations de M. Fubini dans la Note citée sont nu pen 
différentes des nôtres. En outre, j'ai fait usage de relations (18) 
et (15). 
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Arrêtons nons pour un instant au cas spécial où la forme 
Vi est une différentielle exacte. Les formules (20) donnent 
alors 

:?#/.* (i.*l/*—ii*».*)=0, (s,t = l, . . . n) 
** 

autrement dit, le système covariant 
a,l = 2&kkl,kkk 

** 
est s y m m é t r i q u e . Or on voit tout de suite que la relation 
bilincaire 

S a,t du, dut = 0 
. < i 

donne le produit des polarités par rapport aux trois qua-
driques ç>» = 0, F, = 0, et q>%' = Q. Dans le cas considéré, 
ce doit être identique an produit des polarités par rapport 
à ^ ' = 0, F t = 0 et <p, = 0. On en déduit que les n directi­
ons ayant la même polaire par rapport a ç>. = 0 et F» = 0 
ont la même polaire aussi par rapport à ip,' = 0. Donc, 
d'après ce que nous avons dit plus haut sur la signification gé­
ométrique de ces directions, si IJH e s t nne d i f f é r e n t i e l l e 
e x a c t e , l e s d é v e l o p p a b l e s de deux c o n g r n e n -
ces (xX) et (gff) c o r r e s p o n d e n t au mêmes cour ­
bes snr S, et v i c e v e r s a . " ) Remarquons que nons 
avons déjà donnée nne autre interprétation géométrique de 
cette circonstance particulière. 

Les symboles [st, rk] de M. Fubini obéissent anx lois 
[ts, r&] = — [st, rk], 

[st, rk] + [st, kr\=2S»re #/,* (Ae*<. — Ae*»f)") 
*e 

On peut donc, dans la formule (17), se limiter à supposer 
s < t, r<k, pourvu que l'on ajoute les équations 

22#r f »kk (A *<><• — A*<>.i ) 
*e 

(22) =i"[(l? .r#** + l?t**»r) «/*—il») — 

— (tjtr #»* + t]lk **r ) (l.» — i>* )]. 
La discussion de ces condititions d'iotégrabilité, en 

") On a supposé que les racines de l'équation | lik +1 A«t I = O 
soient distinctes. 

") Dans la Note citée de M. Fubini, le facteur 2 manque P«r 
faute d'impression. 
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• n p p o s a n t n > 2 , a été faite par M. Fubiui dans la Note 
citée. On y arrive an résultat que les formes F% et Ft suffi­
sent à déterminer tontes les autres. Il résulte des belles 
recherches de M. Cartan") que pour n = 2 , il existe toutes 
nne série des surfaces, dépendant de six fonctions arbitraires 
d'un argument, où les formes Ft et F, étant données, i lya-
encoreun paramètre (au moins)arbitraire dans les autres for­
mes différentielles. 

Dans ce qui suit, je discute les conditions d'intégrabilité, 
pour n = 2 , par le calcul direct Une autre méthode pour 
écrire les conditions d'intégrabilité pour » = 2 a été employée 
par M. Fubini dans deux Notes intitulées Fonda menti 
di g e o m e t r i a p r o i e t t i v o - d i f f e r e n z i a l e di una 
s u p e r f i c i e " ) . L'auteur y suppose le facteur des % nor­
mal i sé de façon à avoir 

Ain Ain Ain 
Ain Ain Attt = 1 
Au A n Ait 

et arrive à un résultat assez élégant, sans écrire toutefois 
explicitement les conditions d'intégrabilité pour les coordon­
nées curvilignes les plus générales. Ici, ja ne ferai aucun 
usage des paramètres asymptotiqnes. 

Faisons donc, dans les formules précédentes, n = 2 . 
L'équation (25) donne, si l'on désigne par K la courbure 
de F„ 
[12,121=,?.,#,, (Ami—Ami)+( .»• , -»>i+#i . 'MAit . i—Ami) 

+ #it*tt (Ami—Ami) — K 

- -^ [#11 (Ain Ain - Ain') + 

+ #n(Am Ai» — Ain Am) + #it ( Ain Ain — Ain*)]-
En premier lieu, on a l'équation (17), où l'on doit poser 
s,t,r,4=1,2,1,2. Il vient 

#11 #it (Ami — Ami) + (#11 * n + #!••) (Ami — Ami) + 

") Sur la déformation p r o j e c t i v e des surfaces. 
Ann. de 1' Ec. Norm. Sup. 37 (8), 1920, pp. 259—856. Sur le problè­
me général de 1» déformation (G. R. du Congrès de Strasbourg, 
1921, pp. 397—406). 

") Bendiconti Accademia Lincei, vol. 27, 1 luglio 1918. 
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(23) 

où 

(24) 

X Eduard Čech: 

+ #„#» (Ann — Aim) 
= i? + J + #„ *,.+#„ (»„ + *»)+#.»/«. -a,, 

J — V71 
A ш Д ш Дi>« 
A i „ Д i „ Д m 
Aii Дi> Д „ 

Dans les équations (22), on doit poser successivement 
s, t,r, £ = 1,2,1,1; 1,2,22; 1,2,1,2, ce qui donne 

#i, '(A„i, —Ai „ i )+2#„#„ (A, „ i —A„„) + 
+ # „ ' ( A.«.i — A„ „ ) =#i i <tii + #„ du, 

#»* (Ami - A„ „ ) + 2 #„ #,, (Ami — Ami) + 
+ #„* (Ami — Ami) = — #„ tiii — #11 du, 

#n #» (Ami — Ami) + (#„ #« + #„*) ( A„.i — Ami) 
+ #„ #.. (A.™ — A,.») = — . #„ du + i #,, dtt, 

(25) 

où j'ai posé, pour abréger, 

<»i i= i , i — hit rf„==i,i — ̂ ,1, A l ^ i l l ht-

Dans les équations (18', on doit poser successivement r,s,t= 
1 ,1 ,2 ; 2 , 1 , 2 , ce qui donne d'abord 

*, = # „ Wm h\t) + #11 Uni — hn) + 

^-U„ A„, — 2 ht Ai,. + A,, Ai,,) 

+ U„ #,i + ht #„) (#„ A„, + 2 #„ Ain + # „ A,„) 

— iht #ii + ht #«) (#u A,„ + 2 #„ Ai» + #«i Ain) , 

* ! = # „ (̂ iii £,«>) + #„ Um— A««,) + 

4-Un A... — 2 ht A i n + * n A,„) 

+ U„#,i +x,.#„)(#ii A»i + i#„ A m + # i i Ai„) 
— (ht # » + h t #„) (#„ A m + 2 #, , A in + #•• A i« ) ; 

tenant compte des équations (1), on a donc plus simplement 

*1= # „ (hit —hti) —#M Uni — ^lll) + 

1 (Я„ Д,„ — 2 Я„ Д„, + Я,, Д,„), 

(26) 
£, #11 (A,„ htl) + #11 (-III "III) + 

•yUii A m — 2 A„ A m + ht A m ) . 



(28) e„ — e , i=—( .„ — «„)•=—-=• 
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Pareillement, on tire des équations (19) 
ei = = #„ (illl i„l) #«l (i|„ — i«„) — 

•y( i i i Ain — 2 i „ A „ i + U, A . „ ) 
(27) 

e , = # „ (ini — i i«)+#,» (ii«« — h„) — 
-y ( i„ A . „ — 2 i „ A l . . + !«, Alll). 

Enfin, l'équation (20) s'écrit maintenant 
ht l,, I|« 
îi k, h. 

An A„ A., 
E'crivons encore de nouveau les équations (1) et (16) 
(29) #„ A „ , + 2#,« A i „ + #ii A». = # „ A „ . + 2 # „ An . + 

#««A.«« = 0, 
(30) 2û» = #„i l , + 2#„i I , + # „ i , , = # „ i „ + 2 # „ i „ + # „ i l , » . 

En retranchant de l'équation (23) la dernière des équa­
tions (25), on a, ayant égard aux équations (30) 
(31) <a=— K — J = — \ ( # , , *„+ 2 #„*„ + #,,««.), 
où j'ai posé 

Sll = i„+~11, S„ = l„-\-).,,, 5ti = i,|+~». 
En ajoutant aux équations (25) l'identité 
#„(A„„—Ai„i)+2#i,(A„„—Ai„i)+#„(A,„«—A«.»,)=0, 
multipliée respectivement par #„, #,,, #„, on a plus sim­
plement 

A«« i i , — Ai« i n = Ami — Ainu 
(321 A»dll — A „ A. = 2 (An.. — Ami), 

A„ d„ — A„ d„ = Ami — Ami • 
Ces trois équations ne sont pas indépendentes, car en les 
ajoutant, après les avoir multipliées respectivement par #,«, 
#i»> #„ , on retombe à l'identité précédente. Pour en calculer 
dm, on y ajoute l'équation 

#„ d,, + 2 #„ d» + #„ d,, = 0, 
qui découle des équations (30); il vient ainsi 

d„ = # „ (Ain» — Ami) + #«» (Ami — Ami), 
(33) 2<i„ = — #ii (Ain, — Ami) + #«i ( A „ „ —A.i.i), 

d» = — #„ (Ami — A„„) — #11 (A„„—A..„). 
Désignons par diu le système covariant dérivé du système 
d,k- On calcule sans difficulté 
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dni = # „ (Aiutl — Aiitil ) + #11 (AuiH — Attitl ) 
2 d„i = — *u (Auin — Atml ) + #n (AtJiti — Aittil ) 

d,,i = — *,, (Autti — A„iti ) — # „ (Atttti — Amti ). 
Les expressions 

dut — dit, 1__ A \ i (A 
V-Fy- 2VV~ l*"'All l l l Allllt) + 2 #11 (ÛUUI 

Autti) + #it ( 2 A l u n — 2 A „ i „ — 
(34, / A i im + Attiit ) ] , 

lit «111 1 - . . , 
1W =2~VV= (2 Aiiiit — 2Ait„t — Aiiiit + 

Atml) + 2 #„ (Autti — Antn) + 
# „ (Aititi Antn) ] 

forment un système covariani Les équations (31) et (33) 
suffisent évidemment à remplaces les équations (23), (25) 
et (30). 

Passons aux équations (26) et (27). Par addi t ion , on 
en déduit, ayant égard aux équations (13*, 

Ol, = # | , («, |J — S | , | ) — * , , ( « ! , , — S, , , ) y (du A u , -

— 2d 1 iAn , + d„ Am)i 
ù), = # u (S| | » S H | ) T # | | ( S U , S l l l ) Fj" (»lt A i ! ) 

— 2dn A i i i + d 8 , A i i i ) . 
Eeraplaçons ici du par leurs valeurs (33); si l'on tient compte 
des identités (29), on arrive ainsi au résultat 

A u * — A n «H=Si„— * i i i + - ? j t — A m ( A i j j j — A m i ) 

(35) + 2 A I I J ( A H „ — A i j j , ) — A i „ ( A i n , A i m ) ] , 

A,,o>t — A i , m , = * j , i — S I « » + T = T [ A i i s ( A i , , , — 

— A m i ) — 2 A n , (A i i „ — A , „ I ) + A J H ( A m i — 
— A m i ) ] . 

Par s o u s t r a c t i o n , on obtient des équations (26) et (27) 
les suivantes 

e, — «i = — # , j ( d 1 , j — d , , , ) = # , j ( d , j , — dj j , ) — 

—-?j-(*u A i , , — 2 a , , A I , J + S S , Am) , 
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e, — «t=i» , i (di,t — d,,,) + # , , {d,tt — rf,,,) — 

— - 7 (su A n , — 2 s , , A m + s , , Ai it)-

Si l'on y substitue des équations (34), on obtient 

ei — *i=:'?71A1 i i t t A i m i A i i u i + A i t t i i 

(36) 1 
— (si, Ait t —2s,t A u i + s , t Aiu)]i 

e, — * . = - n ' [A i m i A i i t n A n t i i + A i i t i i 

— (su A t t t — 2 s , , A , n + t , i A i n ) -
Les équations (26) et (27) se trouvent ainsi remplacées par 
(35) et (36). Par nn calcul facile, on déduit de (36) 

e« — *it="?T" ( A i 11111 A i 11111 A i i i t i i + A i t t i i t 

— (su A i , „ — 2s,t A i m + s . i Ai m ) — 
— (s,,, A m — 2s,,i A m + s, , , AuiMi 

e,i — « t i = : w[A, i t î i i A m u 1 A111111 T A H I I I I 

— ( s n A i i i i — 2 s i t A , i 2 i + s „ A i n i ) — 
— (sm A t „ — 2 s , , , A i t t + s t t i A i n ) ] -

L'équation (28) peut s'écrire 
. S„ S,t S*t 

en — «1,— (e,, — « , ! )=•=• du du dit 
An Ait A n 

Si l'on y substitue les valeurs justement écrites de e , , — e , . 
et e , , — t , , et les valeurs (33) des duc, il vient 

Anis,, , — A, 11 (2s, ,1+8, , ! ) + A, 11 (2s,,, +s , , , )— 
— A t „ s m 

+ 2 [ s i , ( A i „ t — A i t t i ) — 2 s , , ( A , 11» — A , „ , ) + 
(37) + s , . ( A , , i t — A , , , , ) ] 

= A , 11121 A i 11211 A , i m i + A i t i i i 1 A i H111+ 
+ A i i i i i i + A i t t n i A i m 11 • 

Les équations (13), (31), (33), (35), (36) et (37) donnent tontes 
les relations entre nôtres formes différentielles; lorsqu'elles 
sont vérifiées, la surface correspondante existe et est déter­
minée aux homographies près. 

Présentons encore les remarques suivantes. Posons 
_ A m i — A n t i . 1 A1111 A m i A m i A m i 
Vt\ — trF7 , ++£>ll -llyy ,Dtt VV vv Vv 
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ou Dik= ~Jsl— DfAtkrt («,*,r,«i = l ,2 ; r_ e ) ; 

puis n Ain,, — Ai m» — Ai i„i + An ii 
Ul ~ V * 
n A I I „ , A, m i A I „ , I + A , „ I I 

Dt— = , 

on 

Dt = •^•S(—iy+'/^<r$^, (i,r,s,e,6=l,2; r—p, s < 6 ) , 
et enfin 

¥•" 
+ Aiiiii, + Ais,i,i+Aii„ii — Aimii'i 

on 
D = ^ S(— l)f+°+T Ar.i(.»r(r,s,<,e,<r,T=l,2,r_ç>s_o,t—x). 

Dik et Dt sont des systèmes covariants, D est un invariant. 
On peut écrire aussi, si (Dtk)r et (Dt )r sont les dérivées co-
variantes des Dik et Dt 

n _(P„).-(Pi,)i n _(Di . ' , - (P„) , n _ (P,),-(fl,)i 
D'~ W 'Dt~ Vv 'D-~"W • 

Les conditions d'intégrabilité sont un peu plus simples 
si l'on introduit la forme 

H = A., tftti* + 2Ai, duidut + A,, d«,' 
= «n dtti1 + 2 s , , dtti du» + s „ dt*,* — tu (Au dtt,' + 

+ 2 A , , dttidtt, + A „ dtt,«). 
Il ne sera inutile énoncer le résultat complet auquel 

nous sommes arrivés: 
Si l e s é q u a t i o n s 

x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), t=t(u,v) 
donnent l e s c o o r d o n n é e s h o m o g è n e s des p o i n t 
d'une s u r f a c e non d é v e l o p p a b l e S, on p e u t en 
former t ro i s f o r m e s d i f f é r e n t i e l l e s 

F , = Au d«*+2 Ai »d«dv + A , i d v ' , 
(I) ,F .=A. , .d t t , + 3A.,,dtt ,di> + 3A,„dttdv ,+A,„dt;», 

27=Audtt , + 2A,, dudw + A,, dv\ 
dont la p r e m i è r e a son d i s c r i m i n a n t 

V = A , , A „ —A,,« 
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d i f f é r e n t de zéro; ces t r o i s f o r m e s ne changent 
pas si l'on r e m p l a c e « et v d'u ne manière q u e l ­
conque , par des n o u v e l l e s v a r i a b l e s i n d é p e n -
dentes , ni que l'on e f f e c t u e sur (x,y,z,t,) une 
t r a n s f o r m a t i o n l i n é a i r e e t homogène, à coef f i ­
c i e n t s c o n s t a n t s et à d é t e r m i n a n t égal à l 'unité . 
S o i t K la courbure de la forme F,, Aiur, (P.»)r, 
(Di)r, hikr les systèmes covariants dérivés des systèmes Ai*., 
Dik, P i , Ait, F, é tant la forme f o n d a m e n t a l e , et 
posons 

A „ , A i , , 
A i , , A » , 
A „ A „ 

(II) 

' = V7 
A l l , 
A u , 
A , . 

O F - - J K, 

~ vv Д ,P„ 
_A»« —Ai; D„ = 

P i = 
( P „ ) , - ( P , , ) , 

Vv 
D, 

VӮ 
—Лiaia Z-iia i 

Vv 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ 

Vv 
p = ( P . ) , _(D,). 

w 
L e s f o r m e s (I) s o n t l i é e s par les six relations 

A „ A „ i — 2 A , , A , i , + A „ A , „ = 0, 
A „ A I I Ï — 2 A „ A . „ + A „ A „ , = 0 , 
A„A„—2A,, A , , + A , , A » _ 9 

V ' 

(Ш) 

— — ^ ш - = è ( Д „ , P „ - 2 Д , , , P , s + Д , „ P „ ) , 

-ӯ= = ф ( Д , . , P , , - 2 Д , „ D l , + Д , „ D „ ) , 

ӯ = [ Д „ , A , „ — Д , , , ( 2 Ä I , , + A , , , ) + Д , „ ( 2 A , , , + 

+ A,,,) — Д „ , A,„] + - ^ ( A , , P „ - 2A, ,D, ,+ 

+ A„P„)=Ð-
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S o i t e n c o r e 
A,,A„A„ 
D,tD,tD„ 
dv*-dudvdu* 

d,, du'-\-2d,tdudv-\-di, dv*=~^" 

llk = { ( hik + ci) Aik + dik ) , 
hk — i ( hik + o> Ai* — A* ), 

(IV) { &.fe=JUft — coAi*, fitk = Uk—wAik, 
Ci + (I — OII 

e, — «, = /)i — y (s,, A „ , — 2 s „ A , , , + s , , A , i i ) , 

«»—««—#« — y (*,, A , , , — 2 s „ A i , , + s , , A , „ ) . 

A l o r s l e s c o o r d o n n é e s x,y,z,t des p o i n t s de S 
satisfont aux équations 

Xtk = 2&ri Ai'rX. + bikX + AikX, 
(V) 

XІ = ei x + 2 Л-. íłг x,. 

I c i , 

» _ _ _ a — _ _ _ o. — A n _ _ , * „ — -
i i s o n t l e s d é r i v é e s p r e m i è r e s e t z u les d é r i v é e s 
s e c o n d e s o o v a r i a n t e s (par r a p p o r t à F,) d e » , 
2X es t le p a r a m è t r e d i f f é r e n t i e l second de x 

ï = . A , n = i (»nXn + 2 * „ » „ + # „ » „ ) 
et X< s o n t l es d é r i v é e s p r e m i è r e s de X. F i x o n s 
le f a c t e n r des c o o r d o n n é e s h o m o g è n e s §,17,£, T 
des p l a n s t a n g e n t s de S de f a ç o n à a v o i r 

EX+-r+cz+T.r—î; 
alors , 1,17,s,' s a t i s f o n t aux é q u a t i o n s 

|,* = - 2 #,. Al*r S. +/**£+Ai* fi, 
r* 5*-=*(£+_•#,«$.> £«, 

r* 
où 

* = ! _ , £ — i ( * i i l u + 2 * „ £ , , + * „ ! „ ) . 
R é c i p r o q u e m e n t , é t a n t d o n n é e s t r o i s f o r m e s 
d i f f é r e n t i e l l e s (I) dont la p r e m i è r e à d i s c r i ­
m i n a n t d i f f é r e n t de zéro, s a t i s f a i s a n t aux re­
l a t i o n s (III); e l l e s d é t e r m i n e n t une s u r f a c e non 
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d é v e l o p p a b l e S anx h o m o g r a p h i e s près e t le 
f a c t e u r a r b i t r a i r e des coordon nées homogènes 
de ses p o i n t s à une rac ine h u i t i è m e de l 'unité 
près ; c'est ce qu'on o b t i e n t en i n t é g r a n t le sy­
s t è m e (V), f a i s o n t u s a g e de la re la t ion 

x y г t 
Xi !h г, t, 
x.. y~ z, t.. 

:V-V. 
X Y Z T 

Applicons encore nôtres formules au cas spécial où l'on 
prenne pour x les coordonnées non homogènes (géométrie 
affine). On a alors évidemment 

d'où 
ò.* = 0, Ai*=шД,*, 

Ai*=s k — o> Ai* = dik + 2 Itk — ui Ai*=dit + M Ai*. 

Substituons donc ces valeurs des hik dans les équations (III). 
Les deux première? restent les mêmes: 
(A) A ÎSA,„ — 2A,SA,1S + A„A,1S = A,S A,,- — 

— 2 A , S A , . . + A „ A , S S = U . 
La troisième se trouve vérifiée identiquement. La quatrième 
et la cinquième donnent 

oh=*i» (<•,,» — d,t,) + *, , (« . , , , — <., ,)— r = X 

[(#,SA,„ + S„A,,,)Z>,S-2(*, ,A,,S + .'A11A1„)Z),1 + 
+ (#i ,A,„ + #1 ,A„,)#„J, 

««» = — *„ W, i, — <*, », ) — *, » Wu, —<•„ i ) + r = X 

[(*„A,ii + #,,A,,,)/>„ —2(*„A, , ,+ #1SA,„)D,S + 
+ ( * u A , „ + # , , A , „ ) D „ ) . 

Or, il vient des équations (39) et (38) 

#„ W,,,— d, » , ) + * , , (d,„ — d s l , ) = £>,, 
*i»(t»n» — <*,»,) + * „ W u , — f i „ , ) = £>•; 

ayant égard aux équations (A), on peut donc mettre les pré­
cédente à la forme 
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(B) 
«* + ß'-ӯfì 

Ш l + Ð t = V v ^ 

Am A i i , A i , , 
Au A . , A , , 
D„ D,t D„ 
A , . , A i , , A , , 
Au A i , A „ 
Mi D,t £>,, 

D'ailleurs un calcul facile montre que la dernière des équa­
tions (ITT) est une conséquence des équations (B). Les con­
d i t i o n s d ' i n t é g r a b i l i t é de la g é o m é t r i e a f f i n e 
sont donc (A) et (B). Si l'on substitue encore dans les équa­
tions (IV), on obtient, tenant compte de (B), 

l An Ai , A „ 
rf„ du' + 2 d,t du dv + d,t dv% = -j= D„ D,t Dtt 

"V (foi —dudv du' 
Uk = dik-\-a>Aik, /.* = e»Al*, bik = 0, fak = dik, 

ei = 0 , t . = e»i. 

D'ailleurs ces équations de la géométrie affine se trouve 
déjà, aux notations près dans le Mémoire de M. J. Badon 
tïber a f f i n e Géométr i e XVI: Die G r u n d g l e i -
uhungen der a f f i n e n F l â c h e n t h é o r i e , inséré aux 
Leipziger Berichte, Bd. 70, 1918, S. 91—107. 
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