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REЛLE ACCADEMIA NAZІÜNALE DEI LINCEI 
Kstratto dal vol. XXXI1, seг. 5a, 2° sem , fasc. 10°. - Seduta del 1«Ş noтembre 1923* 
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Matematica. — Sur les invariants de l'élément linéaire pro-
jectif d'une surface. Nota di EDUARD OECH, présenta ta dal (Jorri-
spondente GUIDO FUBINI (*). 

1. Une surface S non réglée étant donnée, on peut former deux formes 
différentielles (u — ux ,, v — H* étant les coordonnées curvilignes) : 

( <p2 — 2(tih dut duk = an du2 | - :laX2 du dv f a%2 dvl . 

\ (p3 = 2amdUidukdui=iaX{X du' - j - 3aiî2du%dv - j - 3al22dudv2 -f- ai22dv3 

(!es formes ne changent pas si Ton soumet S soit à une homographie, 
soit à une déformation projective (2). 

il) Presentata nella seduta del 4 novembre 1923. 
(2) Fubini, Fondamsnti di geom. proiettivo-differenz. liend. del Circ. Mat. di Pa

lermo, torno 43 (1918-19), § l. 
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Elles sont liées par les relations Q) 

(2) 

ЧЫ 

# 1 1 1 # 1 1 2 # 1 2 2 

# 1 1 2 # 1 2 2 #22% 

# 1 1 # 1 2 # 2 2 

+ A* = 0. 

Ђщ = 2 #** ars dus — 2a &rs dus; 

2. Je pose 

(3) 

on a réciproquement 

(3)bis dui = s 2&ik ars Dus = s 2 a* &rs Dus. 

On a alors 

(l)w, g>2 = 2 &ik dm Duh = — s2aik D ^ Buk 

et si 2bik dui duk est une forme quadratique conjuguée a (p2 (c'est-à-dire si 
Von a 2céhbih = 0) 

(4) S bik Dm Duk = eSbik dm duk. 

J'introduis encore une forme cubique q>'3 en posant 

(5) cpl = 2atki dui duk Dui == 2bihi dm duk du% (2). 

On a les identités 

(6) 

{þ)blS 

(7) 

(Ђbu 

ÍPз" w ł 9>I = 0 , 

\bm = 2-&rìaГћi , aш = £2^riali , 

í % =- .2**- öШ , a£г = s 2 t f i r *,« , 

-f й ш й Ш — — *2bm bш = 2 , 2am bш = 0 , 

2 a* (i ihs ' s2biK bihs = ars , .24* ôrts == # r s . 

3. De la première ligne de (2) on peut déduire facilement qu'il existe 
une forme linéaire covariaote 2xpt dut telle que Ton ait les identités suivantes 

(8) 
; áwfr — €2&rs (ps • bin 

i bm,r = 2&rs tff • aiu . 

(l) Je fais usage des notations habituelles du calcul absolu, q>2 étant la forme fon

damentale. Ainsi A = alt a22 — a\2 , a11 = - p , «iw,r sont les dérivées covariantes des 

eau etc. Je pose aussi 

e = JAL = BgiiÀ==fcl , * n = 0 , * i a = l/JÂl , * a l : 

(aj Je suppose que les biki forment un système covariant symmetrique. 

- ť | A | , *, 
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A l'aide des tpi, on exprime aisément les trois invariants du premier 

ordre du système <p2, <p% : 

(9) d> = 2tpif
i , <P =- S am tptxpk^i , V = 2bmipirphtftl 

liés par l'identité 

(9)M. Ф ' _ « І Í . ' ! = . Ф ; 

4. A l'aide des dérivées covariantes tpitH des t//* on peut exprimer les 
quatre invariants du second ordre 

(10) 
j K = — | _; a* V..,* . H = _. ^ * V«,* 

! © = _. aM «/>.,* ipt , 0 ' == -Î . « Vtt , V* • 

On peut démontrer que K est la courbure de <pi. 
On a les identités suivantes ('): 

dФ 

(П) 
rfф 

„Ф» 

/ iij© — e «P' 0 ' \ 

__. / __ 3 K + 2 — ) 2 ti dut + 
/ qs'@ — qs0'\ 

+ * ( - H + 2 ) _ > D„, , 

-(-??-*?+ia)-»-,-h 
/ «PH *P'K \ 

+ • ( - « " - T " í - - - i - - - 1 ©') -*V. D«ž , 

+ (-*-? / ... ». <P'H „ <PK , \ 

5. Donnons-nous deux couples de formes <p2, g>3 et ijp2 . </3 (*) et cher
chons s'il est possible de trouver une transformation à déterminant fonctionnel 
positif (3) qui porterait <p% en <p2 et y3 on g>3. Il faut considérer, outre le 
paramètre différentiel habituel 

A(P,Q)=--îfl<*P«Q* , A(P,P) = A(P) 

(x) Je suppose * § 0. Si _>-= 0 , on a des identités analogues que je omets 
décrire ici. 

(2) Les variables dans les formes cp2,(p3 sont û = ûl , p=û2. Les invariants 

# , </r... déduits des ip2 , cp3 seront indiqués par # ,*P, . . . . 
(3j O'est seulement pour simplifier les énoncés que je fais cette supposition. 
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le paramètre différentiel 

E(P,Q)=--.Sa»-"P.PJ.Q, , E (P ,P )= -E(P) . 

En premier lieu, supposons qu'on puisse trouver deux des invariants 

(12) 0 , g > , H , K , 0 , e r , 

soient P et Q, dont le Jacobien soit différent de zéro. 
Alors une transformation à déterminant fonctionnel positif porte g>2 

en g>2 et cp3 en y3 alors et alors seulement qu'elle satisfait aux équations 

p = p , Q = Q, 

A(P) = A(P) , Â(P,Q) = A(P,Q) , Â(Q) = A(Q), 

E(P) = E ( P ) , E ( P , Q ) = E(P,Q) , E(Q,P) = E(Q,P) , E ( Q ) = E ( Q ) . 

On voit en particulier que les transformations en question, si elles 
existent, sont en nombre limité et peuvent être déterminées par des élimi
nations et dérivations. 

;)(<*>, *P) 
Dans le cas général, où , —7-4=0, les conditions peuvent s'écrire 

bien plus simplement: 

# = 0) ,W=W , ¥' ' = *P\ H = H , K = K , 0 = 0 , 0=0'. 

En second lieu, supposons que tous les invariants (1.2) soient fonctions 
d'un d'entre eux, mais excluons encore la possibilité que tf> et *P soient si
multanément des constantes. Alors pour l'existence d'une transformation 
de <p2, (p3 en y2 , y» il faut qu'il existe entre <P , *P, H , K , 0 , 0r les 
mêmes relations. 

D'ailleurs, s'il en est ainsi, il existe oo1 transformations qui peuvent 
être trouvées par des quadratures. 

Enfin, si <ï> et <P sont des constantes, les conditions sont simplement ; 
$ = d) ,ç=s: îP , il existe alors oc2 transformations qu'on trouve par des 
quadratures. j 

6. Un exposé complet paraîtra dans les Publications de l'Université 
Masaryk, Brno, Tchécoslovaquie. 
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