Cech, Eduard: Other works

Eduard Cech
Komplexni ¢isla na gymnasiu

Matematika a fysika ve Skole 2 (1949-50), 132-135

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500968

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematika a fyzikd, 1949

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized

documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
O digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/500968
http://project.dml.cz

r w

Komplexni disla na gymnasiu.
Prof. Dr EPUARD CECH, Praha

Nauka o komplexnich éislech se na gyl‘%siq‘ probirala dosud pouze
v malém rozsahu. Jedinou aplikaci komplexnich &isel bylo, Ze rovnice,
které by jinak nemély feSeni, zavedenim téchto ¢isel se staly formélné
refitelnymi. Av8ak slovni dlohy vedouci na rovnice, které se probiraly,
bvly bez vyjimky toho druhu, Ze imagindrni FeSeni rovnice nemsélo
z4dného vyznamu pro slovni dlohu rovnici vyjddfenou a probirdni ima-
gindrnich FeSeni jen zastiralo diskusi podminek FeSitelnosti problému.
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U zikt nemohl potom nevzniknouti dojem, jako by nauka o komplexnich
¢islech byla pouze samotidelnou abstraktni theorif bez jakéhokoli Zivotné-
ho vyznamu.

Nové osnovy matematiky pro gymnasia jsou vyrazem snahy sou-
stiedit pozornost v kazdé partii uéiva na principidlni logické otizky
a zdlraznit co nejjasnéji vzajemnou souvislost riznych partii. Nauka
o komplexnich é&islech je v novych osnovach ponékud rozsifena a vy-
trzena ze své dosavadni isolace tim, Ze se maji probrat také zakladni
geometrické aplikace téchto &isel. Jak je moZné vyhoveéti v této partii
duchu novych osnov do doby, nez budou vydany nové uéebnice? Srp-
novi didaktickd konference ukizala potiebu néjakych pokyni v tomto
sméru, coZ je hlavnim tiéelem tohoto ¢lanku.

Probirani komplexnich éisel mizeme zcela dobie zaditi tak, jak je to
nastinéno v udebnici prof. BydZovského, aZ na to, e bych doporudoval
neodsouvat geometrické zndzornéni komplexnich é&isel a% na konec,
nybrz uzivat ho co nejhojnéji od samého podatku. V jedné malié¢kosti
bych doporuéoval odchylku od citované udebnice. Na str. 43, fadek 3
(vydani z r. 1947) se zavadi ¢+ jako odmocnina ]/ —1 opatv"'ena', ZNaméen-
kem - (kursiva moje). J4 bych to radéji formuloval tak, Ze ¢ je nové
¢islo, s nimz se bude poditati (mimo jiné) podle pravidla 4 .i= —1,
nebot co znamend, ,,opattiti znaménkem 4 dosud bezvyznamny symbol

V—l? Po probrani zdkladnich podetnich vykont s komplex-
nimi &isly mtZeme (a po mém soudu musime) dodateéné prokazati, ze
rovnice 22 = — 1, kterd v dosud probiraném oboru ¢isel realnych ne-
méla zadny kofen, ma v rozsifeném oboru ¢isel 'komplexnich kofeny
r=1ax=—1%a zadny ]1ny, coZz neni a priori samozfejmeé.!) Ani
potom neni zZadného divodu, proé¢ bychom méli pst

iz—l—l:—l;-——i:—-]/__l (*)
a ne naopak, leda Ze povazujeme (*) za jednoznaénou definiei symbolu

V — 1. Déle bych doporuéoval jednu drobnou terminologickou odchylku:
V citované udebnici se &isla tvaru bs (s vyslovnym vyloudenim piipadu
b= 0) nazyvaji éisly imagindrnimi. J4 ddvim piednost tomu, na-
zyvati éisla tvaru b¢ ¢isly ryze imaginarnimi (a toiprod = 0, takze
¢islo 0 patii potom i mezi ¢isla redlna i mezi éisla ryze imagindrni), kdezto
imaginarnimi- éisly rozumim disla tvaru e 4 bi, kde a 4 0. Je to

1) To mtZeme provésti tak, ze dokazeme, Ze i v oboru komplexnich &isel plati
véta, Ze soudin je roven nule pouze tehdy, je-li aspoil jeden &initel roven nule, naée%
uzijeme indentity x? + 1 = (x — ) (z + %). MiZeme také rovnici 22 = — 1 neboli
T .x = — 1 rozPeSit geometricky na zdkladé zndzorndni nésobeni komplexnich
¢isel, o kterém si promluvime pozdé&ji. Nejlépe je to provésti obojim zpusobem, nebof
dokézati touz véc dvéma podstatné riznymi zpusoby je vidy velmi instruktivni.
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sice subjektivni, ale ka%d4 terminologie m4 byti dislednd, temu% v da-
ném pnpade nenf, nebot na str. 88, ¥4dek 13 zdola, a na str. 90, ¥4dek 15
shora, musime zfejmé slovo ,,1mag1na,r111“ chdpat ve smyslu ,,nerea]ny
mnou doporuéovaném; rovnéz tak na str. 98, fadek 7 zdola.

O geometrickém zndzornéni komplexnich ¢&isel jsem se jiZ
zminil. (Vyskytuje se v uéebnici Bydzovského, ale neni o ném fe¢ v uceb-
nici Mukové.) Nesmime se vSak spokojiti pouhym zndzornovinim kom-
plexnich ¢&isel samotnych, nybrz dilezité je zejména probrati zndzornéni
zdkladnich pocetnich vykonu s témito &isly. Jelikoz zndzornéni nepii-
mého podetntho vykonu je snadnym désledkem zndzornéni p¥islu$ného
piimého vykonu, je hlavni probrat znazornéni séitdni a nasobeni. —
U séitani je véc velmi jednoduchd a zndmd, prodez se zde nebudu
o tom Sifiti a omezim se na struény popis jednoho .zptsobu, jak pro-
brat geometricky vyznam nésobeni komplexnich &isel. Nejprve vylo-
Zime, coZz je zcela snadné, Ze pii redlném c 5= 0 pfechod od d&isla
x + yt k éislu (x + yi)c znamend homothetii se stiredem v podatku. Ne-
méné snadno potom ukézeme, Ze prechod od &isla « + i k &islu (x + yi)e
resp. k &islu (z + 1) ( — 1) znamend rotaci kolem poéatku o pravy thel
v kladném resp. v zapornem smyslu. Spojenim obou vysledku dospé-
jeme ke geometrlckemu vyznamu piechodu od é&isla z 4 yi k &islu
{x 4 yi) . ci. Nyni pristoupime k obecnému piipadu nasobeni komplex-
niho ¢&isla z 4 ¢ libovolnym komplexnim d&islem o -+ b7 4= 0. Pro
struénost oznadéim obecné [z + v ¢] bod, ktery je obrazem komplexniho
fisla  + yi. Body [0], [2], [z + #¢], [yi] jsou vrcholy obdélnika P, pii
gem? pravy ihel < [x] [0] [y¢] vznikne otdéenim v kladném nebo v z4-
porném smyslu podle toho, zda &isla x, ¥y maji stejnd &i nestejna znameni.
{Pro struénost piredpokldddm z == 0, y & 0.) Jezto geometricky smysl
nasobeni pro p¥ipad jednoho &initele realného nebo ryze imagindrniho je
ndm jiz znam, dovedeme umistiti body [z(a + b7)], [yi(e - b7)] a kon-
statujeme, Ze < [z(a + b7)] [0] [yi(a + Dt)] je pravy tuhel téhoZ smyslu
jako pravy uhel <t [z] [0] [y%]. JeZto geometricky smysl séitani komplex-
nich éisel je nam také jiz zndm a jeZto

(@ 4 i) (a+ bi) = a(a + bi) + yi(a + bi),

konstatujeme, Ze body [0], [z(a + D?)], [(xz + v2) (@ + D)), [vi(a + 02)]
jsou vrcholy obdélnika P’. Posléze konstatujeme, Ze rotace kolem po-
datku o dhel < [1][0] [@ -+ b7] kombinovand s homothetii o poméru
rovném |a + bi| pfevede obdélnik P v obdélnik P’ a specidlné bod
[z -+ y¢] v bod [(z + y2) (& + )], 8imZ je nalezen geometricky vyznam
ndsobeni komplexnich ¢&isel v obecném piipadé. Samoziejmé ve Skole
nebudeme provadét explicitné obecnou tvahu, nybrz provedeme rozbor
v nékolika konkretnich numerickych prikladech, na pt. z + yi = 2 — 14,
a + bi = — 3 — 44 (je nutné vzit rozmanitd znameni d&isel z, y, a, b).
Dilezité je zdtraznit ve vysledku zvldsté dilezity specidlni pfipad, kdy
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a -+ bi je komplexni jednotka, t. j. kdy prostd hodnota |a -+ bi| je
rovna jedné. V tcmto pripadé bod [(z 4 yi) (@ 4 b7)] vznikne z bodu
[ 4+ y¢] rotaci kolem pocatku o thel < [1][0] [@ -+ b¢]. Pfipomeneme
zvlastni pripady komplexnich jednotek + 1, — 1, 4 4, — ¢ probrané uz
rive. |

Aplikace jsou nasnadé. Na zdkladé geometrické interpretace né-
sobeni dojderme snadno ke geometrické interpretaci mocniny (z + y¢)?,
zejména k vysledku %e algebraicky problém Yefeni rovnice an == 1
v komplexnim oboru je Uplné ekvivalentni s geometrickym problémem
konstrukce pravidelného n-thelnika, coZ mibZeme podrobné rozvésti
v piipadech n = 3, 4, 5, 6. MlizZeme se také zminit o tom, Ze timto zpa-
sobem byla prokazana nemoznost euklidovské konstrukce pravidelného
sedmitihelnika a devitithelnika a moZnost euklidovské konstrukece pra-
videlného sedmnictitihelnika. RovnéZ na nemoznost euklidovské kon-
strukce trisekce thlu mtzZeme pfi této prilezitosti poukazati.

Nejdalezitéjsi je ovSem aplikace na goniometrii. Jezto goniometrické

funkce ostrého thlu podle novych osnov budou zndmy jiz pied probi-
ranim komplexnich ¢&isel, konstatujeme, Ze jestlize obraz komplexni
jednotky a + b1 lezi v prvém kvadrantu, t. j. jestlize je a > 0, b > 0,
la 4 bi| = 1, plati identita

a 4 bi = cosp + 4 sing, kde p = < [1][0] [a + 4]

Rozsireni této identity na zcela libovolné komplexni jednotky je ekvi-
valentni s rozsifenim definice funkef kosinus a sinus na libovolné tdhly.
Na zdkladé geometrické interpretace nasobeni komplexnich &isel dostd-
‘'vdme ihned Moivreovu identitu ‘

(cosex + 4 sine) (cosf -+ 4 sinff) = cos(x + ) + i sin(x + B)

shrnujici obé zndmé formule pro cos(x + f) a pro sin(x 4 f) ve velmi
pfehledném tvaru. Tento zplisob odvozeni vzorcl pro goniometrické
funkce souétu dvou Ghlt m4 mimo jiné tu pfednost, Ze miiZeme probrati
na raz vSecky mozné p¥ipady velikosti danych thla. Hlavni a zisadni
vyhoda je ovSsem v tom, Ze zaci jasné vidi, jaké prekvapujici souvislosti
jsou mezi zddnlivé velmi odlehlymi partietni matematiky. Celd nauka
o komplexnich ¢&islech, budeme-li ji probirati tak, aby vynikly principy
a aby myslenkové procesy nebyly zastirany pfecenovanim mechanického
vyeviku, bude mozné v dohledné dobé patiit mezi nejoblibenéjsi partie
gymnasijniho uéiva jak pro uditele, tak i pro zaky. Je pouze tfeba se
nebat podateénich obtizi, které p¥i kazdé zméné vyulovaciho programu
jsou nevyhnutelné.
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