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ROZPRAVY II. TRIDY ČESKÉ AKADEMIE . 
R O Č N l K XLII C l S L O 13. 

Dimense dokonale normálních prostorů. 
Podává 

Eduard Čech. 

P ř e d l o ž e n o d n e 5. ú n o r a 1932. 

Menger a Urysohn dokázali hlavní věty teorie dimense pro kom
paktní prostory. Později především Hurewicz rozšířil teorii na obecnější 
separabilní prostory.*) Hlavní důvod, proč některé základní věty o di
mensi platí pro separabilní prostory, je podle mého mínění v následující 
Hurewiczově větě: Je-li A uzavřená část nejvýš n-rozmérného separabilního 
prostoru R, pak existují libovolně malá okolí množství A v prostoru R s nejvýš 
(n—\)-rozměrnou hranicí. To mne vedlo k modifikaci definice dimense: 
beru totiž vyslovenou větu za rekurentní definici dimense. V separabilních 
prostorech tedy nový pojem dimense splývá s dosavadním. Užitečnost 
nové definice vyplývá z toho, že, jak v následujícím ukazuji, tři hlavní 
věty teorie dimense, totiž věta o dimensi části, věta součtová a věta o po
krytí (Zerlegungssatz) ve smyslu nové definice platí o mnohem obecněj
ších prostorech, které nazývám dokonale normální a které jsou obecnější 
než prostory metrické. 

Abych učinil věc co nejpřístupnější českým čtenářům, předeslal jsem 
vlastnímu výkladu odvození všech (většinou známých) vět z elementární 
topologie, kterých v dalším užívám. 

Hlavní výsledky tohoto článku byly (bez důkazu) uveřejněny v po
známce Sur la théorie de la dimension (C. R., nov. 1931). 

I. Pomocné věty.1) 

1. Nechf R je dané množství. Nechť $ je nějaký systém částí množ
ství R, zvolený tak, že platí následující čtyři axiomy. Pak množství R 

*) Historické odkazy najdou se v Mengerově knize Ditnensionstheorie, 1928. 
*) Některé jednoduché a známé věci vyslovuji zde bez důkazu. Začátečník 

najde tyto důkazy v úvodní části I. mého článku Množství ireducibilni souvislá 
mezi n body (Časopis pro pěst. mat. a fys., 1932). 

R o z p r a v y : Rob XLII. TI-. II C. 18. 1 
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nazývá se topologický prostor, jeho prvky nazývají se body a ty jeho části, 
které náležejí do systému ft, nazývají se v R uzavřené. Ony čtyři axiomy 
jsou: 

1 «1. Prázdné množství 0 a celý prostor R jsou v R uzavřená množství. 
1 -2. Je-li x libovolný bod z R, pak jednobodové množství (x) je v R 

uzavřené. 
H 

1-3. Součet 2 A, konečného počtu v R uzavřených množství je v R 
«-i 

uzavřený. 
1-4. Průřez libovolného (třeba i nekonečného) počtu v R uzavřených 

množství je v R uzavřený. 
2. Množství A C R nazývá se v R otevřené, když a jen když R — A 

je v R uzavřené. Tedy: 
2-1. 0 a R jsou v R otevřená množství. 
2-2. Pro každý bod x z R množství R — (x) je v R otevřené. 

n 

2-3. Průřez n A, konečného počtu v R otevřených množství A, je 

v R otevřený. 
2-4. Součet libovolného počtu v R otevřených množství je v R otevřený. 
3. Je-li S libo volná část topologického prostoru R, pak v S uza

vřené (v S otevřené) množství definujeme jako průřez S s libovolným 
v R uzavřeným (v R otevřeným) množstvím. Podle této definice také S 
je topologický prostor. 

3-1. Když A C S C R , když A jest uzavřené (otevřené) v S, když S 
jest uzavřené (otevřené) v R, pak A jest uzavřené (otevřené) v R. 

4. Je-li A C R, pak ze všech v R uzavřených množství obsahujících A 
jedno je nejmenší; nazýváme je uzavřený obal množství A a značíme je A. 

4-1. Pro každé A C R jest A uzavřené v R. 
4-2. Pro každé A C R jest A C A~C R. _ 
4-3. Je-li A C E C R a je-li_F uzavřené v R, pak A CE. 
4-4. Je-li ACBCR, jest ACH. 

m m 

4-5. Je-li A, C R pro 1 < i<m (m konečné), jest S A, = S A ť . 
• i . i 

4-6. Je-li A C R, jest A tehdy a jen tehdy v R uzavřené, když A = A. 
5. Nechť A C S C R. Pak uzavřený obal množství A v prostoru S 

jest A S. Tedy A jest uzavřené v S, když a jen když A = A S. 
6. Množství A,BCR nazývají se oddělená,2) když 1 ° A B = 0; 

2° obě množství A,B jsou uzavřená3) v A + B. Tato podmínka závisí 
pouze na prostoru A + B, nikoli na širším prostoru R, do kterého prostor 
A + B je vnořen. 

*) Ve článku citovaném sub l) bylo v témž smyslu užito rčení: součet A + B 
má oddělené sčítance. 

*) Slovo uzavřená smi se zde nahraditi slovem otevřená. 
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6-1. Jsou-li A,, B, oddělená pro 1 < i < h, 1 < / < k (h, k konečná), 

také 2 A, , 2 By jsou oddělená, 
ť - l / i 

6-2. Jsou-li A, B oddělená a je-li AjCA, Bl C B, také Alt Bí jsou 
oddělená. 

7-1. Množství A,B C R jsou uzavřená v A + B, když a jen když 
A B + A B = A B._Dukaz.V>. Nechť A, B jsou uzavřená v A + B. Podle 5 
jest A = (A + B) A = AA_+ AB = A + AB, tedy A B C A, tedy A B 
C A B_z téhož důvodu A B C A B. Tedy A B + A B C A B,_takže podle 
4-2 A B +_A B = A B. ..o.jNechť A B + A B = AB. Pak A B C A B C 
A; také A A C A; tedy A (A + B) C A, takže A (A + B) = A podle 
4-2. Tedy A jest uzavřené v A + B podle 5; z téhož důvodu B jest uza
vřené v A + B. 

7-2. Množství A, B C R jsou oddělená, když a jen když A B = A B = 
= 0. Důkaz. 1°. Nechť A B jsou oddělená; pak jest A B = 0 a množství 
A, B jsou uzavřená v A + B , tedy podle 7-1 A B + A B = 0, t. j . A B = 

A B = 0. 2°. Nechť A B = A B = 0. Podle 4-2 A B = 0; tedy podle 
7-1 A, B jsou uzavřená v A + B. 

8. Nechť množství U jest otevřené v topologickém prostoru R. 
Množství U — U nazývá se hranice množství U v prostoru R; budeme 
je značiti HR (U). 

8-1. U.H* (U) = 0._ 
8-2. U + HR (U) = U. 
8-3. HR (U) jest uzavřené v R. Důkaz. HR (U) = U. (R — U); U 

(R — U) je v R uzavřené podle 4-1 (podle 3); tedy podle 1 -4. 
9-1. Nechť pro 1 < i < m (m konečné) U, jsou otevřená v R. Pak4) 

HR ( S U, ) C S HR (U.;). 
v , = i / ť i 

m 
Důkaz. Levá strana má smysl, neboť U = 2 U, jest v R otevřené 

ť i 

podle 2-4. Je-li H = HR (U), jest H = U — U C U; tedy podle 4-5 H C 
2 U, . Avšak U, CU a UH = 0 podle 8-1; tedy U, H = 0, takže H C 

ť i 
'" m 

S (Í7«—17,-) = 2 H* (U,). 
»' i ť i 

9-2. Nechť U, V jsou otevřená v topologickém prostoru R. Nechť 
W = U — V. Pak W jest otevřené v R a5) 

HR(W)CHR(U)+HR(V). 
Důkaz. R — V jest v R otevřené podle 4J , tedy také W = U (R — V) 

podle 2-3 je v R otevřené. Podle 4-2 jest R —• V C R — V, tedy W CR — V, 

*) V. K. Menger, Dimensionstheorie, str. 36, Additionssatz fiir Begrenzungen 
offener Mengen. 

8) L. cit. sub. «), str. 36. 
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takže W C R — V_podle 4-3. Ježto WcU, podle_4-4 W C U. Jest V x 
XHjr(W)CV.TVCV(R — V±=HR(V)i HR(W)--VCW — VCU — V\ 
tedy podle 8-1 HR (W) —VC U — V — (U — V) C U — U = HR (U); 
avšak V.H*(W0 + [H*(W) — V]=H*(W), takže H« (IV)c H, (U) + 
+ ft(V). 

10. Nechť pro v = 1, 2, 3 . . . množství O,, V, jsou otevřená v topo
logickém prostoru R. Nechť 

00 

S = П O,. (1) 
» 1 

Nechť TCS; nechť 

M 

TCS V,. (2) 
, i 

Nechť pro v = 1, 2, 3 . . . jest 
O, :>O,+ i, V, CO,. (3) 

Pak jest6) 
HR ( S V, ) C S HR (V, ) + M, (i) 

v , 1 ' v 1 

= S . H* ( Š V, ) ; M c S — T. (5) 

Důkaz. Označme H levou stranu relace (4). Podle (2) a 8-1 TH = 0, 
tedy M = S H C S —-T. Zvolme bod p v H — S ; stačí ukázati, že (/>) 
C HR (V,) při vhodném v. Ježto (p)CR — S, podle (1) existuje index k 
takový, že (j>) C R — & . Podle (3) pro v > £ jest V„ C (?*, tedy podle 4-4. 

Š V, CQÍ, tedy (p)CR— Ž V,. 
, = * + i t» * + i 

Avšak podle 4-5 

0) C H C Š V, = V, + . . . + V* + S V, - S V, + Š V,, 
, - i , *+i * i » *+i 

* 
tedy (/>) C S V», takže při vhodném v jest (/>) C V, . Podle 8-1 jest (/>) C 

-- i 

HCR— S V,CR — V, ; tedy (»CV : — V, = H* (V, ). 
» i 

11. Nechť S C R ; nechť U jest otevřené v R. Pak 
Hs (S U) C S . HR (U). 

Důkaz. S U jest (v. 3) otevřené v S, takže levá strana má smysl. Podle 5 
a podle definice hranice 

Hs (SU) = S . S U — S U C S . S U . 
Avšak podle 4-4 S U C ř_ tedy _ 

H5 (S U) C S U — S U = S (U — U) = S . HR (U). 
12. Topologický prostor R nazývá se normální,'') když má násle-

•) L. c. sub 4), str. 37, Verallgemeinerter Additionssatz fiir Begrenzungen 
offener Mengen. Mengerova věta je nepodstatně odlišná od věty v textu. 

7) V. P. Urysohn, Uber die Máchtigkeit xusammenhángender Mengen, Math. 
Annalen, sv. 94, str. 265 

XIII 



dující vlastnost: Jsou-li A, B uzavřená v R a je-li A B = 0, existují v R 
otevřená U, V taková, že UDA.VDB, UV = 0. 

12-1. Nechť R je normální prostor. Nechť A jest uzavřené v R; nechť U 
jest otevřené v R; nechť A C U. Pak existuje v R otevřené V takové, že 
ACVCVCU. 

Důkaz. Množství A, R — U jsou v R uzavřená a jest A (R — U) = 0. 
Ježto R je normální, existují v R otevřená V, W taková, že A C V, R — U 
C W, V W = 0. Podle 4-2 V C V. Ježto V_W = 0, jest V C R — W; ježto 
R — W jest v R uzavřené, podle 4-3 V C R — W; avšak R —• U C W, 
tedy R —• W C U, takže V C U. 

13. Topologický prostor R nazývá se úplně normální,6) když má 
následující vlastnost: Jsou-li A.BCR oddělená množství, existují v R 
otevřená U, V taková, že U :> A, V } B, U V = 0. 

13-1. Úplně normální prostor je normální.9) Důkaz. Jsou-li A, B uza
vřená v R a je-li A B = 0, jsou A,B oddělená množství. 

13-2. Nechť R jest úplně normální prostor; nechť S CR. Pak S jest 
úplně normální prostor.10) Důkaz. Nechť A, B C S jsou oddělená množství. 
Pak existují v R otevřená U, V taková, že Uj A, V D B, U V = 0. Množ
ství SU, SV jsou otevřená v S a jest S U D A . S V D B , S U . S V = 0. 

13-3. Nechť R jest úplně normální prostor; nechť S c R . Nechť U0 

jest otevřené v S; nechť U jest otevřené v R; nechť U0 C U. Pak existuje 
v R otevřené V takové, že 

VCU, SV=U0, S.HR(V)=HS(U0)M) 

Důkaz. Množství U0, S — U0 jsou otevřená v S a jest U0 (S — U0) = 0; 
tedy U0, S — U0 jsou oddělená množství. Ježto prostor R jest úplně nor
mální, existují v R otevřená T, W taková, že T :> U0, W o S — U0, T W = 0. 
Ježto U0 jest otevřené v S, existuje v R otevřené Q takové, že U0 = S Q. 
Položme V = QTU. Podle 2-3 V je v R otevřené. Ježto U0 C U, U0 C T, 
U0 = SQ, jest U0 = SV. Množství T, W jsou otevřená v R a jest T W = 0_; 
tedy T, W jsou oddělená. Ježto V CT, S — U0 C_W, podle 6-2 V_S — L_ 
jsou oddělená množství, takže podle 7-2 V (S — U0) = 0, tedy S V C S U0, 
takže, ježto U0 = S V, jest S V — S V c S U0 — U0. Avšak SV—SV = 
= S (V — V) = S . HR (V) a podle 5 S U0 — U0 = Hs (U0). Tedy 
S . HR (V) C Hs (U0). Avšak podle 11 S . HR (V) } Hs (U0), takže S x 
XHR(V) = Hs (U0). 

14. Topologický prostor R nazveme dokonale normální,12) když má 
následující dvě vlastnosti: (a) R je normální; ((3) je-li U otevřené v R, 

00 

existují v R uzavřená Fr (v = 1, 2, 3 , . . .) taková, že U = 2 F-. Vlastnost 
- - 1 

») L. c. sub 7), str. 265. 
•) L. c. sub »), str. 265. 

10) L. c. sub 7), str. 284. 
M) L. c. sub 4), str. 36, Satz von den Relativbegrenzungen. 
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(P) dá se (v. 2) vysloviti také takto: ((3') je-li F uzavřené v R, existují v R 

otevřená U„ (v = 1, 2, 3,...) taková, že E = fi U„. 
- - 1 

14-1. Dokonale normální prostor R jest úplně normální.13) 
Důkaz. Nechť A,BcR jsou oddělená množství. Položme 

P = A— B, Q = B— A. (1) 

Podle 4-1 a 4-3 PCA, QcB, tedy 

PQ=PQ = 0. (2) 

Podle 4-2 A CA, BcB; podle 7-2 A B = A B = 0, tedy 

ACE.BCO. (3) 

Ježto R—B jest otevřené v dokonale normálním R, existují v R uza-
ao 

vřená E„ taková, že R — B = 2 E„. Klademe-li E„ = A . E„, jsou (4-1 
»-i 

a 1-4) E„ uzavřená v R a jest 
P = SE„ . (4) 

f - i 

Stejně vidíme, že existují v R uzavřená í>„ taková, že 

O = S <I>„. (5) 
v - l 

V dalším užijeme opětovně normálnosti prostoru R. Množství Fx jest 
uzavřené v R; množství R — O jest otevřené v R; podle (2) a (4) jest 
E! C R — O. Tedy podle 12-1 existuje v R otevřené Ux takové, že Fx C Ux, 
UXQ = 0. Množství <Dj jest uzavřené v R; množství R — (Ux +P) jest 
(v. 1-3 a 3) otevřené v R; podle (2), (5) a ježto U1Q = 0, jest <&x CR — 
— (U! + P). Tedy podle 12-1 existuje v R otevřené Vx takové, že Ox C Vx, 
V\ (^i + -P) = 0. Předpokládejme obecně, že při určitém n > 1 byla 
sestrojena14) v R otevřená Ux,..., U», Vx,..., Vn taková, že 

Ej C Ulf . . . ,Fn C Un, ®x C Vx, . . . , Q>n C Vn, (6„) 
U,Q = V9P = 0 pro l < v < » , (7„) 

Uft.Vr = 0 pro l< |x<f l , l < v < » . (8„) 

Množství En+1 jest uzavřené v R; množství R — í S F „ + O) jest otevřené 

v R; podle (2), (4) a (7„) jest E„+1CR — ( f V„+<?); tedy podle 12-1 

existuje v R otevřené U„+1 takové, žeE„+ 1 C U„+i, U„+1. ( SF„ + O) = 0. 

M) Tento pojem se vyskytuje (beze zvláštního označení) 1. c. sub 7), str. 286, 
pozn. pod čarou 4 1). T. zv. metrické prostory (v. na př. F. Hausdorff, Mengenlehre, 
1927, kap. VI.) jsou dokonale normální (1. c , str. 117, III . a str. 163, důkaz věty 
XVIII). 

tt) L. c. sub 7), str. 286, pozn. pod čarou 4 1). 
M) Pro n = 1 bylo to právě provedeno. 
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Množství <D»+1 jest uzavřené v R; množství R — í .2 U, + P ) jest otevřené 

v R; podle (2), (5) a (7„) a ježto U,,+1 Q = 0, jest <D„+1 C R — ( 2 U, + i 5 ) ; 

tedy podle 12-1 existuje v R otevřené V,»+1 takové, že 

<D„+1 C V„+1, V„+1. ( 2 U, + P ) = 0. 
x » - i / 

Tedy množství U»+1, V„+1 mají vlastnosti (6„+1), (7„+1), (8n+1). Tedy lze 
sestrojiti rekurentně posloupnosti Ur,Vv (v = 1, 2, 3, . ..) v R otevřených 
množství tak, že 

E, C U„ <D, C V, pro v = 1, 2, 3, . . . , (6») 
Ů7- VT= 0 pro (A, v = 1, 2, 3, . . . (800) 

Položme 
00 00 

U=S Uv, V = 2V, . 
v 1 »—1 

Podle 2-4 množství U, V jsou otevřená v R; podle (3), (4), (5), (600) jest 
A C U, B C V; podle (800) jest U V = 0. 

14-2. Nechť R je dokonale normální prostor; nechť S C R . Pak S 
je dokonale normální. Důkaz. 1° R jest úplně normální podle 14-1; tedy S 
jest úplně normální podle 13-2; tedy S je normální podle 13-1. 2° Nechť O 
jest otevřené v S, takže existuje v R otevřené U takové, že O = S U; 

00 

podle 14 (p) existují v R uzavřená E, taková, že U = 2 E , . Množství 
r 1 

0„ = SE , jsou uzavřená v S a jest O = 2 <D,. 
r 1 

14-3. Nechť R jest dokonale normální prostor; nechť S jest uzavřené 
v R. Pak existují v R otevřená Qv (v = 1, 2, 3, . . .) taková, že 

S = fiO, = n O „ ; O,+1CO,. (1) 
r 1 r 1 

00 

Důkaz. Podle 14 0') existují v R otevřená U, taková, že S = n Uv. 
r 1 

Podle 12-1 existují v R otevřená V, taková, že S C V, C V, C U,. Nechť 
r 

Qv = n V i pro v = 1, 2, 3, . . , takže podle 2-3 množství O, jsou otevřená 
« 1 

v R a Qr+1 C Qv. Podle 4-2 a 4-4 jest S C O, C O, C U„ tedy 

scfiOvcn^cnU, =s, 
r 1 - 1 r 1 

z čehož následuje (1). 

II . Definice dimense. 

15. Nechť R je topologický prostor; pravíme, že R je (— l)-rozmérný 
(nebo nejvýš (— l)-rozměmý) a píšeme dim R = — 1 (nebo dim R < — 1), 
když a jen když R = 0. Nechť při určitém n = 0, 1, 2 , . . . byly již defi
novány nejvýš (n — l)-rozměrné topologické prostory. Nechť R je topo-
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logický prostor a nechť A jest uzavřené v R. Pravíme, že prostor R je 
nejvýš n-rozměrný nad A a píšeme dim^ R < n, když každému v R otevře
nému U 0 A lze přiřaditi v R otevřené V tak, ž e A C V C U a ž e množství 
Hx (V) je nejvýš (n — l)-rozměrné. Pravíme, že prostor R je nejvýš n-roz
měrný a píšeme dim R < n, když dim^ R < n pro každé v R uzavřené A. 
Pravíme, že R jest n-rozměrný (event. nad A) a píšeme dimR = n (dim^ 
R = n), když sice d i m R < » (dim^R<n), nikoli však dim R<»— 1 
(dinu R<« — 1 ) . 

16-1. Nechť A C S C R. Nechť S jest uzavřené v R a nechť A jest 
uzavřené v S (tedy také v R podle 3-1). Nechť dim^ R < n. Pak dim^ S<n. 

16-2. Nechť S c R . Nechť S jest uzavřené v R. Nechť d i m R < » . 
Pak dim S<n. 

Důkazy. Věta 16-2 je důsledkem věty 16-1 a je zřejmá pro n = — 1. 
Tedy stačí odvoditi 16-1 pro dimensi n za předpokladu, že 16-2 platí pro 
dimensi n — 1. Nechť (za předpokladů věty 16-1) U0z> A jest otevřené 
v S. Pak existuje v R otevřené U takové, že U0 = S U, tedy A C U. Ježto 
dim^ R < n, existuje v R otevřené V takové, že A C V C U a že dim HR (V) < 
< n — 1. Položme V0 = SV. Pak V0 jest otevřené v S a A C V0 C U0. 
Mimo to podle 11 Hs (V0) C HR (V) a množství Hs (V0) podle 8-3 jest uza
vřené v "5, tedy podle 3-1 také v R, tudíž i v HR (V). Ježto podle předpo
kladu 16-2 platí pro dimensi n — 1, jest dim Hs (V0) < n — 1. Tedy dim^ 
S<n. 

17-1. Nechť A C S C R. Nechť S jest uzavřené v R; nechť A jest 
uzavřené v S (a podle 3-1 také v R). Nechť ke každému v R otevřenému 
U ^ A existuje v R otevřené V tak, že A C V C U, dim S . HR (V) < t, —• 1. 
Pak dinu S<n. 

Důkaz. Nechť U0 ^ A jest otevřené v S. Pak existuje v R otevřené U 
takové, že U„ = S U. Tedy existuje v R otevřené V takové, že A C V C U, 
d i m S H * ( V ) < « — 1. Položme V0 = SV. Pak V0 jest otevřené v S, 
ACV0CU0. Podle 11 HS{V0)CS.HR(V). Množství Hs (V0) podle 8-3 
jest uzavřené v S, tedy podle 3-1 i v R, tudíž i v S . HR (V). Ježto dim 
S . HR (V) < n — 1, podle 16-2 dim Hs (V0) < n — 1. Tedy dim^ S<n. 

17-2. Nechť R jest úplně normální prostor. Nechť A C S C R. Nechť S 
jest uzavřené v R; nechť A jest uzavřené v S (a podle 3-1 i v R). Nechť 
dim,. S < n . Nechť U ^ A jest otevřené v R. Pak existuje v R otevřené V 
takové, že A C V C U, dim S . HR (V) < n — 1. 

Důkaz. Množství U0 = S U jest otevřené v S a U0 ^ A. Ježto dim^ S< 
< n, existuje v S otevřené V0 takové, že A C V0 C U0 C U, dim Hs (V0) < n — 1. 
Podle 13-3 existuje v R otevřené V takové, že VC U, S V = V0 (tedy 
VoA), S.HR(V) = HS(V0), tedy dim S . H:t(V)<n — l. 

18. Nechť R je topologický prostor. Nechť A, B jsou uzavřená v R; 
nechť C C R ; nechť AB = AC = BC = 0. Nechť R—C=P + Q; 
P, Q oddělená; P ^ A; ^ f i . Pak pravíme, že C odděluje A od B v R. 

18-1. Nechť A, B jsou uzavřená v normálním prostoru R; nechť 
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A B = 0. Nechť dim^ R < n. Pak existuje v R uzavřené C takové, že 
dim C<n — 1 a že C odděluje A od B v R. 

Důkaz. Množství R — B jest otevřené v R a jest A CR — B . Podle 
12-1 existuje v R otevřené U takové, že ACUCUCR — B . Ježto dim^ 
R < n, existuje v R otevřené V takové, že A C V C U, dim HR (V) < n — 1. 
Položme C = HR(V). Pak dim C < » — 1 a podle 8-3 C jest uzavřené v R. 
Podle 8-1, ježto A C V, jest A C = 0. Podle 4-4 a 8-2 V= V+ C C U CR_—B, 
tedy BC = 0. Mimo to R—C = V + (R — V ) ; V? A; I ř - K o f i . 
Množství V. R — V jsou v R otevřená a V (R — V) = 0. Tedy V, R — V 
jsou oddělená, takže C odděluje A od B v R. 

18-2. Nechť A jest uzavřené v normálním prostoru R. Nechť každému 
v R uzavřenému B takovému, že A B = 0, lze přiřaditi v R uzavřené C 
tak, že d imC<n — 1 a že C odděluje A od B v R. Pak d i m ^ R < n . 

Důkaz. Nechť U o A jest otevřené v R. Pak B = R — U jest uza
vřené v R a jest A B = 0. Tedy existuje v R uzavřené C a oddělená P, O 
tak, že dim C<n — 1; R — C = P + O; P 3 A, O ^ B. Ježto P, O jsou 
oddělená, jest: předně P O = 0, tedy P B = 0, t. j . P C U; za druhé P 
jest otevřené v P + O, t. j . v R — C , tedy podle 3-1 i v R; za třetí podle 
7-2 PO = 0, tedy P C P + C, takže HR (P) CC, takže podle 8-3 a 16-2 
dim HR (P)<n — 1. Tedy každému v R otevřenému U 0 A lze přiřaditi 
v R otevřenéP tak, že AcPcU, dim HR (P) < n — 1, takže dim,, R<». 

18-3. Nechť R jest úplně normální prostor. Nechť A,B,CcR; 
nechť C odděluje A od B v R. Pak existuje v R uzavřené C* C C, které 
odděluje A od B v R. 

Důkaz. Jest R — C = P -\- Q, kde P, O jsou oddělená množství 
a Po A, QoB. Ježto R jest úplně normální, existují v R otevřená U, V 
taková, že U3R, V^O, UV = 0; tedy U, V jsou oddělená. Stačí po
ložiti C * = R —(U + V). 

18-4. Nechť A jest uzavřené v úplně normálním prostoru R. Nechť 
každému v R uzavřenému B C R takovému, že A B = 0, lze přiřaditi 
OCR tak, že dim C<n — l a ž e C odděluje A od B v R. Pak dim„ R < n. 

Důkaz. Podle 13-1, 16-2, 18-2 a 18-3. 

III. Součtová veta. 

19. Nechť R je dokonale normální prostor. Nechť množství 5,- (i = 1, 
00 

2, 3,. ..) jsou uzavřená v R a nejvýš w-rozměrná. Pak dim 2 5 ť < n. 
i l 

Tato součtová věta je triviální pro dimensi n = — 1. Smíme tedy 
postupovati takto: při důkaze vět odstavce 20 užijeme součtové věty 
pro dimensi n — 1, načež v odstavci 21 provedeme důkaz součtové věty 
pro dimensi n opírajíce se jednak opět o součtovou větu pro dimensi n — 1, 
jednak o větu 20-3. 
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20-1. Nechť R je dokonale normální prostor. Nechť S jest uzavřené 
v R; nechť A,B* jsou uzavřená v S. Nechť existuje v S uzavřené C* 
takové, že d i m C * < » — l a ž e C * odděluje A od B* v S. Pro každé 
v R uzavřené F takové, že S E = 0, nechť dimf R < n. Nechť B jest uza
vřené v R; nechť S B = B*. Pak existuje v R uzavřené C takové, že dim 
C < n — 1 a že C odděluje A od B v R. 

Důkaz. Ježto C* odděluje A od B* v S, existují oddělená množství 
P, O taková, že P D A, O D B*, S — C* = P + O. Ježto P, Q jsou od
dělená, jest: předně PQ = 0, t e d y P H* = 0, takžePH = 0, neboťPCS, 
B* = SB; za druhé P jest_otevřené v P + O =_S — C*, tedy podle 3-1 
i_v S; za třetí podle 7-2 P Q = 0 a_podle 4-3 P C S, tedy P CP + C*, 
P B = 0. Položme H = HS{P)=P—P, takže HCC*CS, HB = 0 
a podle 16-2 d i m H < « — 1. H jest uzavřené v S, tedy v R podle 3-1. 
Ježto P , B jsou uzavřená množství v normálním prostoru R a ježto P . B=0, 
existují v R otevřená U, T taková, že U^P.TjB, U T = 0. Ježto U, T 
jsou otevřená v R a U T = 0, jsou U, T oddělená množství, tedy U T = 0 
podle 7-2. Ježto P C U, H = Hs (P), podle 13-3 a 14-1 existuje v R ote
vřené V takové, že P = S V, V C U, S . K = H, kde K = HR (V). Ježto 
ACPCVCU, UT_== 0, T;,B, jest A C V, B V = 0. Ježto KcVcU 
(podle 4-4) a ježto UT = 0, ToB, jest BK = 0. Podle 8-3 K jest uza
vřené v R, takže podle 14-3 existují v R otevřená O, taková, že 

O,DO,+1, K= TI Qr= H Qr. 
» - l r 1 

Ježto R — S jest otevřené v dokonale normálním prostoru R, existují 
00 

v R uzavřená <D, taková, že R — S = 2 í>,. Klademe-li E, = K C>,, 
, i 

jsou E, uzavřená v R a jest 

K— S = 2 E,. 
- - i 

Ježto FrcKcR—B, podle 12-1 existují v R otevřená Z, taková, že 

E, cZrCŽ~rCR— B. 

Ježto FrCK — S, jest S E, = 0, tedy dimFjr R < n. Avšak E, CQrZr, 
takže existují v R otevřená Wr taková, že 

E, C Wr C O, Zr, dim HR (W,) < n — - 1 . 

Tedy R- — S e 2 Wr, takže podle 10, ježto SK = H, 
» - i 

Hд(2 W,)c2Hд( , ) + H . 
4 V 1 ' » - l 

Položme 

X = V + 2 Wr 
- - 1 

a C = H» (Z), takže podle 9-1 
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CcXHR(Wv)+H. (*) 
»-i 

Avšak množství H a HR (Wv) (v = 1, 2, 3 . . .) jsou uzavřená v R a nejvýš 
(n — l)-rozměrná; ježto předpokládáme správnost součtové věty pro 
dimensi n— 1, množství na právo ve (*) je nejvýš (n — l)-rozměrné, takže 
podle 16-2 d i m C < « — 1, neboť C podle 8-3 jest uzavřené v R. Ježto 
C = HR (X), jest R— C ~X + (R — X). Množství X, R_—X jsou ote
vřená v R a jest X (R —X) = 0; tedy množství X,R — X jsou oddělená. 
Mimo to A C V CX. Dále jest B V = 0,_WV C_ZV C R — B, tedy X B = 0; 
konečně HcK, B K_= 0, HR (Wv) C Wv C Z_ C R — B, takže podle (*) 
také C B = 0, tedy X B = 0, t. j . B C R — X. Tedy v R uzavřené nejvýš 
(n — l)-rozměrné množství C odděluje A od B v R. 

20-2. Nechť R je dokonale normální prostor. Nechť S jest uzavřené 
v R; nechť T je libovolná část R. Nechť A jest uzavřené v S. Nechť dim^ 
S < n; nechť dimT< n. Pak dim^ (S + T) < n. 

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládati, že R = S + T 
(v. 14-2). Nechť E jest uzavřené v R a nechť S E = 0, tedy E C R — S C T; 
nechť U o F jest otevřené v R. Podle 12-1 existuje v R otevřené Z takové, že 
ECZCZCR — SCT. Ježto FcZUcT, ježto Z U jest otevřené v R, 
tedy v Ta ježto dimT<,n, existuje v T otevřené V CZ U. VDE takové, že 
dim Hr (V)<n — 1. Ježto VcZcR— ScT,V jest otevřené v R — S, 
tedy podle 3-1 také v R. Ježto V C Z, jest VcZcT, takže Hr (V) = V — 
— V = HR (V). Tedy, když E jest uzavřené v R a když S E = 0, lze kaž
dému v R otevřenému U D E přiřaditi v R otevřené V tak, že E C V C U, 
dim HR (V) < n — 1; to znamená, že dimF R < n. Ježto dimA S < n, 
podle 18-1 (v. též 14-2) každému v S uzavřenému B * takovému, že A B * = 0, 
lze přiřaditi v S uzavřené C* tak, že dim C*<n — l a ž e C odděluje A 
od B* v S. Je-li nyní B libovolně dané v R uzavřené množství takové, že 
A B = 0, vidíme ze 20-1, kladouce B* = SB , že existuje v R uzavřené 
C takové, že d imC^w — 1 a že C odděluje A od B v R. Podle 18-2 je 
tedy dim.4 R = dim^ (S +T)< n. 

20-3. Nechť R je dokonale normální prostor. Nechť S, T jsou uza
vřená v R. Nechť dim S < n, dim T<n. Pak jest dim (S + T) < n. 

Důkaz. Opět můžeme předpokládati, že R = S + T. Nechť A jest 
uzavřené v R; nechť U z> A jest otevřené v R; máme dokázati, že exi
stuje v R otevřené V takové, že A C V C U, dim HR (V) < n — 1. Ježto 
A S jest uzavřené v S, ježto dimMS S <, n, dim T<,n, podle 20-2 jest 
(jelikož R = S + T) dim^s R ú «. Tedy existuje v R otevřené Vx takové, 
že A S C Vx C U, dim H^ <yx) <n — 1. Z důvodu symetrie existuje v R 
otevřené Vt takové, že A T C V2 C U, dim HR (Va) < » —• 1. Položme 
V = VX + Vt. Pak V jest otevřené v R , A=AS + ATCVCUa podle 
9-1 jest 

HR(V)CHR(Vx)+HR(Vt). (*) 
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Nyní věta 20-3 je zřejmě zvláštním případem součtové věty; jelikož před
pokládáme, že součtová věta platí pro dimensi n — 1, také věta 20-3 
platí pro dimensi n — 1, takže podle 8-3 pravá strana relace (*) je nejvýš 
(n — l)-rozměrné množství. Tedy podle 16-2 dim HR (V) < n — 1. 

21-1. Přistupme k důkazu součtové věty pro dimensi n. Množství 
* * 
_. Si jsou podle 1 -3 uzavřená v R; ze 20-3 vychází rekurentně dim S St < n; 
• - 1 oo co * »*-i 
konečně 2 5* = 2 S 5,-. Tedy můžeme při důkaze množství 5* nahraditi 

*-i * * - i , - i 
množstvími _. 5,; jinak řečeno, smíme předpokládati, že 

»-i 
5* C 5*+1 pro k = 1, 2, 3, . . . (1) 

Bez újmy na obecnosti můžeme také předpokládati (v. 14-2), že 

i 5* = R. (2) 
*-i 

Zvolme v R uzavřené A a v R otevřené Z o A. Máme sestrojiti v R ote
vřené U„ tak, aby bylo ACU„,CZ, dim HR (Um) < n — 1. Podle 12-1 
sestrojíme nejprve rekurentně v R otevřená Zr (r = 1, 2, 3,...) tak, že 

AcZrCZ; Z ,CZ r + 1 pro r= 1, 2, 3 , . . . (3) 

21-2. Náš nejbližší cíl bude konstrukce v R otevřených Ur, Vr, Tr 

(r = 1, 2, 3, . . .) takových, že pro r — 1, 2, 3, . . . jsou splněny následující 
relace (ar) až (/,): 

ASrcUrC Z„ (ar) 
Ut , C Ur, (br) 
dimSr.HR(Ur)<n — 1, (cr) 
Ur — U^CVr-L, (dr) 
HR(Ur)-Sr ,CV, ., (*,) 
HR(Ur^)-Sr XCV, ., (Jr) 
A C V, „ (gr) 
5,_. —U, .CT,-., (//,) 
Tr-.CT.-L (tv) 
Tr-X Vr.x = 0. (/,) 

Při tom 
Uo = 0, V0 = R, 5 0 = 0, T0 = 0, T_. = 0. (4) 

Tato konstrukce bude provedena ve 21-3—21-5. Ve 21-3 sestrojíme v R 
otevřené Ux tak, že bude platiti (ax)—(/.). Na to ve 21-4 za předpokladu, 
že při určitém k ( = 1, 2, 3, . . . ) byla již sestrojena v R otevřená Uf, V,, 
Tt (l<r<k, l<s<k — 1) tak, že platí (ar) až (jr) pro l < r < * , se
strojíme v R otevřená V*, T* tak, že bude platiti (/*+1) až (/*+1). Konečně 
ve 21-5 za předpokladu, že při určitém k (= 1, 2, 3 , . . .) byla již sestrojena 
v R otevřená Ur, Vr, Tr(l<r<k) tak, že platí (ar) až (er), (//) až (j, 
pro l ^ f < ^ , l ^ s ^ ^ + 1, sestrojíme v R otevřené U*+1 tak, že bude 
platiti (an+i) až (f*+i). Tím bude konstrukce dokončena. 
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21 -3. Ježto A Sx jest uzavřené v Sx, ježto dim Sx < n a ježto Zx 

jest otevřené v R a podle (3) jest A Sx CZX, následuje ze 14-1 a 17-2, že 
existuje v R otevřené Ux takové, že A Sx C Ui C ZX, dim Sx. Ha (Ux) <n — 1. 
S ohledem na (4) vychází, že vlastnosti (at) až (/,_) jsou splněny. 

21 -4. Nechť při daném k ( = 1, 2, 3 , . . . ) byla sestrojena v R ote
vřená Ur, V„T, (l<r<k, l<s<k — 1) tak, že platí (ar) až (/,) pro 
l<r<k. Ukažme nejprve, že každá z dvojic 

A, Sk — Uk\ _ (a*) 
HR(Uk)— Sk, Sk — Uk', (P*) 
A, T*-r. (Y*) 
HR(Uk)-Sk, Tk-X (S*) 

skládá se ze dvou oddělených množství. Množství S* — U* = S* (R — U*) 
jest v R uzavřené podle 1 -4 a podle 4-2 jest S* — U* o S* — U*; tedy 
podle 4-2, 4-3, 4-6 a («*) 

A (Sk — Úk)=A (Sk — Uk) C A .Sk — UkCA (Sk — U*) = 
= A S* — U* = 0, 

takže množství (a*) jsou oddělená podle 7-2. Dále jest podle 4-3 
HR (Uk - sk. (Sk - Uk) C HafflQ (Sk - U7) C Uk (Sk — Ul) - o, 

(H* (U*) - - Sk) .Sk — UkC (HR (Uk) - Sk) .Sk = 0, 
takže množství (P*) jsou oddělená. Množství V*_j, T*_t jsou otevřená v R, 
takže podle (/*) jsou oddělená. Tedy podle 6-2 a (g*) množství (Y*) jsou 
oddělená, a ježto HR (Uk) — Sk C HR (Uk) — S * ^ podle (1) [v případě 
k = 1 podle (4)], podle 6-2 a (Č*) také množství (8*) jsou oddělená. Podle 
6-1 tedy množství 

A + [HR (Uk)-Sk], (Sk - Uk) + T* l 

jsou oddělená, takže podle 14-1 existují v R otevřená V* a T* taková, že 
platí (fk+i) až (jk+i). 

21-5. Nechť při daném k ( = 1, 2, 3 , . . . ) byla sestrojena v R ote
vřená Uf, Vf,Tr (l<r<k) tak, že platí (ar) až (er), (fs) až (/:) pro l < r 
<k,l<s<k + l. Podle 14-3 existují v R otevřená Qr (v = I, 2, 3, . . .) 
taková, že 

O, D Ov+i pro v = 1, 2, 3, . . . , (5) 

[A+HR(uk)].sk+l= n O, = n ^7 . (6) 
- i - i 

Ježto S* jest uzavřené v dokonale normálním R, existují v R uzavře

ná 0 „ (v - 1, 2, 3 , . . .) taková, že R — Sk = S 0„ . Klademe-li F¥ -
v 1 

= [A + HR (Uk)] . Sk+l 0„ , jsou Fv uzavřená v R a jest 
[A + HR (Uk)] . S»+1 - Sk = ^Š E, . (7) 

Podle (7) Fr CA + [Hs (U») — 5J, takže podle í}*+1) a (gh+l) jest E- CV». 
Tedy podle 12-1 existují v R otevřená Pr taková, že 

P-CV* (8) 
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a že F, CP, . Podle (6) a_(7) jest E, C O,. Podle (3) jest A CZk CZk+1\ 
podle («*) jest HR (U*) CUkCZk\ podle (7) jest P, CA + H* (U*); tedy 
P„ C Z*+i. Podle (7) jest F, C R —-S*. Tedy celkem P, CP, O, Z*+ 1 (R — S*). 
Pravá strana jest otevřená v R; P.,jest podle (7) uzavřené v S*+i; S*+i 
jest uzavřené v R a nejvýš »-rozměrné; tedy podle 14-1 a 17-2 existují 
v R otevřená Wv taková, že 

E„ C W, pro v - 1, 2, 3, . . . , (9) 
W„ CP, O, Zk+i — S* pro v = 1, 2, 3, . . . , (10) 

dimSk+1.HR(Wr)<n — 1 pro v = 1,2,3, . . . (11) 

Podle (5), (6), (7), (9) a (10) předpoklady věty 10 jsou splněny, když místo 
S, T, O,, V, dáme (6), (7), O, , W, . Tedy 

HR(ÍW,)c l HR(W.)+Sk.[A+HR(Uk)\. (12) 
v , l ' v 1 

Položme 

U*+i = U* + 2 IY„, (13) 

takže podle 2-4 U*+1 jest otevřené v R. 

Podle («*) jest ASkC U*; podle (7) a (9) jest A S*+1 — S* c S W, ; 
, i 

tedy podle (13) jest A S*+1 C U*+1; podle (ak) jest U*C Z*; podle (3) jest 
Z„cZk+1\ podle (10) jest IYr C Z * + l ; tedy podle (13) jest U*+1 CZk+1\ tedy 
podmínka (a*+1) je splněna. Podle (13) platí (6*+1). Podle 8-1 a (13) jest U* x 
X HR (Uk+1) = 0; podle (ak) jest A S* c U*; tedy A Sk. HR (U*+1) = 0, 
takže podle (12), (13) a 9-1 jest 

H*(U*+1)CH*(U*)+ S HR(Wr). (14) 
, = i 

Podle (7), (9), (13) a 8-1 jest HR (Uk+1) . [S*+1 . HR (U*) — S*] - 0, takže 
podle (14) 

S*+1 . H* (U*+1) C S* . H* (U*) + S S*+ 1. H« (W, ). (15) 
, - i 

Jehkož předpokládáme platnost součtové věty pro dimensi n — 1, z (ck), 
(11) a (15) podle 16-2 následuje (c*+1). Podle (8) aJ10)_W- C V*, takže podle 
(13) platí (dk+1). Podle (8) a (10) HR (W, ) C W, CP, C Vk\ podle (fk+1) 
HR(Uk)—SktVk\ tedy podle (14) platí (ek+1). 

21-6. Konstrukce v R otevřených Uř, V„ Tr takových, že pro r = 1, 
2, 3 , . . . platí (ar) až (/,) je dokončena. Přistupme k vlastnímu cíli, totiž 
(v. 21-1) ke konstrukci v R otevřeného UO, takového, že 

ACU^CZ, (16) 
dim HR(Ua)<n — 1. (17) 

Položme 

Um = S Ur, 
f - i 

takže UOTpodle 2-4 jest otevřené v R. Podle (3) a (ar) jest UaCZ\ podle 
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(2) a (a,) jest A C Ua ; tedy podmínka (16) je splněna. Zvolme k = 1, 2, 
3 , . . . Podle (6,) a (i,) jest 

U„, C Uk + S V,. (18) 
,-* 

Podle (i,) a (/,) pro r > k jest V, T* = 0; tedyT* . Š V,= 0; ježto množství 
00 , - * 

T* a S V, jsou otevřená v R, následuje, že jsou oddělená, takže podle 7-2 
,-* 

T* . S V, = 0. 
,-* Avšak podle (18), 4-4 a 4-5 jest 

-aг 
H*(Ut0)CU0,CU* + s V„ 

r * 

takže 
Tk.HR(U„)cUk. 

Tedy podle (A*+1) (5* — U*)_ HR(Um) C Uk, t. j . (5* — U*) H« ( t y = 
- 0, tedy 5* . HR (Um) C U*. Avšak U* c U«, C R — HR (Um); U* — 
— Uk = HR (Uk); tedy 5*. HR (U„ )cSk.HR (U*). Tedy podle (2) 

HR(Ua)c S Sk.HR(Uk). (19) 
* = i 

Jehkož předpokládáme platnost součtové věty pro dimensi n— 1, z (19) 
a (c,) podle 16-2 následuje (17). 

IV. Důsledky součtové věty. 
22. Nechť R je dokonale normální prostor; nechť dim R < n. Nechť 

A je libovolná část R. Nechť UD A jest otevřené v R. Pak existuje v R 
otevřené V takové, že 

ACVCU, HR (V) = <D. + 0>2, 

dim <!>!<«— 1, Oa = A . Hs (V) = (A — A) . HR (V). 

Důkaz. Ježto U jest otevřené v dokonale normálním R, existují 
09 

v R uzavřená E, taková, že U = S E , . Klademe-li E, = A . E,, jsou 
» i 

E, uzavřená v R a jest 

A~.U= S E , . (1) 
- - 1 

Podle 14-3 existují v R otevřená O, taková, že 

O0O,+i, (2) 

A = nO, = ng,. (3) 
- 1 r - 1 

Podle (1) a (3) jest E, C U O,; ježto dim R < n, existují v R otevřená W9 

taková, že 
E,CW,CUO„ (4) 

dim H* (W,) < » — 1. (5) 
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Podle 10 jest 

Položme 

HR( lwr)c ÍHR(W,) + (A-U). (6) 
N » i ' - i 

V=2ÍV„; <S>X = HR (V) . S HR (W¥), <D2 = A . HR (V). 
» - i - i 

Pak V jest otevřené v R; ježto A C_U. podle (1) a (4) jest A C A . U C V; 
tedy A . HR (V) = 0, takže <D2 = (A —-A) . HR (V); podle (6) jest HR (V) 
= Oj + O t ; podle (5), 19 a 16-2 jest dim <!>!<« — 1. 

23. Nechť R je dokonale normální prostor; nechť d i m R < « . Nechť 
S je libovolná část R. Pak dim S < n. 

Důkaz. Pro « = — 1 triviální; nechť tedy věta platí pro dimensi 
n — 1. Nechť A jest uzavřené v S; nechť U0 o A jest otevřené v S, takže 
existuje v R otevřené U takové, že UQ = S U, tedy U 3 A. Podle 22 exi
stuje v R otevřené V takové, že A C V C U, HR (V) = O, + <D2, dim 
<!>!<« — 1, 0 > 2 C A — A. Klademe-li V0 = SV, jest V„ otevřené v S 
a A C V0 C U0. Podle 5 jest A = S A, tedy S (A — A) — 0, tedy S <D2 = 0, 
tedy S . HR (V) C O,., takže Hs (V0) C Ot podle 11. Tedy podle indukčního 
předpokladu a podle 14-2 dim Hs (V0) < n — 1. Tedy dim S < n. 

24-1. Nechť R je dokonale normální prostor; nechť dim R<n. 
Nechť S jest uzavřené v R. Nechť U0 jest otevřené v S; nechť U 3 U0 jest 
otevřené v R. Nechť dim Hs (U0) < n — 1. Pak existuje v R otevřené V 
takové, že U0 C V C U, SV=UQ, S. HR (V) Hs (U0). dim HR (V) < 
<n — \. 

Důkaz. Podle 13-3 a 14-1 existuje v R otevřené W takové, že S W — U0, 
U0 C W C U, S . HR (W) = Hs (U0). Podle věty 22, do které za A, U do
sadíme U0, W, existuje v R otevřené V takové, že Uo C V C W C U, tedy 
S V = U0, HR (V) = <D. + <D2, dim <D. < n — 1, <D2 = U„. HR jV) = (U0 -
— Uo) • HR (V). Tedy <D2 jest uzavřené v R. Jest HR (V) CVCW; ježto 
SW=U0CVCR — HR(V), jest S . HR(V) CSW — S W = S (W—W) = 
= S.HR(W)=HS (UQ); ježto U0 = S V, podle l i j e také Hs (U0) C 
CS.HR (V). Tedy S. HR (V) - Hs (U0). Podle 4-3_jest U0 C S, tedy podle 5 
Hs (U0) = S . U0 — U0 - U0 — U0, takže <D2 - (U0 — U0) H« (V) = Hs (U0), 
tedy dim < D 2 < n — 1. Avšak 0 2 jest uzavřené v R; ježto R je do-

co 

konale normální, existují v R uzavřená Er taková, že R — 0 2 = S E„; 

tedy HR(V) = ®2+ ŠFr.HR(V). Ježto Er. HR (V) C HR (V) — <D2 C O., 
F - l 

podle 23 (nebo také podle 16-2) dimE, . HR (V) < n — 1. Ježto také dim 
G>2 < n — 1, podle součtové věty dim HR (V) < n — 1. 

24-2. Nechť R je dokonale normální prostor. Nechť Slt S2, . . . , 
S* jsou uzavřená v R. Nechť R Sx ^ S2 D . . O S*. Nechť U0 jest otevřené 
v Sk. Nechť U3 U0 jest otevřené v R. Nechť dimS,<«., pro l < v < £ . 
Nechť dim HSk (U0) < «* — 1. Pak existuje v R otevřené V takové, že 
Uo C V C U, S* . V - U„. S* . HR (V) = HSh (U0), dim S r . H* (V) < «, — 1 
pro 1 < v < k. 
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Důkaz. Pro k = 1 zřejmé. Nechť tedy věta platí pro k — 1. Tedy 
(v. 14-2) existuje v 5 a otevřené V0 takové, že U0CV0C5aU, 5*.V0 = 
= U0> Sk. Hs2 (V0) = HSA (U0), dim 5„.H S 2 (V 0 )<n„ — 1 pro 2 < v < * . 
Podle věty 24-1, do které za n, 5, U0, U dosadíme n1, St, V0, U, existuje 
v R otevřené V takové, že U0 C V0 C V C U, 5 a V = V0. tedy 5* V = U0, 
5 a . H, (V) = Hs2 (V0). dim H* (V) < n, — 1. Ježto 5* C 52. jest 5* . H* (V) = 
= 5 * . Hs2 (V0) = HSk (U0). Ježto 5, = R, relace dim 5„. HR (V) < n„ — 1 platí 
pro v = 1. Pro 2 < v < £ jest 5„ C 52, tedy 5„. H* (V) = 5„ . HS2 (V0), 
takže opět dim 5„. HR (V) < n„ — 1. 

V. Věta o pokrytí. 

25-1. Nechť R je normální prostor. Nechť Uv ... ,UM jsou otevřená 
m _ _ 

v R; nechť S U„ = R. Pak existuje v R otevřené V. takové, že Vx C Ut 
r 1 

a že ^ + S U„ = R. 
« 2 

m 

Důkaz.15) Množství R — S U„ jest uzavřené v R a je částí Uv Tedy 
„-2 

podle 12-1 existuje v R otevřené Vx takové, že 

R— S U.CVj.CVj.CUj.; 

zřejmě V.. + S U„ = R. 
„_2 

25-2. Nechť R je normální prostor. Nechť Ux,..., UM jsou otevřená 
m 

v R; nechť S U„ = R. Pak existují v R otevřená Vv ... ,Vm taková, že 
»-i 

V! C U. Vm C Um, S V„ = R. 
» 1 

Důkaz.11') Podle 25-1 určíme v R otevřené Vx tak, že Vx C Uv Vx + 
+ U2 + . . . + Um = R. Opět podle 25-1 určíme v R otevřené V2 tak, 
že VaC U2, V, + V2 + U3 + . . . + Um = R; atd. 

25-3. Nechť R je dokonale normální prostor; nechť dim R < n. 
m 

Nechť Uv ..., Um jsou otevřená v R; nechť S U„ = R. Pak existují v R 
» - 1 

otevřená Vv...,Vm taková, že: V, C U„ pro 1< v< m; S V„ = R; 
~-i 

V^.V„ = 0 p r o l < ( * < v < w ; dimHR (V„) < n —• 1 pro l < v < n t . 
Důkaz. Podle 25-2 a 4-1 existují v R uzavřená Fv ..., FM taková, 

že E„ C U„ pro 1< v<m, S E„ = R. Podle 12-1 existují v R otevřená 
- - 1 

WV...,WM taková, že E„ C W, C W„ C U„ pro 1 < v < m. Ježto dim 
R< n, existují v R otevřená Zv . . . , ZM taková, že E- dZ9 C W9, dim 

M) L. c. sub *), str. 159 160 (Bemerkung). 
Rozpravy: Roč. XLI. Tf. II. Cis. 13. 2 
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Hjt(Zr)<n — l p r o l < v < w . Položme Vx = Z, a pro 2 < v < w V , = 
K - l 

= - Z , — 2 Zp. Množství V, jsou otevřená v R podle 1-3 a 2-3, neboť 
" - 1 r i _ _ _ _ 

V, = Z, (R — 2 Z,.). Podle 4-4 jest V, C Z, C W, C U,. Je-li £ libovolný 
i 

bod z R, existují indexy v takové, že (p) CE, CZ. CZ,. Nechť tedy v je 
nejmenší index takový, že (̂ >) CZ„. Je-li v = 1, jest (/») CZ t = Vv Je-U 

, i 
v > 1, jest V, = Z, — 2 Zp, tedy 

/• i 

z, c V, + V Ž ; , Ž; c V, + VŽ;. 
/. i * - i 

Ježto (£) C Ž^ — 2 ž;, jest (/>) C V7- Tedy 2 V, = R. Pro 1 < j* < v < w 
P - I , i 

jest V, C R — 2 Ž ^ c R — Ž ^ C R — V^CR — V,., tedy V„ V, = 0. Ježto 
p » 

V! = Z„ jest dim HR(V1)<n — l. Pro 2 < v < m jest podle 4-4 
, - i ~~~i 

V, Z„ — 2 Zft Z, — 2 Zft, 
/* 1 A* 1 

tedy podle 9-2 
HR (V,) C HR (Zr) + H* ( V z , „ ) 

takže podle 9-1 
H^VOcfH^Z^); 

/•-i 
tedy podle 16-2 (nebo 23) a podle součtové věty opět dim HR (Vr) <n — 1. 

26. Nechť R je dokonale normální prostor; nechť dim R < n. Nechť 
m 

Uv ... ,Um jsou otevřená v R; nechť 2 U„ = R. Pak existují v R otevřená 
, i 

V i (1 < i < (n + 1) m) o těchto vlastnostech: 
1° V.CU, pro l < v < m , (n+ 1) (v — 1) + 1 < Í < ( » + 1) V; 

( » + 1 ) M 
2° 2 V, = R; 

»-i 
3° VÍ . V,- = 0 pro 1 < i < j< (n + 1) m; 
4° dim HR (V.) < n — 1 pro 1 < * ' < ( « + 1) m; 
5° je-li 2<r<n -\- 2 a je-li iv i2,... ,ir jakákoli kombinace (bez 

, __ 
opakování) indexu 1, 2 , . . . , ( » + 1) m, jest dim II Vis < n — r + 1. 

i - i 

Důkaz. Když k = 1, lze podle 25-3 sestrojiti v R otevřená Vj*> (1 < 
i<km taková, že 

(a ) Ví*' c U, pro 1 < v < m, k (v — 1) -- 1 <»'< k v; 
(6.) 2 F ( * ) - R ; 

< - i 

(c.) VJ*). V|*) = 0 pro 1 < i < j< k m; 
(d,) dim HR (VJ*>) < n — 1 pro l < i < A w ; 
(t?A) je-h 2 < r < £ + 1 a je-li ivi2,...,i, jakákoli kombinace 
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indexů 1, 2 , . . . , k m, jest dim n V<*> < n — r + 1.-") 
«-i « 

Máme dokázati, že to lze i pro k = n + 2. Nechť tedy při určitém £ (1 < 
£ < n + l ) byla již sestrojena v R otevřená V|*> ( l< ,»<£m) tak, že 
platí (ak) až (ek); máme sestrojiti v R otevřená V<*+1> (1 <i<(k-\- l)m) 
tak, aby platilo (a*+i) až (t?*+i). 

26-1. Pro l < r < & nechť S, znamená množství všech těch bodu 
P prostoru R, pro něž (/>) C V[*> pro nejméně r různých indexů ť (1 < i < k m). 
Podle (b„) jest S, R. Zřejmě Sx 0 S a 0 . . . D Sk. Pro 2 < r < k jest 

sr - s n Ť>>, 
« 1 '« 

kde (ÍJ, i2,. • •, *,•) probíhá kombinace indexu 1,2, . . . , km, takže podle 
1 3 a 14 5, jsou uzavřená v R a podle (ek) s ohledem na součtovou větu 
dim Sr<n — r + 1, což ovšem platí i pro r = 1. Množství Sk. Ur (1< 

m 

< v<m) jsou otevřená v Sk a jest S S* . Ur = S*. Tedy podle 14-2 a 25-3 
, i 

existují v Sk otevřená T, (1 < v < m) taková, že17) 
T,CU, pro l < v < m ; (1) 
S T , - S A ; (2) 

, - i 
T„.T, = 0 pro l<f j i< v < m ; (3) 
dim HSk (Tr)<n—k pro 1 < v<m. (4) 

26-2. Sestrojíme nyní v R otevřená Wr (1 < v < m) s následujícími 
vlastnostmi: 

Wr c U, pro 1 < v < m; (o,) 
Sk.Wr = T, pro l < v < m ; (p,) 
5 4 . .fř,, (ÍTr) = .*YS4 (T,) pro l < v < m ; (Y,) 
dim S r . HR (Wr) <n — r pro l < r < £ , l < v < m ; (8,) 
Wí,.W, = 0 pro l < { i < v < m ; (e,) 
W„.W,CS* pro l < | i < v < m . (C ) 

Podmínky (e/J a (d) ovšem odpadnou. Podle (1) a 12-1 sestrojíme nejprve 
v R otevřená Zr tak, že 

TrcZrcŽ~rcUrpro 1 < v < m. (5) 
Podle 26-1 jsou splněny předpoklady věty 24-2, když do ní za U0,.U, 
nr (1 <, r < k) dosadíme Tx, Zx, n — r. Tedy existuje v R otevřené Wx splňující 
podmínky (a:) až (^). Předpokládejme tedy, že při určitém v ( 2 < v < m ) 
byla již sestrojena v R otevřená množství Wx,..., Wr-X tak, že pro 1 < {t 

t 

») Pro k 1 jest r 2, tedy n V[l) - I41) . r<0 C HR (Vu), neboť podle (ct), 
» - i '« ' i ' i -

ježto ví1', v"!'' jsou otevřená v R, jsou to oddělená množství, takže podle 7*2 jest 
* i r 

Fji). 0') _ 0. Tedy dim II v('><n r + 1 - n 1 podle 16*2 a (A). 
» i « - i '« _ 

*T) Ježto Sh jest uzavřené v iř, podle 4'3 jest Tr C Sk, takže (v. 5) uzavřený obal 
Tr v prostoru S* jest Tr. 
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< v jsou splněny podmínky (a,4) až (^). Máme sestrojiti v R otevřené Wr 

tak, aby byly splněny podmínky (a„) až (£,). Pro 1 < JA < v jest 
(W„—sk) T„ c (Tr„—Sk) . Sk =- 0, 

VF;—s*.T„c~;.s*T„cT^.T, 
podle (p„), (Y/Í) a 8 2. Avšak T„, T„ jsou otevřená v Sk, tedy podle (3) od
dělená, takže podle 7-2 T„. T„ = 0. Tedy podle 7-2 množství WM — Sk, Tr 

, - i 
jsou oddělená, takže podle 6-1 také množství 2 IV,.— Sk, Tr jsou oddělená; 

J--I 
tedy podle 14-1 existují v R otevřená Pr, O„ taková, že 

P„D*2ÍV; — Sk, O„DT„,P„O„ = 0. (6) 

Užijme nyní věty 24-2, do které za U0> U, n, ( l < r < & ) dosadíme 
T„ ,Zr O„, n — r. 

Nalézáme, že existuje v R otevřené Wr takové, že platí 
T, CW, C_Zr O, (7) 

jakož i (p„ ), (Y„ ), (S„). Podle (7) Wr c Z,, takže podle (5) platí (o,). Ježto 
Pr±Qr jsou otevřená v R, podle (6) jsou oddělená, takže podle 7-2 jest 
P„ O, = 0, tedy pro 1 < [i < v wjžl c_S*. Podle (7) je však Wr c Qr, 
takže platí (£ ). Tedy pro 1 < (i< v jest Wfl.Wr = [W^ + H* (W„ ] . Wr 

CSk, tedy podle (p„), (Y/.) a ((3„ ) W„ . W„ = [S* W„ + SAH, (IV,.)] x 
X S* W„ = [T,. + H.s*(T^)]T, =T„T , = 0 podle (3) a 7-2; tedy také 
(s,) je splněno. 

26-3. Položme nyní 

V*;,1' = Vlh>— 2W„ pro 0 < r < m - l , ... 
, - i (o) 

r £ + l < * < ( r + l)k, 

KVtu =Wr pro l < v < m , (9) 
takže množství Vť

(*+1) (1 <, t < (k + 1) m) jsou otevřená v R. Podle (ak) 
a (o„) platí (ak+i). Podle (8j jest pro 0 < r < m — 1, r k + 1 < * < (r + 1) £: 
V/*' C VS+

+,1) + 2 Wr, tedy V/*' c F(
+

+,l) + 2 Wr, tedy podle (9) 
, - i , - i 

2. V;*' c ( * + s" V*+1) CR, takže podle (6*) platí (bk+1). Podle (8), (9), (ck) 
«-i » - i * 
a (e„) platí (ck+l). Podle 9-1 a 9-2 je pro 0 < r < m — 1, r £ + 1 < * < (r + 1) k, 

H« ( ^S.*1 ) C#* ( ̂  ) + JE #* (^- )» 
tedy podle (S„), (i*), 16-2 a 20-3 platí (dk+l). 

26--J. Zbývá dokázati (ek^). Nechť tedy 2 < r < £ + l a nechť 
ii» /t» •••»/»• í e nějaká kombinace indexu 1 2 . . . , (£ + 1) m. Nechť 

O _ ií V(*+l) . 
v « i '* 

Máme dokázati, že dim O<« — r + 1. Jest rozeznávati čtyři pHpady. 
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Předně: Aspoň dvě z r množství V(k+X) jsou dána vzorcem (9),třeba 

V!*+1) = w u , V<*+1) = w 9 , 
'l 't 

kde ji, v = 1, 2 , . . . w_; [A < v. Pak jest O C Wj.. ~W„, tedy O C Sh podle 
(k). Mimo to Wu. Wv = 0 podle (s„), takže O c HR (W ) . Tedy podle 
16-2 a (8„) dim O<n— k, takže dim O<n—r + 1. neboť r<k + 1. 

Za áVí<A.£ Jediné z r množství Vj*+1) je dáno vzorcem (9), takže existuje 

index v (1 < v < m) a kombinace ilt ť2, ... ,i, i indexu 1,2,.. .km 
tak, že 

O = W„. nl v(k) — s F . c F , . n1 v(k) c"W„.s*-!. 
, _ 1 '« i B - l , _ 1 »f 

« 
Množství IY„, Vy — 2 Wu jsou otevřená v R a jejich průřez je prázdný; 

* M ' l 
f. j m 

tedy jsou oddělená, takže podle 7-2 W„ . n V,k) — 2. W^ = 0 , tedy 
*-i ** ^-í 

OCS, i.HjjíW,), takže d i m O < n — r + 1 podle 16-2 a (8„). 
Za třetí: 2<r<k a všecka množství Vř*+1)jsou dána vzorcem (8), 

takže existuje kombinace ilt iit ... ir indexů 1,2,.. .km taková, že 

Q = ň vf — i: Wu c ií vlk), 
í - 1 '* u , l . _ 1 •« 

tedy d i m O < n — r + 1 podle 16-2 a (^). 
Za čtvrté: Jako v předešlém případě s tím rozdílem, že r = k + 1. 

Jest O C S* podle definice S*, tedy O c 2 W„ podle (2) a (p„). Avšak ( V? — 
»=i ^ * 

- 2 Wu ) . W, = 0, tedy Vf — 2 W„ . W„ = Opodle 7-2, takže O. W, = 0 
u-l ' *« M'l 

pro l < v < m . T e d y O C 2 ( F , — Wv), O c Sk, takže O C 2 S„ . HR (Wr), 
»-i - - i 

tedy podle 16-2 a (8„) jest dim O<n — k = n — r + 1. 
27. Nechť R je dokonale normální prostor. Nechť S jest uzavřené 

v R; nechť dim S < n. Nechť Ult ..., Um jsou otevřená v R. Nechť 
2 Uv D S. Pak existují v R otevřená V{ (l<i< (n + 1) m) o těchto 

r - l 
vlastnostech: 

1° ViC U„ pro 1< v< m, (n + 1) (v —• 1) + l < ť < (n + 1) v; 
(M + l ) m 

2° 2 VOS; 
« i 

3° VÍ . V, = 0 pro 1 < * ' < ; ' < ( » + 1) m; 
4° dim S . HR (V,) < n — 1 pro 1 < i< (n + 1) m; 
& je-U 2 < r < n + 2 a je-li ilt it,... ,ir jakákoli kombinace (bez 

r T 
opakování) indexu 1,2, . . . , (n + 1) m, jest II Vit C S, dim II Vt < n — 

» - i »-1 -r+1. 
XIII. 
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Důkaz. Podle 26 a 14-2 existují v S otevřená Tť (1 <»'<(« + 1) m) 
0 těchto vlastnostech: 

6°T7cU, pro l < v < m , (n + l)(v — 1) + l < ť < ( « + 1) v. 

7° 2 Tť = S; 
« i 

8° Tť .T/ = 0 pro 1 < ť < / < (n + 1) m; 
9° dim Hs (Tť)< n — 1 pro 1 < ť< (n + 1) m; 

10° je-li 2 ^ r < » + 2 a je-li iY ť 2 , . . . , i, jakákoU kombinace 
r 

(bez opakování) indexu 1, 2 , . . . , ( » + 1) m, jest dim UTi <n — r + 1. 
i i 

Podle 6° a 12-1 existují v R otevřená Zt taková, že 
Tť C ZtX Ti C U, pro 1 < v < m, (n + 1) (v —-1) + 1 < ť< (n + 1) v. 

Zřejmě stačí sestrojiti v R otevřená V, (1 < ť< (« + 1) m) tak, aby bylo 

T, C V, C Zit Ti = S V, pro (1 < ť < (n + 1) m) (a,) 
Vť. V,- = 0 pro 1 < / < ť< (n + 1) m, (6ť) 
S_. H_ (V__=_HS (T.) pro 1 < ť < (n + 1) m, (cť) 
V,. ^, = T,. T/ pro 1 < / < • < ( » + 1) m. (iť) 

Podle 13-3 a 14-1 existuje v R otevřené Vx splňující podmínky (ax) a (cj; 
podmínky (éx) a (ix) ovšem odpadnou. Nechť tedy při určitém ť (2 <=•'<; 
< (n + 1) m) byla již sestrojena v R otevřená V/ (1 < / < ť) tak, že pro 
1 <• / < * platí (a,) až (d,). Máme sestrojiti v R otevřené Vť tak, aby pla
tilo (a,) až (di). Pro 1 < / < ť jest 

(V/ — S)7\C(R — S).S = 0, 
V, —S.T ťCV/.S.T ť = [SV/ + SH«(V/)]Tť = [T / +H s (T í )]T ť = T/Tť, 

což je prázdné podle 8° a 7-2. Tedy podle 7-2 množství V/ — S, Ti jsou 
ť-i 

oddělená, • takže podle 6-1 také množství 2 V, — S, Tť jsou oddělená; 
/ i 

tedy podle 14-1 existují v R otevřená P ť O, taková, že 

P.O S1.// — S, O,DTť, P,O, = 0. 
/-i 

Podle 7-2 jest P ť O, = 0. Podle 13-3 a 14-1 existuje v R otevřené Vť ta-
kové Že 

TťC V,CZťOť, T, = S Vť, Hs (T.) - S . HR (V,). 
Vlastnosti (at) a (c,) jsou zřejmé; ježto 

V,CO„ V/CS- P, pro l < / < » , 

jest V~ .VjCP/Ql+S tedy V, V/ C S. Tedy Vť V/ C S_ t. j . Vť V, = 
= S Vť . S V/ = T ť T/ = 0, t. j _ _ platí (6,)._Dále_ S . Vť = S__[Vť + 
+ H_ (Vť__= T, -_ Hs (T,) = Tť; ježto V, . V/ C S, jest V, V/ = 
= S Vť. S V/ = 7ť.T/, takže také (dt) je splněno. 
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